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Notacion:

—

Vectores tridimensionales con “flechita” &, . Versores con “sombrerito” é,
Tetravectores en notacién covariante (x#) Operadores en negrita: H, ¢, A, x*.

1. El Hamiltoniano de Dirac

1. Simetria en el tratamiento de las coordenadas espaciales y temporal (Schodin-
ger V2, 0;)

2. Derivadas positivas (Klein Gordon, negativas)

3. Grados de libertad (spin).

Consideramos un vector ¥ de N componentes ¥,, (n =1,...,N)
N4
U= :
Uy

y expresamos las combinaciones elementales de derivadas espaciales y tempora-
les

10 0 mc _,

-— A'— U +i—B'Y =0 1

cat+,z ox* +1h (1)
i=2,y,z

donde A’ y B son ciertas matrices de N x N. Introducimos el “vector de ma-

trices” & = A%é, + AYé, + A%é, y el “escalar” § = B, de manera que podemos

escribir

io mc
-—U+a-VU4+i—pr =0 2
c ot ta 1 h P 2)
Las N componentes de ¥ describen el estado de un nuevo grado de libertad.
Si definimos ahora W' = (W%, ... W%) el vector “hermitico conjugado” de ¥,

vemos que satisface la ecuacion

10 mc
_Z gt T.at — 12wt =
- t\IJ +VUh.al —i—9'gT =0 (3)

Que surge de tomar el Hermitico conjugado de la Ec. 2, recordando que &' y 3
son matrices de N x N y que

(A.B)T = BT AT,

Multiplicando 2 a la izquierda por ¥f, a 3 por derecha con ¥ y sumando,
obtenemos



1 ot

imc
c ot ot

(4)
Si introducimos la densidad p = WTW (que es necesariamente definida positiva)
vemos que % = (\I/T%—‘f + 88—‘1?\11), de manera que si 8 = g7y a =af, la Ec. 5
toma la forma de una ecuacion de continuidad
dp

5 TV i=0 (5)

donde;: Uh.q.w.
Si multiplicamos ahora la Ec. 2 por ihic encontramos que

ov
ih— = HpV 6
Wor TP ©)
con
Hp = —ihca - VU + moc?f
que tiene la forma de una Ec. de Schrodinger. En efecto, si llamamos P= —inv,

HD:C&~13\I/+moc2[3 (7)

Observamos que como & y 3 son matrices Hermiticas, Hp = H B El siguiente
paso serd elegir @ y (8, de manera que las componentes de ¥ satisfagan la
ecuacién de Klein Gordon. Para esto, observamos que

1 0%0 1i0 1
——— = ———HpU=———_H3T
c2 ot? 2hot P 2R P
.0 0 imgc ' 0¥ m3c?
— i g N /R i, ot — — 0 . BT
%:Oé @ 8(El ax]- h 21:(04 IB+B @ )8331 h2 IB B
Imponiendo las condiciones
a-f+B-ab = 0 (8)
a' ol +al-at = 251NN (9)
B> = 1yxn (10)

la ecuacion se reduce a

1 0%V 5 m0?c?
(c28t2_v *m)q’zo

que se satisface si cada componente V,, satisface la ecuacién de Klein-Gordon
con masa mg. Veamos ahora que las condiciones 8, 9 y 10 imponen restricciones
a los posibles valores de N. De 9 y 10 vemos que det(a?)? = det(8)? = 1 por

- (\I!Taqj—k\Il)+(\I!Tc7-V\II+(V\I!T)-o7T-\I/)+h(\I/Tﬂ-\ll—\IlT-ﬂT-\I/) =0



lo que estas matrices son invertibles (de hecho, son idempotentes). Luego, de la
condicion 8

det(B) det(a’) = det(B-a') = det(—a’-B) = det(—1nxn) det(3) det(a’) = (—1)V det(B) det(a’)
se sigue que N debe ser par. Ademss,
Te[f] = T8 - o - o] = Trla’ - - @'] = Te[—B - o' - o] = —Tx[4]

de manera que Tr[3] = 0. De la misma manera, Tr[a’] = 0.

Veamos ahora que la dimensién N minima para satisfacer las condiciones
8- 10 es 4. Para verlo, observamos que (4, B) = Tr[A.B] define un producto
interno para las matrices hermiticas. Recordemos que en un espacio vectorial
con producto interno, un conjunto de m vectores ortogonales es necesariamen-
te un conjunto linealmente independiente. Tomando traza a ambos lados de
la condicién 9, vemos que o son tres matrices ortogonales, que a su vez son
ortogonales con (. Pero como las cuatro matrices son de traza nula, también
son ortogonales con la matriz identidad 1y« N, lo que significa que el espacio
de matrices de N x N admite al menos 5 matrices linealmente independientes.
Por lo tanto, el espacio de matrices mas pequeno con N par, que admita cinco
matrices linealmente independientes es el de las matrices hermiticas de 4 x 4.

Para ver que efectivamente en el espacio de matrices de 4 x 4 existen cuatro
matrices que satisfagan las condiciones, construimos un ejemplo: 8 = 0, ® 1ok,

a' = 0, ® 0y, donde 0, . representan las matrices de Pauli o, = (Y §),
oy =—i(% §), o2 = ({ %4). Un célculo directo muestra que efectivamente estas

matrices satisfacen las condiciones.

1.1. Ecuacién de Dirac en forma Covariante.

Adoptamos ahora la notacién z# = (ct, &) (vector contravariante), x, =
(ct,—&) (vector covariante), y la “métrica”

1 0 0 0
o -1 0 o | _ .
I =110 0 -1 0 g

o 0 0 -1
de manera que g,, 2" = x,. Definimos ahora
= (8,8d) = (°,7)

Vemos que (7))7 = g1 = 8 =1° = (")~ y () = (Ba")T = (a'B) =
(—Bat) = =yt = ()71, de lo que se sigue que

(,Y/L)T — ,YO,Y/L,YO _ g,uﬁ”

De las condiciones 8-10 se sigue tambien que (probar como ejercicio)

9"} = 29" 1axa



Si ahora multiplicamos la Ec 6 con 8/c¢ por izquierda, encontramos que

b 0T SN v
1;65 +ihBa - VU — mocB)¥ = E’y B +ihy" - VU — mge)¥
R4

Andlogamente, el adjunto de la Ec tiene la forma

\I/T
8 H’y M 4+ moelT =0

Introduciendo la notacién ¥ = ¥f4° podemos escribir

ov
N - _
ihy Fyn moc¥ = 0 (11)
. OV —
ihe 9" +mocl = 0 (12)

1.2. Forma explicita de las matrices de Dirac

Consideremos ahora las cuatro matrices v°, !, 42, 43 y todos sus posibles
productos. Las relaciones de (anti) conmutacién implican que cualquier producto
de estas matrices que tenga factores repetidos puede reducirse a uno con todos
los factores distintos. De esta manera, el algebra generada por «* tiene como
por base a las matrices Hermiticas

r Expresién #

r 0, i iy 4

™ ~5 = 1797123 1

[6-11 Wt =at, %2 =a? 10yt =a? 6
_i’yl’YQ _ 2212 i’72’y3 _ 2223 i’YB’Yl _ 2231 ‘

pia-1s | D077 =917 0T =7 0yt =% 1

1P = —in%° |
F16 14><4 1

Analizando su ortogonalidad respecto al producto interno (A4, B) = Tr[AB]
vemos que efectivamente las matrices I'* son un conjunto linealmente indepen-
diente de 16 matrices Hermiticas, por lo que son base del espacio de matrices
de 4 x 4.

Propiedades de Conmutacion de las T*

Nrm =al', para algin n y a en {1,—1,i, —i}

D™ = 1404 siy sélo si l=m
Flrm — il‘*mrl (13)
Iyl = -1 para algun k si I'; £ 1444

La primera propiedad viene de reescribir las matrices I'; como producto de
las v* e i, usando las reglas de (anti)conmutacién, y teniendo en cuenta que



(7")? = 414x4. De la misma manera, la segunda linea se sigue del caracter
autoadjunto de las I'!, y de que la identidad se obtiene sélo si los factores en
I'! se cancelan exactamente con los factores en I'*, lo que ocurre sélo si son la
misma matriz. La tltima linea, la probamos notando que

Vary® = ot
7oﬂy570 _ _75
A A = —=()
1.2.1. Teoremas
(A) Tr[l] = O0Vi=o...15:
TI‘[F[] = 7TI‘[F]CF[F]€]
= —TI‘[FleFk]

= —Tr[[14x4] = —Tr[TY]
= TI‘[Fl] =0.
(B) I'; son un conjunto linealmente independiente:

16
lel“l =0V =0
=1
Demostracion: Personalmente me parece mas elegante el argumento de la or-
togonalidad. Si V,,x,, = 0, es claro que 21121 Iy = 0. Por otro lado, si
16 16
Yoog il =0—=V,Tr[l, (30,2, 1) =0, pero

16 16
T (Y aly)] = Y oD,
=1 =1
16
e Z 2 Tr[0,, 1]
I=1,l#m
= SL'mTI'[]_4><4]

por lo que V,,z,, = 0.

Aplicaciones

1. Dimension: El espacio de matrices cuadradas de dimension maés baja en
la que podemos acomodar 16 matrices linealmente independientes es el de
las matrices de 4 x 4.

2. Corolario ?: Cualquier matriz de 4 x 4 puede escribirse como combinacién
lineal de las I';. Los coeficientes se pueden recuperar via las relaciones de
ortonormalidad:



16
M = Z a:ll"l
=1

con z; = 1Tr(I,M).

(C) Si una matriz X conmuta con todas las matrices v* = conmuta con to-
daslas I'; = X = Alyx4. Demostraciéon: Supongamos que X = I'; XT';. Podemos
escribir

X =z, + Z 7]
l#m
con I';, # 1444. Pero sabemos que existe I'y tal que I'yI',, Iy, = —T',, por lo
que, como supusimos que [['x, X] =0,

FkXFk = XFka = X14><4 =X
de manera que

X = 2,3, Ty + Z 2 0x Tl = —2, Ty + Z +T
I#m l#m

lo que implica que z,, = 0 a menos que I';;, = 14x4.

1.2.2. Teorema Fundamental de Pauli

Si {v*} v {#*} son dos conjuntos de matrices que satisfacen {y*,v"} =
{7, 4" } = 29" 144, existe una matriz S tal que

A = SyrsT!

con S = Zgl [;FT;, donde F es una matriz de 4 x 4 y T; es la base del espacio
de matrices de 4 x 4 generada por las {7*}.

Demostracién: En las notas, falta la demostracion Supongamos que S sa-
tisface 4* = Sy*S~! para cada p. Si esto es asi, también serd cierto que
[, = ST'wS~! Multiplicando esta identidad por izquierda con S y por dere-
cha con T, obtenemos

S =TS

véalida para cada k. Observamos ahora que

satisface esa propiedad, ya que como I'yI; = a;ﬂ-f‘ak(i) y Il = (00T =
(akifak(i))T = aj,;I's, i) con ox(i) una permutacion y ax; € {1, 1,1, —i},

16
[wST, = kafiFFiFk

i=1



16 ~
= > To,)FTo)

i=1

16
Z [,FT; =S
=1

Para ver ahora que S es no singular, observamos que St = 21121 I, FIT; satisface
St = FiSTf‘i, de manera que STS = [,8T0,;ST; = I;STST; de manera que
StS = al. Eligiendo F apropiadamente, o # 0y S~! = ST/a. De la misma
manera, podemos probar que independientemente de la eleccién de F', S es tinica
a menos de una constante: Si

SyytSTt = Syt Syt = V(871 Sa) = (57 S2)0"

luego (S’fng) = alsxa.

2. Representaciones de las matrices de Dirac

2.1. Representacién Estandard de Dirac

Representacion explicita de las matrices de Dirac. Representacion de Dirac.
Una forma de construir matrices de 4 x 4 que satisfagan el dlgebra de Clifford
se basa en que las matrices de Pauli

Oz = ((1) (1)) »Oy = —i((ll (1)) 0z = ((1) gl)

satisfacen un dlgebra de anticonmutacién {o;,0;} = d;;. Si elegimos ahora § =

_ _ (lax2 0 i _ ~AO0ad _ (0 oy
Yo =0 @ Laxa = (77 2y, ) va =Y =0, @0 = (y, ¢

efectivamente 52 = (a')? = 1454, y {8, '} = {a!, a7} = 044.
Esta representacion es conocida como la “Representacién de Dirac” de las
matrices de Dirac. En esta representacion,

) vemos que

fyi = (iay) Qo; = ((lai 81)

5 _ (0 1ax2
V=0, ®1ax2a=(1,,,0 )

—-i ., . 1 /2
Bij = 57" = geurlaxe ® o =i 29 2)
. il
—i7°7% = =0y @ laxa = (Y1, 0 )

VY =—0.®0 =" 0,)



2.2. Representaciéon de Weil
Otra representacion posible de las matrices de Dirac es la Representacion
Quiral o Representacion de Weil,

0 0 lax2
¥ :0x®12x2:(12“0 ) )

¥V = (o) @i = (25, §')

La representacién de Weil tiene la propiedad de que la matriz v° es diagonal:

5 —1l2x2 0
v :_Uz®12><2:<0 12X2>

Esto se traduce en que en el limite de mg — 0, el Hamiltoniano de Dirac 7
se bloquea en dos subespacios de dimension 2:

Hpiree = —ihc ( g.v QE-V)

2.3. Representacién de Majorana

Otra representacion importante es la llamada representaciéon de Majorana:
0 _
V=0, @0y

7 =ilaxo ® o,

72 =ioy, ®oy
’73 = 7i]—2><2 ® oy

En esta representacién, la ecuacién de Dirac es una ecuacion diferencial real,

p) ) s (10 d
h(o. 5 —1055) a_ moc ﬁlao'y(;a a_ gTy) U =0 (14)
hioy (5 + 35) o255 = Tapz) — Moc
de manera que sus soluciones son espinores reales. Veremos més adelante que
una particula que satisface la FEc. de Majorana es necesariamente neutra.

3. Transformaciones de Lorentz y covarianza de
la Ec. de Dirac

Si A# es una transformacién de Lorentz (esto es, una transformacién lineal
que preserva la métrica de Minkowski gog = AgAgga/g) que transforma las
coordenadas z en

T = AF x®

queremos encontrar una transformacién lineal Sy que actie sobre los espinores
U de manera que si
(ihAy" 0y — moc)¥(z") =0



se cumpla que ~
(ihy" 0y — moc)(Sa¥(2")) =0

de manera que la ecuacién resulte invariante de Lorentz.
Observamos ahora que la ecuacién transformada, en términos de las variables
originales tiene la forma

(h(y" Sa) (A, Dar) — moc) (T (A*,2*)) = 0

’ . . 4 . . . . —
donde A es la matriz inversa de A" _,. Multiplicando por izquierda con S Al,
encontramos que la ecuacion serd invariante si

SXI(,YH/AMHJ)SA — ,YH

Observamos ahora que si v* satisfacen las condiciones de anticonmutacién de
Clifford, 4* = (y# AHfL ) también lo hacen, por lo que resultan ser una nueva
representacion. Pero por el Teorema Fundamental de Pauli, existe S tal que

i = Syr5]

Identificando Sx = S vemos que la ecuacién es en efecto invariante.
Observacién: Como dijimos al principio del capitulo, las matrices v* no for-
man un “cuadrivector” en el sentido que, dada una representacién inicial, las
cuatro matrices quedan invariantes ante transformaciones de Lorentz.
Recordemos ahora que las transformaciones de Lorentz forman un grupo, con
un subgrupo continuo que incluye a las rotaciones y a los boots, y un subgrupo
discreto que incluye a la operacién de paridad espacial & <> —Z y a la inversion
temporal t <> —t. Una transformacién de Lorentz puede descomponerse entonces
en una secuencia de transformaciones infinitesimales, seguida por la accién de
una o ambas transformaciones discretas. Analicemos cada uno de esos casos.

3.1. Transformaciones infinitesimales continuas

Una trasformacién en el subgrupo continuo A* u' puede pensarse como la
composiciéon de un gran numero de transformaciones infinitesimales

, " 4 H/ _
AP =1my oo (Ayn)" (/\1/1\/)#;,2 - (Ayn)T o
[ 1"
A, =exp(M*,)

de manera que (Al/N)“#,z:“/ =at + %M’L,x“l + O(1/N?)

Como (Ay/n)" ,, preserva la métrica, (Ay/n)", (Aryn)", G = guu+%(MM/ﬂ9W’+
gurvM¥,,) + O(1/N?) = g, lo que significa que M,,,» = M",g,, debe ser una
matriz antisimétrica. La correspondiente matriz Sy, serd tal que

,yll« = lel/N (Al/N)u,u’yMSAUN

10



por lo que esperamos que Sy = 1 + iM%E“” + O(1/N?) con LH = —¥¥F un
conjunto de operadores que actian sobre el espinor. Remplazando obtenemos

0 = Mm// (gM/V’YV/ - ih/ulv Zyyl])

’ ’ ’ . .
de manera que 6,7 = Guwp[Y*,EY"'], que debe satisfacerse para cualquier
eleccién de los indices p,v y v/ con v #v'. Siv =0,

7' =0 i8]
y
0=[",ix"]
que se satisfacen si % = fi# = fi%i. De manera analoga, si v, # 0,
7' =-[",i8Y]
0= [y, Y]
0=["%Y] (k#1i7)
que se satisfacen si 9 = —i'yi;j

Notemos ahora que si la transformacién A es generada por una matriz M,
tal que las componentes temporales My, = 0, no mezcla la parte espacial con la
parte temporal de los tetravectores: la subalgebra correspondiente genera el gru-
po de rotaciones en las 3 dimensiones espaciales. Si reescribimos los generadores
correspondientes como X% = s,%% = 5,£%% descubrimos que
kk'L

[sk,sk/] =ie 1

que satisfacen efectivamente el dlgebra de Lie de las rotaciones. Ademéds, como
SL = (S = 5, S = exp(iM] VEO—;MSZ') es una transformacién unitaria
STS =14.4.

Por otro lado, si la transformacién es generada por M, tal que las compo-
nentes espaciales M;; = 0, la transformacion de Lorentz se corresponde con un
boost puro. En este caso, los generadores de S son de la forma icy;, que satisfacen

las relaciones de conmutacién
’
[iog, oy ] = ichFlg,

que coinciden con las relaciones de conmutacion para los generadores de boosts.

Vemos que en este caso, como (ia;)T = —ia; la transformacién es generada
. . . Onvi
por una matriz anti-hermitica, por lo que S = exp(M,, =5—«;) resulta ser una

matriz hermitica no unitaria.

11



3.2. Transformacion de Paridad, Inversién temporal y con-
jugacion de carga

La matriz de transformacién asociada a esta transformacién es de la forma
A= (§%4,,, ), de manera que buscamos una matriz Sp tal que Spy"Sp = 7°

y SpytSp = —v'. Vemos que eligiendo Sp = ~, satisfacemos ambas condiciones
independientente de la representacién que elijamos.

-10

. . Coap i
Con la misma idea, podemos proponer que si A¥ = (0 13X3) es la trans

formacion de Lorentz asociada a la inversién temporal, la operacion Sp que
transforma las 7/ deberd satisfacer S5+t = -0y S74iS;' = 4%, Eligiendo
St =mvey =97 ! vemos que se satisfacen las condiciones, y nuevamente es
independiente de la representacién. Sin embargo, esto no es suficiente. A nivel
clasico, la inversion temporal deja invariante las componentes espaciales de los
vectores posicién, pero no los de los vectores momento, que cambian de signo.

A nivel cudntico, esta inversién se traduce en un cambio de signo en las
relaciones de conmutacién: [z, —p] = —[z,p] = —ih = [z, p|!. Esto sugiere que la
inversion temporal se implementa a nivel cudntico como la conjugacién compleja
de las componentes de los espinores, seguida por una transformacién S, esto
es, una transformacién “anti-unitaria”:

TV =870¢
de manera que

T(=p)T ' = TAV(T 1)) = S7(iAV(S:10)*)* = pi

T@T 0 = T@T W) = Sy(Esy ' v)” = v

La operacion de conjugacion, sin embargo, no deja en general invariantes a
las matrices v* ya que

(Yee)e = ()W
pero como (y#)¢ también cierra un dlgebra de Clifford, es posible encontrar una

matriz S, tal que
(7#)¢ = St S

Como la conjugacién compleja es “involutiva” (esto es, (I*)* = U) es natural
pedir ademds que S.SF = S.(S8.5.5.1) = §? = 1 de manera que el efecto de
“conjugar” dos veces seguidas un dado espinor lo deje invariante.

A diferencia de la operacién de paridad, que tomaba una expresién en térmi-
nos de las 7" independiente de la representacién, la expresién que describe a
S, depende de la representacién elegida para las v*. En las representaciones de
Dirac y Weil, 4%, 4! y 43 son reales, mientras que v? es imaginaria, de manera
que esta ultima es la tnica que cambia de signo bajo conjugacién. Eligiendo
entonces Sc(Dirac/Weil) _ i’y572 _ ((S(gDirac/Weil))_l) (SéDirac/Weil))*
<Dirac/Weil)’YHS(Dirac/Weil)
& (&

Veros

que (Y#)¢ =S . Por otro lado, en la representacién

12



de Majorana, todas las v* son imaginarias puras, de manera que ante conju-
.y . . . (Majorana) 5

gacién, cambian de signo, de manera que podemos elegir S¢ =~ =
(Majorana)y—1 (Majorana)y—1

(Se )7 = (Se )7

Finalmente, componiendo ST con S, encontramos que
Sy = STSC
cuya forma dependerda de la representacién. En las representaciones de Di-
rac/Weil,
Dirac/Weil . 0.2
Sr =177y

mientras que en la de Majorana

Majorana _ 0
St =7
Consideremos ahora la combinacion de las operaciones de paridad e inversién
temporal:

CU = ,PT\I/ _ '70’717273SC\I’* — ’7071727380\11* _ 75‘30\1/*

Veremos luego que esta transformacion tiene el efecto de “cambiar el signo”
a la carga eléctrica por lo que se conoce como “conjugaciéon de carga”.De la
misma manera que P y T, C satisface C2 = 1, lo que se puede probar usando
las propiedades de S, y 7°. Esto prueba el llamado “Teorema CPT” para la
Ec. de Dirac: el efecto simultaneo de la inversién temporal, la inversion espacial
y el cambio de signo de la carga de la particula que describe la ecuacion deja
invariante la forma del espinor.

revisar esto...

4. Soluciones de la Ec. de Dirac Libre

Las soluciones mas simples de la Ec. de Dirac son las ondas planas

(1
U(F) = z?z) APT/h =it /]
(on

Notamos que al introducir estas soluciones en la Ec de Dirac, esta se reduce a
un conjunto de ecuaciones algebréicas:

(im* 0, — me)¥ = (E/ey® — 4Py — moe)¥ = 0 (15)

')

0, en forma matricial,
(E/C—moc)lgxg —&ﬁ d) _
&ﬁ 7(E/C+moc)12><2 &

13



donde (¢, &) son dos espinores de dos componentes. Para resolver la ecuacion,
observamos que podemos despejar ¢ en funcién de ¢:

o-p :< Dz pmipy) o

&= E/c+ mge Pz +ipy P2 E/c+mge

luego,
(0 - )

T m2/2 _ 2.2
E?/c? —mge

[

E2/c2 — m3c?

¢ ¢ = ¢
lo que significa que ¢ puede ser cualquier vector complejo, si E = ++/c?[p]? + mict.

El espinor completo resulta ser de la forma

U(r,t) = < w?; 6 > P T/ T —iEt /|
E-+moc?

(p=£|Pl,pa+ipy)

Si usamos como base de ¢ los autovectores de o - P ¢4 =
2p(pEp-)

. P+ LI,
\I]E,:t (7’, t) = ( +c|p| é e'? r/he iBt/R
E+mgc? +

De esta manera, para cada valor de la energia tenemos una degeneracién doble.

Normalizacién
Debido a la forma de las soluciones,
2p?
(E 4+ mgc?)?

que podemos normalizar a 1 dividiendo los espinores por /1 + %. No-
temos que si p < moc y E > 0, la constante de normalzacién es préoxima a

1.

|Uee (P> = (1+ ) = cte

4.1. Momento angular

5. Invarianza de Gauge y Acoplamiento Electro-
magnético

- . o S , va.
La ecuacion de Dirac, como la escribimos al principio del capitulo, es inva;
riante ante la transformacion de “gauge” global

U(x) = U(z) = e °W(z)
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con @ una constante, en el sentido de que este cambio no se refleja en ningin
observable fisico. De manera andloga a como lo hicimos con la ecuacién de Klein-
Gordon, es posible promover esta simetria “global” a una simetria “local” de
gauge

U(z) = U(z) = e MW (g) (16)

si cambiamos las derivadas 0, por “derivadas covariantes” 0, — D, = 0, +
#iA, (2"), de manera que ante la transformacién de gauge 16 A, (x") cambie a
Au(ah) = Ay (@h) = Au(ah) + Lo, M)

La ecuacién de Dirac modificada toma entonces la forma

(ev*(ih0,, — qA,) —mc*)¥ =0 (17)

—

o, en su forma de Schrédinger, ( llamando A, = (®(z*)/c, —A(z")))

i = (- (~iAY — gA(e) +0me + gB@ N (18)
SiA, = gaﬂA(x“) para alguna funcién A(z*), podemos llevar esta ecuacién
a su forma original mediante la transformacién de gauge 16. Sin embargo, si
asumimos que A, (z") transforma adecuadamente ante las transformaciones de
simetria que dejaban invariante a la ecuacién de Dirac, cualquier eleccién de
A, (") nos provee de una ecuacién vélida (en el sentido que respeta todas las
simetrias de la ecuacién original, mas la de invarianza de gauge local), siendo
la situacién fisica concreta que queremos describir lo que selecciona quién debe
ser /fu.
Al incluir los nuevos términos, es de esperarse que las soluciones de la nueva
ecuacion no satisfagan las ecuaciones de Klein-Gordon correspondientes. Para
verlo, observamos que

iq

0 = —(@{1im* (0, + 5 Ay) — moe)* W
= R0, + %Au))Q\II —mac?V + 2mgc (ih’y”(@u + I;_LJA#)> v
R {", 7"} P20, [0 + F A O + HA)

U e ig iq
= 9 (aqu hAu)(aqu hAu)‘I/+ 5 5

= (R’O+mic® +igh0, A" + 2qihcA9, — ¢* A, A") U — 2qhEH[0,,, A,V

Si identificamos el primer término en la ultima igualdad con la condicién de
Klein-Gordon en presencia de un campo electromagnético, vemos que en el caso
de Dirac esta se ve corregida por el segundo término proporcional a [0, A,] =
0uA,—0,A, = F,,, que es el tensor electromagnético, acoplado con el generador
de las transformaciones de Lorentz hX*", de manera que el segundo término es

de la forma .
—2qh¥" [0, AV = 4q(B- S+ —E - &)
&
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donde usamos que Yk = —EOijkgi, Bi = EOiijij7 YV =ty Fy = —E;/c. El
primer término tiene claramente la forma de un acoplamiento Zeeman, mientras
que el segundo, corresponde al “acoplamiento espin-6rbita”. Para ver esto ( y
para resolver las ecuaciones) conviene trabajar en la representaciéon de Weil, de
manera que tanto S como @ resultan ser diagonales por bloques. Si llamamos
P las componentes del espinor en la representacién de Weil Wy, = (gf),
encontramos que

_ E hé
(fﬂm +mac? +igh 0, A" + 2qihcA*0, — ¢* A, A" — 4q(B ¥ )20> Wy =0
C

Como el primer término no actia sobre las componentes de espin, y segundo
término es una combinacién de las matrices ¥#”, que en la representacién de
Weil son diagonales por bloques, podemos reescribir estas ecuaciones en esa
representacion como

(R*0+ m§e® + igh 9, A" + 2qihcA 0, — ¢* A, A*) Uy — 2qhEMF,, Uy =0

con ¥ = (¥, ¥ )
donde ¥ = (¥, ¥_)! es una solucién en la representacién de Weil.
En el limite no relativista, esta ecuacién se reduce a

ihV — gA)?2 20 5 g oah . = n?
GV =ad) L 5 205, 54998 B) v~ o
2mg mo me 2me

donde usamos que AX* = —50”’“5';, Bi = EOiijij, ¥ =aqaly Fy; = —FE;/c. Los
primeros dos términos corresponden a una particula no relativista, con carga q
movieéndose en un campo electromagnético. El tercer término se corresponde
con la energia Zeeman asociada al espin de la particula, mientras que el término
en el campo eléctrico estd relacionado con el llamado “acoplamiento espin-6rbi-
ta”.

B+1/cE

6. Solucion de la Ec. de Dirac en presencia de
un Campo Electromagnético externo

6.0.1. Soluciones libres con simetria esférica

Forma general:
ihey" 0,0 + 1%ep¥ — moc? W = 0

(asumimos el gauge de Coulomb V - A= 0) , en la forma de Schr.°ndinger

16



ov
iha = —ihcd - VU — eV — AOmoc? ¥

y si buscamos soluciones estacionarias, W(r,t) = ¥(r)e 1Ft/"

BV = (—ilicd -V —7"moc? — ed) ¥

Conviene ahora elegir una representacin de las matrices v* que ayude a des-
acoplar las componentes del bi espinor ¥. Eligiendo la representacin de “Weil”

WO =i 02 —1 v 'yi:i 02 o
1, 0. c\ ogi 0

con o; las matrices de Pauli, vemos que efectivamente {v*,y"} = 2n*"14 y que

ai=atyi= (0 0
! c\ 02 -0

Descomponiendo el biespinor U en U = (ief, Yright)’ CON Ylefr ¥ Pright, 1a
ec. de Dirac se escribe como

(—ihed -V — E — ed) e
imoc?

(—ihed - V + E + ed)right
imoc?

1Z)right = y "Z)lcft =

Remplazando la primera en la segunda obtenemos
—m2cMiery = (—ihcd -V — E — e¢)(—ihed - V + E + ed)) i
, desarrollando,
(E? — m2ciere = (—h22V? — 2eE¢p — e2¢? — iechd - (Vd))ies

Notamos aqui que la ecuacion obtenida es exactamente la ecuacin de Klein-
Gordon para una partcula en el mismo potencial, con excepcin del ltimo trmino,
que podemos interpretar como un acoplamiento “spin-rbita”.

Dividiendo ahora por 2mgc? llegamos a la ecuacin

E? —m%c‘lw B h? v? E e?¢p? ech
2m0€2 left —

2mg . moc? - 2moc2 12m0020 . (V(b)) Vrefs

En este punto notamos que la ecuacin diferencial obtenida es formalmen-
te andloga a la Ec. de Schrodinger con un potencial efectivo dependiente del
esp’{1}n, para una energ’{1}a “no relativista” E,, = E;;i:ﬁcék Sin embargo, el
“Hamiltoniano” correspondiente a este problema depende del “autovalor” va FE|
y posee adems un trmino anti-hermtico, por lo que no podemos resolverla en
general en trminos de un problema de autovalores de un operador hermtico.

De esta manera, resolver esta ecuacin supondr en general fijar un valor de la
energa, determinar si el problema de autovalores correspondientes incluye a esa
energa dentro del espectro, y en tal caso, usar las soluciones que encontremos
para construir el bi-espinor que ser solucin de la ecuacin de Dirac para esa
energa.

17



6.0.2. El pozo de potencial.
6.0.3. Potencial de Coulomb. Atomo Hidrogenoide

Otro caso en que la ecuacin de Dirac resulta soluble es el del potencial
¢ o 1/r, que corresponde al dtomo Hidrogenoide relativista. En este caso, a
pesar de que la ecuacién diferencial obtenida no tiene exactamente la forma
de un problema de Sturm-liuville, es posible, es posible llevarla a esa forma
mediante un escaleo adecuado de la coordenada radial, con lo que se obtiene un
problema completamente anédlogo al del atomo hidrogenoide no relativista.
Para verlo, comenzamos notando que, si

b(r) = Ze :Zach/e oo e?

" Aregr r  Aregch

donde « es la “constante de estructura fina”, implica que

_fZach/e _ Z2aPc*h?e?

=y ¢(r)*

r r2

Vo(r) =

con lo que

2moc? 2mo mo T 2mg T2 2mg 12

E? —m3ct K2 E Za/ch h2 7202 h2 Zaid -t
o T < vio — / - > Yiett -

O, escribiendo el Laplaciano en coordenadas esfricas y colectando todos los
trminos en 1/r2,

EQ—mgc4¢ R 1 0 h? L%/h? — Z2a2 — Zaid - ¢ E Zach
=0 et = [ ——— = 2y
2mpc? loft 2mg T Or? 2mg r2 moc® T
Por medio del cambio de coordenadas r — 7 = 77‘1250‘2 r, llegamos a
By R 1 0 - h? L2/h? — Z%a? — Zaid -+ E Zahe "
eft = | —5 =557 p T T e
feft 2mg T OF2 2my 72 |E| r feft

- B2 _m2ct . .
donde E = moczanTgc. La ecuacin resultante ahora s puede interpretarse

en trminos de una ecuacin de autovalores, que es anloga a la Ec. de Schodinger
del tomo hidrogenoide no relativista, pero en la que se remplaz el operador
herm’itico L? por el no hermtico

L? = L% - h?Z%° — iZah’F -t
Proponiendo una solucin por separacin de variables de la forma

B(r)

¢ = o(7)

la ecuacin se desacopla en

9mo 7 2 | 2moi®  |E| r

~ _( 1o Rii+1) EZahc)R()
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I+ 1)®(F) = (L*/0* — Z°0* —iZao - 7) ®(F)

La primera de la ecuaciones es la ecuacin radial no relativista para el po-
tencial 1/r, con la salvedad de que la constante de acoplamiento an depende
del signo de la energa, y que [, que en la ecuacin no relativista es un enterno
no negativo, es remplazado por l un nmero real (ya que Z(l + 1) es el autovalor
de un operador no hermtico). Conv1ene entonces separar el problema en tres
sectores, E > 0, —mgc® < E < moc® v E < —myc?.

Para el primer sector, encontramos un sector continuo del espectro, cuyas
soluciones corresponden a estados no ligados de una partcula en un potencial
coulombiano atractivo, esto es, funciones de Coulomb, pero con ndice l.

En el segundo sector, las soluciones son de la forma

i —Z2a?moc?

T o — )2

con n entero positivo, satisfaciendo z " < (n —1)%. Como [ ahora no es nece-

sariamente entero, las soluciones con dlferentes [ ahora no son degeneradas.
Finalmente, el sector con E < 0 slo tendr soluciones libres, ya que en tal
caso, E > 0. En este caso, las soluciones sern funciones de Coulomb, pero para
un potencial repulsivo.
Despejando obtenemos entonces, para el sector discreto del espectro,

P —1/2
Enlfmoc <1+( a>)
n—1

Para determinar los valores de [, notamos que L? conmuta con J? y J., de
manera que sus autofunciones sern combinaciones de los esfricos armnicos espi-

noriales
iy < [ m= V212120 m) )
T\ m+1/2;1)2, —1/2|J,mj>|ym+1/2( )

conl=j =+ %

De esta manera, para encontrar el espectro de I~42, basta encontrar sus au-
tovalores en cada sector de j, m; definidos. Como en esta base L2 es diagonal,
necesitamos solamente encontrar los elementos de matriz del operador o - 7. Para
eso, notamos que o - 7 es un operador impar frente a paridad, y que las funcio-
nes y]";J (7) poseen paridad definida, de manera que los elementos diagonales del
operador en esta base deben anularse. Para determinar el elemento fuera de la
diagonal, notamos que (o -7)? = -7 = 1, de manera que sus autovalores son 1y
—1, lo que implica que los elementos fuera de la diagonal son nimeros complejos
de médulo 1. Puede verse adems que con la eleccin estandard de los coeficientes
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de Clebsh-Gordan que usamos en la definicin de yjml-f (7), los elementos de matriz
deben ser positivos. De esta manera, llegamos a que

Goma, = j o+ sl iljyma L= = 5) = ((1’ 0)

y, por lo tanto,

P2 _ (j+1/2)(j +3/2) — Z2a? iZa
L= ( iZa (G —1/2)(j +1/2) — Z%a? )

cuyos autovalores son I(I + 1) con

2 2
~ 1 1 1 1 1 1
lL = y _ —a272 2+ ) =442 ; — — o272 — y _

que en el caso Z =0 llevan a j + %
Remplazando en la energia,

YA

N+ ez ()

En,i = m062 1+

con N =n—(j+1/2) = N —1 es el nimero cuéntico asociado a las energfas no
relativistas.

Para recuperar las componentes de 1)rignt, necesitamos saber la accién de
o -V sobre un un espinor con J? y J, definidos. Para eso, notamos primero que

Vi =7(f- Vo) — 7 x 7 x Vb
por lo que

—ificd -V = —ihc(o - #) —1 —

Pero, usando que o - (v x w) = (0 - V)(0 - W) — V- W, y que 7+ L = 0,

Cihed Vi =c <—ih§r + (E;L)> G )

, en términos de los operadores momento angular total y orbital,

0 J? —L2 - 82
N _ I+ -L%/r?42%2
pero (o - #)Pefe = Sy Ylefs con lo que finalmente,

. 0 J2-1.2-82\ I(I+1)—L?/n*+ 2% Za
he (—15 + 2y ) “iZa -E-==
¢right (fj - wleft (’F)

moc?
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6.0.4. Niveles de Landau

Consideremos ahora el caso de una particula de Dirac moviedose en pre-
sencia de un campo puramente magnético B(Z). Como vimos antes, el campo
magnético se introduce en la ecuaciéon de Dirac a través del potencial vector
asociado B(Z) = V x A(Z) de manera que el Hamiltoniano de Dirac toma la
forma

H = ca - (—ihV — eA(x)) + fmoc?

y la correspondiente ecuacion de autovalores

HVY = EV

En la representacién de Dirac, podemos escribir estas ecuaciones como

moc®> — E 7 - (—hiV — eA) e\ [0
cG - (—hiV —eA)  —(moc? + E) § 0
lo que nos permite escribir £ en términos de ¢:

G- (—hiV — eA)p

¢= moc2 + F
y por lo tanto
= (B o 2
<A+(a (—hiV — eA)) )@O
2m0

B2 212 .
#. Desarrollemos ahora (& -

(—hiV — eA))? teniendo en cuenta la identidad

G- V)@ W)=V -W+id-(VxW)

Donde introducimos la cantidad A =

que es valida incluso si las componentes de los vectores 1% y W no conmutan:
(- (—hiV — eA))?p = (—hiV — eA)?p 4 ehd - (V x A4+ A x V)p
El segundo término puede reescribirse notando que
V x (Ap) = (V x A)p+ (Vo) x A= Bp — Ax Ve
de lo que se sigue que
(—HiV — eA)? + 2¢1ZL
2myg

p=Ap

que formalmente es un problema de autovalores idéntico al del Hamiltoniano
de una particula no relativista en un campo externo, donde remplazamos F
por A. La energia correspondiente a los estados se recupera despejandola de la
definicién de A:

A2

E = +/moc2(2A + moc?) = moc? + A — T

7. Ecuacion de Dirac en un potencial central
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