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1 El campo electromagnético como sistema mecanico.

1.1 Grados de Libertad del Electromagnetismo Clasico.

Consideremos las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético en el
“gauge” transversal en ausencia de cargas (j =0, p = 0):

<v2—;gﬁ> Ax,t) = 0 (1)
V-Ar,t) = 0 (2)
p(r,t) = 0 (3)

Si consideramos un volumen ctbico grande pero finito €2, de volumen V', con
condiciones de borde periodicas ! las soluciones de A(r,t) puede expandirse en
términos de sus componentes de Fourier espaciales

Alr,t) = \/EOTV D) (e (4)
k

donde k = %(n3c7 Ny, Nz), CON Ny, Ny, N, NUMeros enteros y dx(t) son vectores
con componentes en general complejas y que, debido a la condicién de tran-
versalidad (2), deben ser ortogonales a k. Por otro lado, para ser soluciones
de la Ec. de onda (1), @z(t) o e '“f, con w = |k|c?. Una determinada con-

figuracion del campo X(F, t) queda entonces determinada por los valores de las
componentes a(t), y en ese sentido, estas se comportan como las variables que
definen el estado del campo en un cierto instante t.

1.2 Variables coordenada-momento (cuadraturas)

Para encontrar el equivalente cudntico del campo A(7,t), es conveniente intro-
ducir las variables de coordenadas/momentos definidas como

ar(t) + a(t)

Var

ar(t) — ay(t)
ivar

Como d(t) (a%(t)) son soluciones de la ecuacién de onda con frecuencias pos-

qpt) =

) = w(k)

itivas (negativas), observamos que estas variables satisfacen las ecuaciones de

LAqui asumimos que las configuraciones de campo que consideraremos se anulan fuera
de una cierta regiéon compacta contenida en 2. La eleccién de las condiciones de borde
“periodicas” es por conveniencia, ya que estas incluyen todas las soluciones que se anulan en
el borde, sin perder la invarianza traslacional presente en el problema libre.

2Nétese que si bien w = —|k|c también es solucién, esta queda incluida automaticamente
via el término conjugado asociado a la solucién con w >0y k— —k



Figure 1: Posibles elecciones de las condiciones de borde para los campos electro-
magéticos. Si consideramos sélo configuraciones con soporte contenido dentro
de un cierto voliumen cibico 2, es posible expandir las soluciones en términos
de soluciones que se anulen sobre un cubo que lo contenga (izq) o como fun-
ciones periédicas de periodo Vé/ 3. Si bien en ambos casos el conjunto total
de soluciones posibles sera distinto, en el limite de volimenes grandes, ambas
descripciones son equivalentes al considerar campos con un soporte finito.

movimiento
dq”l;
Ak 2 5
dt Pk (5)
dﬁE N2
ko (k)2
L ()i (6)

que recuerdan a las de un conjunto de osciladores armoénicos desacoplados
(donde la masa se fijo a 1). Respecto a estas variables, el potencial vector

—

A(7,t) toma la forma (Ejercicio)

17 [ Am n - 1 -
A(Ft) = oV ; (qk(t) cos(k - ) — w(E)pk(t) sin(k - ,:)) (7)

Conviene ahora construir las expresiones correspondientes a los campos eléctrico

— —

(E(7,t)) y magnético (B(7,t)). Para esto, recordamos que

By - _%:—ﬂ/;—@%j(ﬁk<t>cos</2ﬂ+w</€)cfk<t>sin<i‘éﬂ) (8)

B(it) = vX&at):\/;‘)—@Z(Exak(osin(l%‘-m f,.c,)xﬁku)cos(/%‘m)
z w



La energia asociada a estos campos viene dada por
c [ |Bf+c|Be
Lo [,
4 o) 2

donde nuevamente, {2 es el cubo de volumen V', en el que asumimos existian los
campos. Remplazando las expresiones (8) -Ejercicio - obtenemos

p oy B Bl
— 2
E
que como esperabamos de las ecuaciones de movimiento, corresponde a la enegia
de un sistema de osciladores arménicos de “masa” 1 y frecuencia w(k).

En el manuscrito original, las siguientes dos subsecciones seguian a la con-
struccién del Hamiltoniano y el operador momento lineal. Como parecen tener
mas que ver con la determinacién de los grados de libertad del campo EM
(cldsico o cuantico), lo movi aqui.

Polarizacion.

Hasta este punto, dijimos que una configuracién del campo electromagnético
queda determinada por los vectores cuadratura (g, px) en cada modo. Un
vector en el espacio tridimensional queda determinado por sus componentes
en una dada base. Para cada modo E, podemos elegir como vectores base

{ex(k), (k). és(k)} con és(k) = k/|k| y é1(k) = % y éa(k) = és(k) x
él(E) (Si k apunta en la direccién +2 elegimos é; = £é,). De esta man-
era qp = Za:l,z,s q,aaéa(lg) y bg = Za:1,2,3p;2,aéa(];)' Sin embargo, de-
bido a la condicién de gauge V - A =0 Qg3 = Pipg = 0. De esta man-

era, ff(f, t) queda caracterizado por 4 coeficientes reales por cada modo del



campo. . = Por mo-
tivos que veremos después, en vez de la base {e1(k), e2(k), e3(k)} suele preferirse
é1(K)+ie

la base compleja {4 (k),é_(k),és(k)} con éx(k) = < )\/%Q(k)
vectores también forman una base ortonormal respecto al producto escalar com-

plejo, y satisfacen

& (k) x éy(k) = —é* (k) x e_(k) = ik = ie3(k)

. Estos nuevos

& (k) x é_(k)=e* (k) x e (k) =0
ik x éx(k) = (ex) = es(k)

Los campos Ay , oc ey ei(F-7=wt) quelen llamarse base de ondas planas polar-
izadas circularmente a la derecha (izquierda) debido a que si tomamos su parte
real, vemos que la direcciéon del vector polarizacién “gira” hacia la derecha
(izquierda) respecto a un eje en la direccién de k, conforme avanza el tiempo.

De esta manera, {q; 77} v {ipg n} (con 7 = 4)son un conjunto de variables que

determinan completamente el estado del campo electromagnético en la teoria
clasica. Las ecuaciones dinamicas para ellas son analogas a las 5

dq,;

dt717 = Piy (10)
dpj; .
Tm = —W(k)QQk,n (11)



de donde vemos que En términos de estas variables la energia se escribe

2 2010\ 2
p/;-,n—’_w (k)q];’n
U= > e (12)

kn=1,2

1.3 Acoplamiento con distribuciones de carga. Gauge de
Coulomb

Consideremos ahora las soluciones en presencia de cargas y corrientes. La base
de soluciones que encontramos para el caso libre nos provee de una base com-
pleta para los campos transversales (V - A= 0). Esto es suficiente para de-
scribir cualquier configuracién del campo magnético, (incluso en presencia de
corrientes). Por otro lado, debido a la ley de Gauss, los campos eléctricos en
presencia de carga si presentan divergencia. Por el teorema de la descomposiciéon
de Helmholtz, podemos escribir la solucién general para el campo eléctrico en
presencia de cargas como

E(7t) = EL(7\t) + B (7 1)

tal que V - E_"L(F, )y =0y V x E_'H(F, t) = 0 . El primero de estos campos
puede expresarse en términos de la base que ya construimos, mientras que el
segundo serd de la forma E|| (7, t) = —V¢ para algin campo escalar. Uno podria
suponer que este nuevo campo agrega nuevos grados de libertad al problema.
Sin embargo, debido a la ley de Gauss,

V-E=-V’=p/e

Como los campos se anulan en 7 — oo, las soluciones para ¢ estdn comple-
tamente determinadas por la distribucion instantanea de p, a menos de una
funcién sélo del tiempo.

De esta manera, los campos quedan en el caso general descriptos por

~V?¢ = p/eo Ley de Gauss (13)
V-A = 0 Condicién de Gauge (14)
B = V x A Ley de Gauss para el campo magnético  (15)

5 A
E = —-Vo¢p-— %—t Ley de Faraday (16)

82/4' 27 .

oz VA = ppjoL Ley de Ampere-Maxwell (17)

. R\ v
JL= )=y (18)

Donde V -5, = V-j—eov~% :V-j—i—% = 0 debido a la ecuacién de
continuidad.



1.4 Invarianza de Gauge

el»L
6k = 0

P } Gauge 3-transversal

Ante una transformacién de gauge, e* — et + xk* (x = x(k*)) el nuevo e/ no
estd normalizado

et o o a
"o —ikax
A= \/47r—2w6 (19)
con ete, = =1y kox® = wt — k - ¥ Como kik, = w? — k-k = 0, se sigue que

ng =0 1.°7Quién es ny? 2. En principio, las ec. de Maxwell fijan la relacién de
dispersién para las componentes transversales de A, pero no para su componente
longitudinal. Por esto, no me queda claro que la expresién 19 sea correcta

Ay — A+ 9,ux

con x(zM) = [ x(k*)elF")zudtfmy

La blgulente subbecmon no esta en las notas, pero seria importante mostrar
cémo se acoplan las cargas y corrientes al campo, y por qué podemos seguir
usando las mismas variables. Si bien esto se sigue un poco de lo que se ve en
electromagnetismo I, no es completamente inmediato.

2 Cuantizacion del campo y operadores de creacion
y aniquilacion
2.1 El Hamiltoniano del campo electromagnético libre.

Para obtener una teoria cuantica que describa al campo electromagnético, nece-
sitamos encontrar los operadores correspondientes a las variables cédsicas que
describen su estado (por ejemplo, UGy Y p,;’n)7 y un Hamiltoniano H, de manera
que para cualquier estado del campo |¢),

1. la energia media coincida con el valor medio de H, y

2. que los valores medios del campo A asociado a cualquier estado |1), bajo la
evolucién que genera H, satisfagan las ecuaciones clasicas de movimiento.

Una forma de construir una teoria que cumpla estas dos condiciones consiste en
promover a las coordenadas Uy Y Py @ operadores Un = 90 Y Piy = Piy
en la expresion de la energia, y deﬁmr el Hamiltoniano

2 201\ 2
N Pz +w?(k)q
H-= A
> 5

E,p=1,2

En el original, simplemente indicas que [p];n, qg,,n,] = A0y gz, Sin embargo,
como cuantizacién canénica es algo que nunca vieron, no estaria mal agregar



algo como lo que sigue: La segunda condicion se satisface si las ecuaciones de

Ehrenfest
1 —
ih 7 [H, O]

para cada observable, tiene la misma forma que las correspondientes ecuaciones
de movimiento clasicas al remplazar las variables por sus correspondientes op-
eradores. Esto se cumple si

A {ﬁk/ n' [ﬁ]}'/_n/7 C_l’]_c‘ ,7]} UJ2(E){QE, 0 [‘i;;/ n/ac_l‘]_c‘ 77]} .
H, 6z, ] = Z 9 + 9 = ihqg,
kl)pl
. {Bi s By B} (BB 0 (G5, Br, )} L
[HvPE,p] — Z n 5 " UL " 5 1 L/ L wz(kz)lhq,;m

donde {A,P;} = AB + BA representa el anti-conmutador de los operadores
Ay B. Si[q;,.4z ] = [Pz, Pr, ] =0y [P, 45 ,] = 1hépp 05z, vemos
que la condicién se cumple, aunque no es necesariamente la tinica eleccién posi-
ble para estos operadores 3. Con esta eleccién del dlgebra, encontramos que
nuevamente, el campo electromagnético se comporta a nivel cudntico como un
conjunto de osciladores armdnicos - ahora, en su versiéon cudntica - y por lo
tanto podemos encontrar una base de autoestados para su Hamiltoniano. Para
esto, construimos los operadores de “subida” y “bajada’”:

w(k)ag , +ipg ,

¢ = =
k.n 2w (k)
et _ wkag,—ipg,
k.n 2hw(k)
, S f ool l_ral st 1 ,
que satisfacen [Ck,nvcg/m/] = OgpOpp ¥ (€5, € ] = [CEW7CEI’”/] = 0. Invir-
tiendo esta relacién encontramos
h af
7 = —(Cy +cC-.
e ZHw(k)( Fn Sy
B ho(R) (o _ at
Piy, = 1! 2 (Ckm E,n)

lo que nos permite rescribir el Hamiltoniano y el campo en término de estas
variables:

3Nétese sin embargo que este dlgebra de operadores no es necesariamente la tinica que
satisface esta condicién.



con A (f‘) - é’;’?k) ik e,,(E) = giﬁ,—n(f) los “modos” del campo y nj, =
;

<, Cin los operadores “ntimero de ocupacién” asociados a los modos (k,n) .

Notemos que estos modos son ortogonales:

/gzn(f) : A'E/nf(F)dQ = /7/ i(h-F )T 20)
_ 47rh5n7n/5kk, (21)
cow(k)

De la misma manera, construimos los operadores asociados a los campos eléctrico
y magnético:

F’) Zc i 7“3+hc

B(7) = Z &z, B, () + hec.
kn
E,(7) =i()jmﬂ——
By, (") =

Notamos ademas que en términos de los operadores de campo, los operadores
escalera se escriben

o
W =B ()

—k,—n

A 3 Tx 2o 13
oy = 7 (/E #)d r—i—/AEW(F)-E(r)d r)
i _ deo i R (A3 T B 3
= Irh </ kg, () - A(M)d rJr/Akn(r_') E()d 7">

2.2 Relaciones de conmutacion de los operadores de campo

Los conmutadores de los campos que definimos antes vienen dados por

[Ai(x),&;(y)] = Bi(2), B,(y)] = [Ei(2), E;(v)] = [Bi(@),A; ()] =0 (22)
B2, &, = 126 o — ) (23)
[Ei(#), B, ()] = ié%hﬁmvﬁﬁ)(x —y) (24)

con (5-(4')(33 —y) = Zk( ij = II%IIZ )‘3' +— la “delta transversal”, que sat-

isface fZ] 51(]” (Z — 9)F, ( 7)d3y = F,(Z) para cualquier campo regular F(Z)

cuyo soporte esté contenido en el volumen V y V - F (Z) = 0, mientras que

/> ; 5ij) 7)V;6(§)d*y = 0 para cualquier campo escalar con soporte en V.



2.3 Autoestados de Hg),

Como el Hamiltoniano del sistema resulta ser el de una coleccién de osciladores
armonicos desacoplados, podemos construir una base de autoestados como pro-
ducto directo de las bases de autoestados asociadas a cada modo. Por otro lado,
los autoestados de cada modo son de la forma

(ch)"
Vn!

con n un numero entero no negativo. Cualquier estado del sistema es una
combinacion lineal de estados de la forma

In) = 10)

(Ct )nl?n

Kni ., b) = ® N oy = ® L| 0) B
En k

En nkn.

con [0)par = {O}) = @10, ¥ cumple Hyl{ng, 1) = E({ng, Dling, 1
donde E({nj }) = >_& , hwgng, + Eo. La constante Eq es al energfa del estado

de vacio |0). De nuestra derivacién de Hg)ps a partir de su correspondiente

, ’ . hwsz . . .
energia clasica, vemos que Ey = 21377 —* es una cantidad divergente. Sin

embargo, la adicion de una constante al Hamiltoniano no cambia la fisica que
este describe, por lo que podemos asignarle cualquier valor finito.

10



Autoestados del oscilador arménico cudntico.
El Hamiltoniano de un oscilador arménico cuédntico es el operador
hermitico ) )
P mw
H=—+
2m 2

con X y P dos variables que satisfacen las relaciones de conmutacién
[P,X] = —ih.

Como H es un operador hermitico, existird una base completa
B = {|n)} de autoestados. Ademds, como es una forma cuadatica
positiva en los operadores X y P, el espectro de H debe ser
semidefinido positivo, por lo que existird un estado |0) con energia
minima FEj.

: , « 9 N mw : 1
Introduciendo los operadores de “escalera” ¢ = /55 X +iy/ =P,

X2

ct = Vg X — i,/mith que satisfacen las relaciones de con-
mutacién [c,cf] = 1, [c,c] = [cf,c] = 0. En términos de estos

operadores el Hamiltoniano toma la forma
t 1
H=/w(c'c+ 5

Consideremos ahora al operador cfec, cuyos autoestados son los
autoestados de H. Nuevamente es un operador positivo, por lo
que existe un estado |0) de autovalor minimo Api,, mayor o igual
que cero. Si actuamos con c¢ sobre ese estado, encontramos que
cfee|0) = ccfe|0) —¢|0) = (A—1)c|0). Por lo tanto, c|0) = 0 ya que
de otra manera, contrario a la hiptesis, c|0) serfa un autovector de
cfc con autovalor A — 1 < \. De esto se sigue que cfc|0) = 0 por lo
que Apin = 0. Por otro lado, vemos que si |n) es un autoestado de
cfc con autovalor \,, c|¢) también lo es, con autovalor A, + 1.

11




t\n
Asf encontramos que el vector |n) = (f/% |0) es un autovector de

cfc con autovalor n.
Para ver que estos vectores estdan debidamente normalizados, nota-
mos que si [n — 1) lo estd, entonces

cle+1 (n—1)

CCT
(k) = (211 = f=1) = (01| S 2 1) = (01 5 S )

n
Decimos entonces que los estados |n) definen una base del espacio
de Fock del oscilador, y que n = c'c = o, nn)(n| es un operador
“numero de ocupacién”.

De esta manera, podemos escribir H = hw(n + %), y ver que la
energfa asociada al estado |n) es hw(n + 3).

[ hw

— TR, L - L . F— - ] FE— o

1 2 3 4 5 6

Por construccién, los elementos de matriz del operador c vienen
dados por

(mle|n) = /ndmn—1

reduciendo en 1 el nimero de ocupaciéon del estado.

Observaciones:

e Para cualquiera de los autoestados de H, los valores medios de A (z), E(z)
y B(z) son nulos.

e Debido a la invarianza translacional que impusimos en la construccién de
la teoria, existe un modo con k = 0. Vemos que si bien este modo re-
sulta ser infinitamente degenerado, este modo no contribuye a los campos
observables.

12



e En ciertos contextos, la “energia de punto cero” si puede tener efec-
tos fisicos. En particular, esto ocurre si consideramos campos electro-
magnéticos confinados en volimenes finitos variables en el tiempo.

2.4 FEstados Coherentes

Como vimos en el apartado anterior, la base de autoestados de Hgj; admite
una representaciéon simple en términos de niimeros de ocupacién de los estados.
Por otro lado, como los valores medios de los operadores de campo se anulan
sobre estos estados, no son los méas adecuados para recuperar el “limite clasico”
de la teoria. Una base mas conveniente para este fin es la llamada “base de
estados coherentes”

A= RO ( ([ 2,00 A ), | 0
Fn

—

donde A(Z) es una determinada configuracién (compleja) de un campo vecto-
rial tal que V - A = 0. Por medio de una transformada de Fourier, vemos que
efectivamente especificar /f(f) es equivalente a especificar un pardmetro com-
plejo para cada modo del campo, y que |./4T> es entonces un producto de estados
coherentes en cada modo (ver recuadro). Los valores medios para los campos,

respecto a estos estados vienen dados por

Usando las propiedades de los estados coherentes para cada modo vemos ademés
que si A(Z,t) satisface la ecuacién de onda (compleja) con V - A = 0 para todo
t, y el estado del sistema a ¢ = to es [)(to)) = | A(to)), entonces para cualquier
instante posterior [ (t)) = |A(t)).

Aplicaciones a la descripciéon de la luz laser?

13



La base de estados coherentes para el oscilador armodnico
Para estudiar el limite cldsico del problema del oscilador arménico,
resulta util construir la familia de estados coherentes

o)=Y e )

|z) = e~

donde z = x +ip son nimeros complejos. El conjunto de los estados
coherentes satisface las siguientes propiedades:

e No ortogonahdad ( |2y = e = ZHM

\zz|+( Z)

exp(—

J12)el 5 =

Son autoestados del operador c: c|z) = z|z), y por lo tanto,
(zlelz) = z(z|2) = 2 y (2In|2) = |2[*.

El operador ¢! actua como cf|z) = %|z) y su valor medio,

sobre |z) viene dado por (z|cf|z) = 2

Si |z0) es el estado del sistema a t = 0, el estado a tiempo ¢ es
de la forma

[%(2)) = |2(1)) = |z0¢™")

De esta manera, los estados coherentes evolucionan a esta-
dos coherentes, con parametros que evolucionan segin su
evolucién clasica.

2.5 Simetrias y cantidades conservadas.

2.5.1 Cantidad de Movimiento

Consideremos ahora el operador “Momento de la Cantidad de Movimiento” P
asociado al estado |{nyp}) (no confundir con la variable canénica conjugada a

dk,n)- La cantidad clésica correspondiente viene dada por

- 1 L
P= /Ede?’r
8mpoc? Jy

Remplazando por los correspondientes operadores obtenemos

S = _, — - A
ExB = Z (ChpEp + ckakm) X (Chrpr Brr pr + Ck’p’Bk’,p’)
k,k",p,p’
- Z (Ckpck/p/Ekvp X By p + Cltpcz’p’EZ,p x BZ’,P’ +
k,k",p,p’

14
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(26)



P - ; .y "
FCkpChip B X By + CppChrpr Ejep X B ) (27)

Integrando, y usando las relaciones de ortogonalidad, encontramos que

/ Ek’p X gk/’pld?’T‘ =0
v

y
o P 3 Lo T Y 3 21
Ek,p X Bk’ p/d r= (lw)— Akp X (k X kp)d r= k—éhklép,pl
s ? C €0
de manera que
Po— S ni, + o) (28)
~ Smuoc hp Ty

2.5.2 Momento angular

La densidad de momento angular (respecto al origen) para el campo electro-
magnético tiene la forma
- ExB
J=7X ——
8 /e€o

Expresando al campo B en términos de A encontramos

. Ex(VxA)

1

_ VX A) 2
n 8m/€o (29)
E.VA,)—E-VA
= 7x (2, B VA (30)
8m/€o
XN E(Fx VA (B VA) -
B 8 /e€o 8m/€o
SLE(Fx VA, V. (B(FxA) - (V-E)fx A —BxA
= - (32)
87T/6() 871'/6()
Y IE(—iFx V)A;+Ex A+ 27 x A o iB(7 % A) 4
a 8m/€q 87 /o (33)

donde en la dltima linea usamos que V - E = £ El momento angular total

del campo se obtiene como una integral sobre todo el espacio de esta expresion,
por lo que el dltimo término no contribuye. En ausencia de cargas obtenemos
Ji = [JidQ = [iE(F) - i - A(F)dPr con Ji = Spn(—ihF x V)i — ihcimn
el generador de rotaciones infinitesimales para campos vectoriales. En efecto,
vemos que

3., A :/i[ﬁ(f*).j}x(ﬁ),ﬁj(m]ﬁ ’:/i[ﬁ(ﬂ),ﬁj(m]-:@.&(ﬁ)ﬁ ’:/&(ﬁ-ﬁ).j}-zi(ﬁ)d?’r’::L-A(f
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yYa que 1V§1.&(m = (meiijk(?“jvk).&m(’l?) + VmEimkAk(F)) = (Eijk(ijk)V . 1&(77)) =
0. De manera analoga, [J;, EJ] = J-E(7). A partir de estas dos relaciones,

3.3, = /([L,E] 5, A+ B3, (3. A)dr

— [B(55+5 5 A
= 161]k/ﬁ jk . Adg’l“ = lﬁﬁwak (34)
donde usamos que (—ﬁi -jj +§j i) = ih&‘jkik
_’Notemos ahora que J = £+ 6, con £ = —iAirx V una cont_lfibt_{cién “orbitgl”
y &; = —ihe;;, una “contribucién de spin”, de manera que [2i72j] = ihegs1 Ly,

[éi, @]] = ihfijkék y [5,-, é]] = 0, por lo que ambos operadores cierran élgebras
de rotacion independientes. Esto sugiere escribir tambien

J=L+S
con L= [iE(7) - & - A(F)d3r y S = [iE(7) - &, - A(¥)dPr. Sin embargo, estos
operadores no cierran algebras de rotacién independientes: para verlo, con-

struyamos explicitamente al operador S en términos de los operadores escalera.
Usando las relaciones de ortogonalidad de los campos, obtenemos

= 1 I o .oz L
S = & T Z / (MA,;n(m < A%, (f)c;nc,;,n, +iwAg, (7) x Ap,,, (r)c,;nc,;,n,) dQ + h.c.
it
_ el e
= h Z nkcgnckn
En==+

de manera que el “spin” total del campo es la suma de las contribuciones de cada
modo, en la direccién de k y con sentido paralelo o antiparalelo dependiendo
de la polarizacién. Vemos ademés que por ser una combinacién lineal de los
operadores numero de ocupacion, el operador conmuta con el Hamiltoniano.
Ademas, L
[S:,S;] =0

Vemos ademds que usando el mismo argumento que en 34, [j i §J] = ihaijkgk,
de lo que se sigue que [ﬂl,§]] = [jl — §i7§j] = iheijkgk y [Ij“ﬂ]] = [jl —
S, jj — §]] = ihsijk(fk + §k), de manera que las componentes orbital y de spin
no constituyen algebras independientes.

2.5.3 Paridad

Una operacion de simetria importante es la transformacion de “paridad” 7 —
—7, que cambia el sentido de todos los vectores, mientras que deja invariante a
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los pseudovectores. Si llamamos IT al operador que genera la transformacién de
paridad, vemos que IT debe ser un operador Hermitico (IT" = IT) e idempotente
(IIII = 1) ya que al aplicar dos veces sucesivas la transformacion, se recupera el
estado original. Si aplicamos al potencial vector la transformacién de paridad,
se debe cumplir que para cualquier estado 1), (| A (7)) — (|TIA(F)II|y)) =
— (| TTA(—F)II|4) lo que significa que sobre los operadores escalera actiia como
HCEnH =—C_j_,V Hcgnﬂ =—c' P Esto resulta en que IT conmuta con

)

el Hamiltoniano electromagnético ya que
Hea, 1] = I (ITHg I - Hep) =0

debido a que

1 1
IIH g,/ 11 = Z ﬁwE(HC£nCEnH + 5) = Z hw,;(ci]gﬁnc_,;’_n + 5) =Hguy
En En

Vemos ademds que por un argumento semejante, [j, II) = [ﬂ, II) = [§, II) = 0,
lo que es consistente con el caracter pseudovectorial de estos operadores.

2.5.4 Helicidad

Finalmente observamos que n = P.J=P. EEM +P.S =P-S debido a la
transversalidad de A. Por construccién, n conmuta con el Hamiltoniano electro-
magnético libre. Ademas, usando las relaciones de ortonormalidad encontramos
que
— T T
n= Zh(ck,+cﬁ,+ - C,;,_Ck,ﬁ
E

3 Excitaciones elementales. Fotones

En las secciones previas, vimos que los autoestados Hamiltoniano del campo
electromagnético cuantico se identifican en términos de sus “ndmeros de ocu-
pacién”, y que las cantidades conservadas (energia, impulso, momento angular)

17



son funciones lineales de esos nimeros de ocupacién. Veremos ahora que esto
nos permite interpretar la teoria como una teoria de particulas indistinguibles
no interactuantes, a las que llamaremos fotones.

Para esto, comenzamos por introducir el operador “ntmero de ocupacién
total” N = ka ng . Como este operador conmuta con el Hamiltoniano libre
HEg s, los subespacios propios del primero son subespacios propios del segundo.
Si nos restringimos al subespacio de estados tales que N|¥) = |¥), generado por
los estados de la forma |kn) = CTE 77|0>, podemos construir un “Hamiltoniano”

para el sector “de una particula”:

Hlehw |E7} k77|

Para construir el andlogo a la “funcién de onda” de una particula, introducimos
el conjunto de estados “en la representacién de coordenadas” |Z,i) = A, (2)]0)
y definimos | A) = I Al 2)[0)d2 * con A(Z) campos con divergencia nula
que se anulan para |7 —> 00. Encontramos entonces que

70l A) = Z/ei(lz'.j‘flg-F)(én/)i(é;)-A’('F')<O|c’;,n/c£n|0>dﬂ (35)
= 3 [ e)ue) - A0 (36)

kn
- / T (S (e, )i (65 - A7) (37)

Observamos ademds que | A(Z, t)) satisface la ecuacién de Klein-Gordon con
masa 0:

2

O EIAE D) = (il g A )

2
(@, 1| P A, )

no confundir con los estados coherentes que definimos antes

4
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— I 1! T (7
Z 7, i|w(k)w(k")a knakn o ,ag,/|A(Z,1))
k/

— 72 xz|a~ aan( t))
- —Zc2|k| 9cz|aa77 kn|A( t))

= 62V2<x,z\¢4(:17,t)>

Consideremos ahora los overlaps para el operador de spin S actuando sobre
el estado de un fotén:

(1S pa ) = / (E B x A@)|A)dr

—n Y / e =B, () x &, (R)(E.ilel,

%E’nn’

> / e F=Rmer (1) x &, (F) (<O|ei’;/'5(én/)i) < / e R (g

EE"rm’

=>> / SR (]) x e (B) (@ (F)1) / ST 6, (B - A da!

k'’

= i x A(Z)

De esta manera, . . .
(Z,i[(Sem)ilA) = iheii(Z, j|A)
Por lo que podemos pensar a las matrices S; = ihe;; como las “matri-
ces de spin” para estos estados. Observamos que [S;, Sy] = ihey;S; y que
=3 j SJQ- = 2, por lo que actian sobre los estados como operadores de spin
1. Sin embargo, vemos que debido a la condicién de gauge, los valores propios
posibles para el operador de spin no son tres sino dos: como vimos anterior-
mente, la COIldlClOD de gauge impone que en cada subespacio propio asociado
a un impulso %, el spin debe ser paralelo (o antiparalelo) a la direccién de k.
De esta manera, en cada subespacio encontramos dos estados posibles para el
espin, que corresponden a los dos posibles sentidos de polarizacién circular.
Por lo anterior, los fotone;s resultan ser particulas de masa en reposo mg = 0,

spin 1y “transversalidad” (S -k = 0).
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3.1 Estados de momento angular total definido

En la seccién anterior, vimos que las excitaciones elementales del campo electro-
magnético son particulas de spin 1, que satisfacen la ecuacién de Klein Gordon
con masa en reposo mg = 0, con la propiedad de “transversalidad”, por lo que
a cada modo “espacial” le corresponden dos estados “de spin”, uno por cada
modo de polarizacién circular. Los operadores de campo A(Z), E(Z) y B(Z)
queda expresados entonces como una combinacion lineal de productos de oper-
adores escalera multiplicados por la “funcién de onda” asociada a los estados
de una base ortogonal de estados estacionarios de una particula. Inicialmente,
elegimos como base de estados la base de estados invariantes ante translaciones
(esto es, estados que conmutan con el operador impulso P). Sin embargo, esa
no es la unica elecciéon posible. Como Hpgjys conmuta con el momento angular
total J , podriamos haber empleado una base de autovectores de J? y J, para
expandir los operadores. En esta seccién discutiremos como construir esa base
en términos de los “esféricos armdénicos vectoriales”.

3.1.1 Armoénicos Esféricos escalares y esféricos arménicos vectoriales

Los armonicos esféricos escalares son una base de soluciones para la ecuacion de
autovalores asociada al operador L?:

L2y (7) = B+ 1)V, () (40)
que en coordenadas esféricas toma la forma

1 0 .
sin() 90 sin6)

(i = (cos(¢) sin(0), sin(¢) sin(8), cos(6)) )

Las soluciones de esta ecuacién vienen dadas por

v, "™ 0,9) 1 Y, (8,9)

(m) _
00 sin ()2 926 +UI+1)Y; 7 (0,0) =0

Yl(m)(g7 o) = il+m+|m|\/<2l4j;(1l>frl |;n||;7|7‘|)'Pl(m) (COS(G))eim¢ (41)

donde Pl(m) (u) son los polinomios asociados de Legendre.
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Los polinomios asociados de Legendre Los polinomios asocia-
dos de Legendre son las soluciones regulares en u =0y u =1 de la
ecuacion

(1—u2)8%((1—u2)8%3(m> W)+ + 1)1 = u?) —m?) P'™(w) =0

con | y m numeros enteros no negativos tal que m < [. A los
polinomios P;(u) = Pl(o) (u) se los conoce como “Polinomios de Leg-
endre” de grado [ “a secas”. Estos se conectan con los polinomios
asociados de Legendre via la relacién

m

m d
Pl( )(’LL) — (_1)m(1 _ u2)m/2 Pl(u)
du™
O via la férmula de Rodriguez,

(_1>m 2\m/2 dl+m
o =)

A" () = (u? = 1)

lo que permite extender la definicién al caso —I < m < 0. Notemos
que los polinomios de Legendre resultan normalizados de manera

que PI(O)(l) =1.
Ortogonalidad:

(m) .\ p(m) _2(+m)!
/Pl' (z)P, (f)dx—m&,l/

Completitud:

Z mﬂ(u)ﬂ(v) = 6(u—v)

=

Paridad: ) )
P (u) = (1) P ()

Polinomios de orden més bajo

1 m=0 m=1 m= 2
0 1

1 U —v1—u?2

2| 2(3u®—1) | =3zv1—u? | 3(1—u?)
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Propiedades de los Armoénicos Esféricos Ortonormalidad:

/ Y (@)Y, ™ (7)*dQ = G

l
m) s 20+1
> MM ==

m=—

Completitud:
oo l
DD IR AN AR DR IGEES
1=0 m=—1

Paridad: Ante una transformacién de paridad 7 <> —7 (en coorde-
nadas esféricas, 6 <> m — 0, ¢ <> T+ @)

Y™ (=) = (=1)'Y" (i)

Teorema de adicién de los Armoénicos Esféricos De las
propiedades de ortonormalidad y completitud de los esféricos
arménicos se sigue que

47
20+ 1

l
3 0y @y @)

Pi(n ') =
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Coeficientes de Clebsh-Gordan Si L() y L® son dos repre-

sentaciones independientes del dlgebra de rotaciones ([fl(-a), ﬂy’)] =

(5abih€ijk)1_;,(f), tales que (LM)2 = I;(l; +1) y (L®)2 = Iy(Iy + 1)
los operadores J=LO 4+LO® constituyen otra representacion del
mismo algebra. Nos interesa ahora expresar los autovectores co-
munes a J2, J2, en términos de la base producto de autovectores de
HENE]

|JM) = Oy [ma) ms)
Los coeficientes C'7}l/™* se conocen como los Coeficientes de Clebsh-
Gordan. Observamos que sélo pueden ser no nulos si [I(V) — (2] <
J <1 11 M =m; + ma.
Para determinar sus valores, basta con diagonalizar el operador J2 —
(LW —(L®)2 = 2L . L@ = LOL? 4+ LOLY 1 2LLP en
cada sector con M = mj + msy definido.
Alternativamente, podemos partir de que [I(V) + 1) 1) 4 1(2)) =
[1ON[1®)Y y construir todos los autovectores usando las relaciones
de ortonormalidad y el hecho de que |J, M) oc J77M|.JJ) donde

J_=J,-iJ,

7 ms = 1/2 me = —1/2
2(1+120)(1+21—M) —
Sil® =s=1/2|l+1/2 v 24l B
—/2(1+21)(1+21+ M) [142142M
l— 1/2 2+41 +2+—tll
Sil® =g=1
J ms =1 ms =10 mg = —1

M M
I+1 \/1 + I(1+1)—M? /2 1/\5 \/1 B l(l+1)—MZ/2
M M
! \/1 - l(l+1)—M2/\ﬁ 0 *\/1 + l(l+1)—M2/\/i
M M
-1 \/1+l(l+1)_M2/2 —1/v/2 \/1f R Ta—.

En términos de los esféricos armdnicos, una funcién escalar cualquiera toma

la forma

oo l
i)=Y Y R(rY ™ (R)

=0 m=—1

y si ¥(rn,t) es una solucién de la ecuacién de onda con simetria esférica, su

expansién sera de la forma

) l
Uernt) =Y > Y Rilkr)y,™ (a)elr

k =0 m=—1

donde R;(r) serdn soluciones de la ecuacién de Bessel esférica, y la suma en k
barre todos los valores para los que R;(kr) satisface las condiciones de borde.
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Ahora queremos generalizar estos resultados para el caso de ondas vectori-
ales, en términos de autofunciones de J? y J,. Una forma de construir una base
de tales funciones es haciendo uso de los coeficientes de Clebsh-Gordan

©yan (7 Z Clreny ™™ ()
m=—1
donde é41 = é,+é,, éy = é, son los autovectores de (éz/h)ij = —ig;;,. Usando

estas funciones, los autovectores del operador de Laplace de autovalor —k? (reg-
ulares en el origen) tiene la forma \I_;k,J7M7l(F) = j1(kr)® yap (7). Sin embargo,
vemos que ninguna de estas soluciones satisface la condiciéon de transversali-
dad V - \f/k, s, (F) = 0. Para encontrar las combinaciones lineales de estas
soluciones que si cumplan la condicién de transversalidad, introducimos los
“esféricos armoénicos vectoriales”

Vi) = V) (42)
i) = Vg () = 2=V x (Flag() (13)
Vin() = aYj(@) (44)

Estos campos verifican

Vi (), Vi ()}

e Para cada 71, (excepto en un subconjunto de medida cero), {J¢,, (
= )y

n),
define una base ortogonal dextrégira. Ademads, |)7§M(ﬁ)| | T (2
Vi (@) =Y (R)].
e Para J =0, sélo ij(ﬁ) Z 0.
e Como prometen sus indices, los tres campos son autovectores de los oper-
adores J? y J, con autovalores .JJ y M respectivamente, lo que se puede

verificar notando que las componentes de 7 son combinaciones lineales de
Ym( ) Yy que [ Z-,Vl] = —iﬁ&‘ijk[rjvk,vl] = ih&‘ilkvk = —(SiV)l.

e Cualquier par de estos campos satisface las relaciones de ortogonalidad

/yJ’M’ yJM( )dQY = 057000 Oayar

o 3757\}) (7)) es autovector de L2, pero )_)i(,e () y yJM(A) no lo son.

—»

. 37(6 (n)y y 1;(7) tienen paridad (—1)7 mientras que fﬂ?(ﬁ) tiene pari-

dad (—1) +1
o (M9 (%) — j;(kr)J'T, es una autofuncién del operador de Laplace con
autovalor —k:2 y V-89 (% — 0. Un segundo autovector viene dado por
Wi (7) =
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Figure 2: Fields in the Spherical Representation

vec\I/kT}lX/f)(f') = ker(k‘r))_j;M + jr(kr)(V x ﬁ}”M) que también cumple

con V - \I/,c JM(F') = 0. De las relaciones de ortogonalidad surge que
ki’;g/?)(ﬁ) \I/kcﬁw (¥) = 0 por lo que ‘17](;}3\4 (7) es una combinacién lineal de
Vin ¥ Vi

Usando esta nueva base de funciones, (en el limite de V' — c0) es posible
reescribir al operador de campo A(7) como

R 47Th
AR = Z Z V/( 47r 73\ cqeey Urana (MPrsnse + hec

k,t={el;mag} J=1 M=—J
(45)

con by = 4/ (V/(47r))1/3 Zlm eiF 7”*( e f/,gt}M(f)xd3r)agn que satisfacen

[kaMt7 bLJ’M’t/] = 6kk?'6JJ’6MM’6tt’

4 Vertices Elementales
En electrodindmica clasica
‘Z’nt = _ej#Au
con la condicién 9,,j# = 0 (conservacion de la carga).

En el caso cudntico el operador de interaccién que acopla al campo electro-
magnético con las cargas es de la forma

Vint = e/j AdQ
IVl = e / (I3l A, a0

emision
Vfi

VAT i b (R
€2 i ()

J d5i(P)e a0

(k)

Vztbsorcion — eMdm x ”(E)

V2w End fi
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Emisién y absorciéon

Para transiciones que involucran estados en el continuo, la probabilidad de tran-
sicién por unidad de tiempo, de acuerdo a la regla de oro de Fermi

dR = 271|Vy|0(Ef — By — hw) Ak
Mientras que entre estados del discreto,
E,
hw
NA AN
ATV AR fiw
\\// \V‘s \\/ \vf
Ey
Resultados elementales:
como (n — llc,|n) = vny (n+1lct [n) = Vn +1
dRemision ~ N+1
dR;bsorcisn N
(A. Einstein, 1916)
Radiaciéon Multipolar Eléctrica
- 4 -,
Bosim = — 0K = ) Vi (7

Foton tipo eléctrico

4.1 Apéndice: El momento angular como funcion de los
operadores de subida y bajada

Un problema que surge al considerar la parte orbital del momento angular es
que, cuando definimos la cuantizacién del campo, lo hicimos asumiendo que
los campos vivian dentro de una caja cibica con condiciones periddicas. Esto
simplificaba el tratamiento de la simetria de traslaciones, pero claramente el
esquema rompe la simetria de rotaciones del problema, por lo que por ejemplo,
es de esperarse que L eMm ho conmute exactamente con Hgyy, sino que sélo en
el limite de V' — oo los valores medios de este conmutador se anulen sobre los
estados “suficientemente regulares”.Notemos ademas que si bien para configu-
raciones “regulares” de los campos, para los que los valores medios de 15;(7?, t)
se anulan para |7] suficientemente grande, esto no constituye un problema. Por
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otro lado, si consideramos elementos de matriz entre autoestados de Hgj,, no-
tamos que si (i|A(7,t)]i) no es identicamente nulo para todo 7, no se anula
en ningun sitio, por lo que las manipulaciones que hicimos anteriormente en la
derivacién de L gMm bien podrian no aplicar.

Lpy = / ZE,;(F)(FX V)A,;(P)d>r

— —

. L__+L ‘
R + Ly £
2

con
Lo = L =nY i) e (@) ( [ e (7% V) Ty cf46)
++ —— 4 n n v g O

kn

El,,]]/
Lo = Y i) ey (@) ( [ e (7% V) T (47)
4- = ie, € e r e % Cr Ciny

EIjZ/

(48)

Sy
I
>t
—
/N
G}_.
£
&
—~
=
X
<
S~—
D
L
Ent
-
Q,
w
<|3

donde usamos la definicién de los operadores E; y A; en términos de los op-
eradores de subida y bajada. Nétese que el término en ¢ aparece debido a las

relaciones de conmutacién de los operadores [c;: ch | = 6pyy 077, Para evaluar
kn» Sy ' Okk
las integrales, notamos primero que

G 3 R & -
/eflk-r(f»x v)e:tlk: For = +i (/ eflkﬂ"e:tlk TF‘/T> < K

v
= i (-iV,) (/ ei'f'r“‘i‘:?’)

—

x k'

r=(+£k'—F)
G
() X R
donde usamos que Ve*iF 7™ = iiE’eiiEl'FF, T = —iVzel®7, e introducimos
la funcién
9 = [t T T - ] st 2 (19
v (R)=[e = VI sinc(k;

1=T,Y,% 1=x,Y,2

donde sinc(u) = w es la funcién “seno cardinal”, que vale 1 si u = 0, y
se anula para cualquier otro multiplo de m(ver figura). Para los vectores que
satisfacen la condicién de periodicidad (k = %m, con 1 un vector de compo-
1 k=0
0 k#0

%, la funcién es oscilante y decrece como V=/3|k|~! al aumentar |k| (ver figura)

nentes enteras), 6€/3 )(E) = { mientras que para valores generales de
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Figure 3: sinc

Como para V finito, 5&? )(FS) es regular, podemos calcular su gradiente. Si
bien para valores generales de K el gradiente es una funcién complicada, obser-
vamos que sobre los valores involucrados en la suma, V(SV(E) se anula tanto en
el origen como en cualquier punto fuera de los ejes principales de coordenadas.
Podemos escribir entonces

v1/8

(—1)F1¥2x
k|

Véy (k) =k (sinc(Fk, V/?)sine(k, V/?)+sinc(k, V1/?)sine (k. V''/?) +sinc(k, V'/?)sine(k, V1/?))

De esta manera, para cualquier k conmensurado, el gradiente es paralelo a k y
por lo tanto, K x V,gé‘(f)(/%') =0.
Remplazando estas expresiones en I_:++ encontramos que

- - — 7o s ~d37"
_ o Ak L o* ! —ik-T /= —ik’-7 . t Il
Liyy = & E ie; (k) - e;/ (k') (/e (Fx Ve 57 ) € S (50)
kn

E/,,]/
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hZié;(E) . é;ﬂ],(];/)(_ Vné\:i/(ﬁ)h:(_]}/_ﬁ) X ];/) . C’T;ﬂcj;'ﬂ’ (51)
En

E/,r]/
N s (i 5 Kk b
= hY_ien(k)- & (k)(— Vv ()] p_py X 5 )" €5y Con(52)
E)j;;/
=0 (53)

donde en la tercera linea hicimos uso de la simetria ante el intercambio de indices
en los sumandos.
Consideremos ahora el término Ly _.

= sax (TN A (T —ikT = i dor
L, = hz ie; (k') - é,(k) (/e R (7 x Vel V) CZ”nCE’n’ (54)
];;j:]/
= hy i () - ey (R)(Vadh (k)] _ gy % Kek ey (55)
]_ij;]’/
= hY ik x Vi | Y e (R) - éy(k)oy (R — kel Ciirpy (56)
k' kn k=K'
= hY_ —ik x (V;Cl (k)C, (K) (57)
];;/77/
con °

En términos de estos operadores, podemos dar la expresién para L:
L= ik x (V;C] (k))C, (k) (58)
kn

0, en términos de los operadores originales

1/3 = = - o
. Lo (—1) e Rl (k) ey (K
L:Zih(kxk’)( ) € (k) - & )ctc~/

F— kP2 o

3 *

>

Bk’ I
nn’

donde la suma va sobre los vectores E, K tales que k =+ K y k— K pertenece a
uno de los ejes principales de coordenadas.

5El término que viene del gradiente actuando sobre los versores de polarizacién se anula
cuando lo evaluamos sobre k = k' ya que, o bien la delta se anula, o la derivada del producto
escalar con K — k se anula.
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El conmutador con CU(E) resulta ser
[L,Cy(k)] = —[L,Cy(k)"] = —ink x (VC}(k))
de manera que, para cualquier versor unitario n

i, - - . - d - .o
[ﬁn ‘L, Cy(k)] =n-(kxV;Cyu(k)) = %Cn(k + ¢n X k)
»—0

lo que muestra que efectivamente L es el generador de las rotaciones espaciales
infinitesimales.

Observaciones:

e para K = Eﬂ un vector que satisface la condicién de periodicidad, CW(E) =
C]zn.

e C, (k) es una “generalizacién continua” de los operadores con indice dis-
creto ¢z, , que satisfacen las relaciones de conmutacién [Cy (%), Cy (F')] =
[CH(R),Cl,(R)] = 0, [C,(&),Cl (F)] = 6y 8% (K — &), que en el limite
de V' — oo se reducen a las relaciones de conmutaciéon bosénicas conven-
cionales.

e L|0) = 0, lo que surge de notar que V43, (7) se anula en & = 0.

e L conmuta con el nimero total de excitaciones N = 21377 n;,, pero para

V finito, en general no conmuta con el Hamiltoniano ni con el opedador
bin: esto s Ter 1= - hw-)el e

de spin: esto surge al notar que [HEM,cEnck,n,} = (hwg hwk’)clénck’n’ y

[S, anc’;’n’] = h(nk — 17’I<;’)c];gnc,3,n,7 por lo que

I n
RE/ |k — k|2
nn
y
1/3 = = - -
. o o (F1) T E e k) e (R L
[-S,L) = > in2(k x k') |E—£’|2 7 n~(nk—n’k’)c£nclg,n,
ki!

que no se anula. Esto es natural si recordamos que la conservacién de L
es consecuencia de la simetria ante rotaciones del sistema, que rompimos al
describir el sistema como dentro de una caja cibica.
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L en el limite V — o

Para recuperar la simetria ante rotaciones, debemos tratar con cuidado el limite
V — oo. Consideremos primero la componene en z del momento angular,
escribiendo explicitamente la dependencia de k' con el volumen:

P . (—1)m n > e . e 2mm
2= 2D g ey, (Rt (R) - ew (B Zm)e, appe,
17];’
S e e 2mm
—kyen(k) + Eqy (k + mex)c(g_;’_ 57{713 éx)n’ (59)

En el limite V — oo, al orden més bajo en 1/V/3 obtenemos

oy s (o (i :

L. =2 2 i Vo ok, (Fecir smmann — Breiiezmmenn
E m
n

Notamos que en el limite V' — oo, L, es divergente. Sin embargo, si con-
sideramos sus elementos de matriz sobre estados para los que (¢|c;, [¢) es una
2]

funcién suficientemente “suave” respecto a l_@ podemos entender el segundo fac-
tor como una “derivada”. En tal caso, los modos involucrados en cada término
tienen la misma polarizacién y energfas iguales (hasta orden (27m/V1/3)?), de
manera que (1p|[2-S, L)[¢) = (1|[H, L][¢)) — 0 para estados que satisfagan dicha
condicién de suavidad. Pero esto es consistente con el requerir que los estados
1) sean tales que (A ()| se anule para |Z] — .
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