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Resumen

En el presente trabajo se calcularon acciones efectivas al orden de un loop para la teoria de
campo escalar masivo con acoplamiento conforme sobre los espacios euclideos S™ y H™ de dimensién
impar, mediante regularizacién con funcién Zeta. Se estudiaron las similitudes y diferencias de la
traza del ntcleo de calor en cada caso, y como conducen a los resultados obtenidos para las acciones
efectivas. La topologia del espacio de background fue crucial en estos casos. Las acciones efectivas
resultaron ser bien distintas en las regiones mas cercanas al limite UV, en el que sélo hay presentes
modos no masivos, pero coincidentes, via extensién analitica en el radio, en el limite IR.

También se puso a prueba a la accion efectiva como posible funciéon C' de la teoria en tres
dimensiones. Fue necesario introducir una renormalizacién para las divergencias IR y, si bien la
accion efectiva resultante no cumple todas las condiciones de funcién C (ni siquiera en el sentido
mas débil, pues no es siempre positiva), se logré obtener una nueva funcion W que si es una buena

funcion C en S3, y mide los efectos de volumen finito.
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1 Introduccion

En Teoria Cuantica de Campos (QFT), debido a la imposibilidad de calcular exactamente las
magnitudes fisicas, como pueden ser la seccion eficaz en un proceso de dispersién, o una funcién de
correlacién, es usual realizar un desarrollo perturbativo de las mismas. Dicho célculo involucra, a
cada orden considerado, sumar cantidades que pueden ser formalmente divergentes. Por ejemplo,
en el contexto de diagramas de Feymann, las contribuciones debidas a diagramas con loops no
estan bien definidas, pues conducen a integrales divergentes.

En esos casos es necesario realizar un proceso de regularizacion, esto es, definir alguna funcion
dependiente de un pardmetro A, llamado regulador, tal que esté bien definida como funcion de
A, y en algin limite de éste (por lo general, en A — 00), se recupere la expresiéon original de la
cantidad a calcular.

Existen muchos métodos de regularizacién, con mayor o menor dificultad en los calculos inter-
medios segun el caso. La idea general de la regularizacion consiste en aislar las divergencias antes
de tomar el limite en A. La posterior remormalizacion consiste en adjudicar tales divergencias
a las cantidades fisicas "desnudas", obteniendo asi expresiones finitas para las cantidades fisicas
medibles. Los resultados finales deberian ser independientes del método de regularizacion utilizado.

Una magnitud fisica de interés es la accion efectiva al orden de un loop (de aqui en mas, sera
llamada simplemente accién efectiva), que mide los efectos debidos a fluctuaciones cuénticas en
aproximaciéon semiclasica. Usando el formalismo de la integral funcional, la accién efectiva esté
dada por el determinante de un operador que no es acotado, la sucesion de autovalores crece
indefinidamente y, entonces, el determinante diverge. En estos casos es tutil recurrir a funciones
espectrales, como la traza del nicleo de calor y la funcién Zeta, para regularizar la accion efectiva
y finalmente, mediante extension analitica, poder darle un valor finito.

En este trabajo se profundizara en el estudio de funciones espectrales para regularizar acciones
efectivas. Nos concentraremos sobre la obtencion de acciones efectivas para escalares libres en espa-
cios curvos maximamente simétricos de dimensiones impares arbitrarias. Nuestro primer objetivo
serd comparar el comportamiento de tales acciones efectivas en los puntos conformes correspon-
dientes a campos sin masa y a campos infinitamente masivos, para determinar los efectos de gran
escala sobre la magnitud fisica calculada.

También es interesante la accién efectiva en el marco del flujo del grupo de renormalizacion
(RG). Es sabido que, al renormalizar una teoria, se obtienen distintas constantes de acoplamiento
g; segun la escala de energia p en la que se esté trabajando. El flujo del RG [1] es un movimiento
en el espacio de constantes de acoplamiento (renormalizadas), parametrizado por el factor de escala
i, y cuya trayectoria es definida por el campo vectorial de funciones beta 3; (¢), que aparecen como
velocidades en el “tiempo” t = — log i (con p adecuadamente adimensionalizado), el cual crece desde

el ultravioleta (UV, corresp. a grandes energias, o distancias cortas) hacia el infrarojo (IR, corresp.



1. Introduccion

a bajas energias, o grandes distancias); esto es, /ot = —B%(g) 9/6g; , con B; (g) = u%fj = faagt’i.

Los puntos fijos del flujo corresponden a teorias de campos conformes (CFTs); el limite IR es por
definicién un punto fijo, puesto que alli la teoria tiende a desacoplarse. La evoluciéon del flujo del
RG funciona como un proceso de dispersion: el movimiento se realiza en una tnica direccion, y se
pierde informacién de los modos no masivos a medida que uno se acerca al IR: al aproximarse la
teoria a ese limite, el nimero de grados de libertad relevantes disminuye hasta finalmente anularse.

La buasqueda de cantidades fisicas que den cuenta de la reduccién de grados de libertad bajo
el flujo del RG es un campo de investigacién abierto y activo. En dos dimensiones, el Teorema c
de Zomolodchikov [2] indica que, en toda teoria local y unitaria, esa cantidad es la funcion ¢ (g),
la carga central del élgebra (de dimensién infinita en 2D); dicha funcién es siempre positiva y
mono6tonamente decreciente hacia el IR. Siempre en dos dimensiones, muchas magnitudes fisicas se
han encontrado positivas, decrecientes y proporcionales a c¢(g), y reciben el nombre de funciones
¢. Se puede mencionar entre ellas a la traza del tensor de energia-impulso (y de alli la conocida
anomalia conforme), entre otros.

El Teorema c ha resultado ser de utilidad en el estudio de teorias de campos bidimensionales,
ya sea con aplicaciones en mecénica estadistica, o en CFTs. Es por eso que se ha buscado extender
este resultado a dimensiones mayores, y se ha encontrado recientemente una prueba para dimensién
4 [3]. En ese caso, aparecen dos coeficientes en la anomalia conforme, y existe una funcién que se
comporta adecuadamente bajo el flujo del RG y coincide con el coeficiente a de la anomalia. Se
ha mostrado también que el otro coeficiente ¢ no presenta el comportamiento deseado [4].

En dimensién impar, no es tan claro dénde buscar estas funciones C', pues no existe anomalia
conforme. En general, se distinguen tres propiedades que debe cumplir una cantidad fisica para

ser una buena funcién C, con creciente nivel de restricciones:

1. debe contar adecuadamente los grados de libertad no masivos, esto es, C' > 0 para toda CFT

renormalizable, con Crr < Cyy ;

2. una condicién mas fuerte es que sea una funcién mondtonamente decreciente a lo largo del
flujo del RG:

9 0(g) <0,

C(g(t) =-pB"(9) 30 <

con C' =0 en los puntos donde la teoria es conforme;

3. por ultimo, una posibilidad que incluye a las anteriores es que C (g) sea tal que:
C(g(1) =—=Gi;B (9) 7 (9) ,

con (;; una matriz definida positiva.

En tres dimensiones, en [5] se ha propuesto como conjetura el Teorema F, que indica que la
parte finita de la accion efectiva F' = —log|Zgs| es una buena medida de los grados de libertad en
una CFT euclidea, por ser Fir < Fyy, y se mostrdé que, en el caso de campos libres, al evaluar F
sobre S% usando regularizacion con funcién Zeta, es positiva y estable en el punto fijo UV. En [6],
se llevo esta misma propuesta a espacios esféricos de dimensiéon impar arbitraria.

Siguiendo la linea de los ultimos avances, en el presente trabajo se calcularan acciones efectivas,
para distintas métricas conformemente relacionadas, analizando hasta qué grado coinciden en los

puntos fijos, una vez renormalizadas. Se estudiara particularmente la teoria de campos escalares
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1. Introduccion

libres con acoplamiento conforme, sobre variedades euclideas maximamente simétricas (no tri-
viales) de dimension impar, que son: el espacio esférico S™ y el espacio hiperbolico H™, ambos
conformemente chatos. Se utilizard para el calculo la regularizaciéon con funcién Zeta, comparando
el comportamiento de las funciones espectrales en cada caso.

El trabajo estd organizado como sigue: en el capitulo 2, se introducen la traza del nicleo de
calor y la funcién Zeta, y cémo permiten regularizar la accién efectiva. Luego, en los capitulos 3
y 4 se calculan las acciones efectivas en S® y H? para campos escalares sin masa, poniendo énfasis
en el método de calculo y el comportamiento de las funciones espectrales en cada caso, para luego
anadir masa a la teoria y comparar las acciones efectivas en los puntos conformes, en el capitulo 5.
Se comenta alli también la cuestiéon del comportamiento IR de las acciones efectivas, y se analiza si
cumplen las condiciones de una funcion C'. Finalmente, en la capitulo 6 se extienden los resultados
a dimensién impar arbitraria. El capitulo 7 contiene un resumen de las conclusiones alcanzadas,
y la propuesta de una nueva candidata a funcién C, que retne las dos primeras condiciones antes

enunciadas, aunque no satisface la condicién 3.



2 Regularizaciéon con funcién Zeta

2.1 Generalidades y definiciones previas

[9] El método de regularizacion de integrales funcionales mediante nticleos de calor es util para
calculos perturbativos a orden de un loop, en los que la accion efectiva S queda escrita, luego de
una aproximacién semiclasica, en un desarrollo en términos de las fluctuaciones cuénticas ¢, de

hasta segundo orden:
S:Sclas+ <¢a‘]> + <¢7D¢>7

donde S, es la accién correspondiente a la solucion clasica, luego hay un término de interaccion
del campo con las fuentes externas J, y una contribucién cuéntica proveniente de la primera
variacion de la accion clasica, donde D es un operador diferencial.

En adelante trabajaremos con operadores autoadjuntos de segundo orden tipo laplaciano ac-
tuando sobre funciones escalares (0-formas), para los cuales la funcional generatriz dependera del
determinante de dicho operador. En particular, siendo que interesan céalculos a orden de un loop,

es de interés conocer la accién efectiva

W = % In(det D). (2.1)

Calcular el determinante del operador conduce a sumas o integrales divergentes, por lo que es
necesario recurrir a algin método de regularizacién adecuado. En este trabajo, se utilizaran las
llamadas funciones espectrales, que se definen a partir de las trazas de funciones del operador D.
Conocido el espectro del operador, el célculo de las funciones espectrales puede hacerse directa-
mente, y viceversa: dada alguna funcién espectral, puede extraerse informacién sobre el espectro
del operador. Veremos en lo que sigue algunas funciones espectrales tutiles, como son la traza del
nicleo de calor y la funciéon Zeta, y como pueden usarse en el marco de la Teoria Cuantica de
Campos (QFT).

2.1.1 Campo escalar en espacio curvo euclideo

Consideremos la accion clasica correspondiente a un campo escalar de masa m, sobre algin

espacio-tiempo M de dimensién n:
S = /d”:v V=9 [V,.oV' o — ERp* —m?¢?].

Aqui la signatura del espacio-tiempo es (+ — — — ...), g es el determinante de la métrica g,,, y

R es el escalar de curvatura, esto es, R = g, R*". Es la extension natural de la teoria en el espacio

8



2. Regularizacion con funcion Zeta

chato de Minkowski, donde es g = —1, y la derivada covariante es la derivada usual V, = 0,.
Se anadié al lagrangiano un término de acoplamiento directo con el escalar de curvatura, que en
Minkowski se anula por ser R = 0, pero no asi en espacio curvo.

El factor £ es una constante adimensional, que en principio puede ser arbitraria. En la literatura
es usual encontrar dos elecciones particulares para £ [7]: el acoplamiento minimo £ = 0, que apaga
la interaccion con la curvatura, y el acoplamiento conforme & = 4(’:17’_21), para el cual la teoria es
invariante frente a transformaciones conformes (siempre que sea m = 0).

En la formulacion de QFT con integral funcional, un elemento basico es la funcional generatriz,

a partir de la cual se calculan todas las magnitudes fisicas, y se define como:

Z[J] :/D@ exp{i <s+/d”xﬁj(x)¢(x)>} .

Es posible pasar a trabajar en un espacio euclideo, si se realiza una adecuada continuacién
analitica en las coordenadas. Por ejemplo [8], si es M = M™" el espacio de Minkowski, haciendo la

prolongacién a tiempo imaginario ¢t — 7 = it, se obtiene:
2
o n—1 dp i 2 2,2 —
S=i [dt | d""x\/—g e — 0;00"p — ERp™ —m~p” | =

= /d(it)/d"‘lx\/—TJ [— (%)2 — 0ip0'p — ERY® — m%ﬂ = —/d"m VL,

donde ahora se escribieron todas las cantidades en signatura euclidea positiva, y se definié la

densidad lagrangiana euclidea
Ly = 0,00"p+ ERY* +m2p?.

La extensioén a espacio curvo euclideo es directa, reemplazando J, por la derivada covariante

correspondiente, y entonces la funcional generatriz se escribe como:

Z 3] =/D<p exp{— (S—i—/d"as\/ﬁj(a:)gp(x))} -
:/DSO exp{—/dnxﬁ (VueVFe + ERQ* + m?@? + j () @)} .

Para hacer el desarrollo semiclasico respecto a fluctuaciones cuanticas, efectuamos el cambio
de variables ¢ () = ¢o () + ¢ (x), donde g es la solucion a la ecuacion clasica de movimiento
(en esa configuracion, se extremiza la accion clasica) y ¢ es la fluctuacién cuantica respecto a esa
solucion.

Como la medida de integraciéon de la integral funcional es invariante ante traslaciones, se tiene

Dy = D¢, y la funcional generatriz es:

2= [P x|~ (stantal+ [ o vii@ @ +ow) |-

Desarrollando la accién hasta el orden cuadrético en ¢ y utilizando el hecho de que g es la

solucién clasica, se obtiene la siguiente expresion:
S o + @] = S [wo] + /d”x\/§¢ (=V,.VF+ER+m?) 6.

9



2. Regularizacion con funcion Zeta

De aqui podemos reconocer al operador diferencial D caracteristico de esta teoria, a partir del

cual calcularemos la acciéon efectiva, y es:

D= -V, V' +E(R+m? (2.2)

La derivaciéon hecha hasta aqui es general para cualquier métrica edclidea de fondo, con acopla-
miento arbitrario . Si consideramos el caso del espacio esférico S™ con acoplamiento conforme, la

densidad lagrangiana es:

n(n—2)
4a?

Lon = VupVio + ( + mz) P = V,uoVrp+ I 2,

a?

donde a es el radio de curvatura de S™, y se defini6 a la constante de acoplamiento adimensional

Gon = @ + a?m?. Esta se mueve con el flujo del RG de acuerdo a cémo varie el término

a’m?: se llamara limite UV al correspondiente a am = 0, y léimite IR al de am — oo. Cuando
am < 1, se obtiene una teoria unicamente de modos no masivos. A medida que los términos de
masa se hacen més importantes, se “activan” los modos masivos, y para am > 1, estos modos se
desacoplan, hasta que ya no quedan grados de libertad relevantes en la teoria.

Lo mismo ocurre en el caso del espacio hiperbdlico H™; alli, la constante de acoplamiento

-2
adecuada es g, = —""=2 1 2m? .

2.2 Nricleo de calor y funcién Zeta

El nucleo de calor K(t; x, y; D) es una funcién que satisface la ecuacion de calor homogénea,

definida para el operador D de segundo orden, del tipo de Laplace, como
(0: +Dy) K(t; 2,y D) =0 , K(0;x,y; D) =d(z, y).

En ese caso, la solucién se puede escribir K (¢; z, y; D) =<z | e P |y > .
Sies {®,} un conjunto completo de autovectores del operador D, con autovalores {A}, entonces

el nacleo de calor toma la formas:
K(t; z, y; D) = Y @3 (2) @ (y)e .
A

A partir de dicha funcién, se define la traza del ntcleo del calor:
K(t, D) = /d”x VIK(t; z, x; D) =Tr (e 7). (2.3)

En general, si la variedad en la que se estd trabajando tiene borde, el ntcleo de calor de-
ber& cumplir, ademés, condiciones de contorno adecuadas. En estos casos, existe una expansion

asintotica para la traza, en el limite ¢ — 0, que es [11]:

K(t, D)=yt ay (D) = t* > t"a; (D),

k>0 k>0

donde n es la dimension de la variedad, y ax (D) son los coeficientes del nicleo de calor. Dichos
coeficientes, generalmente, pueden expresarse en términos del volumen y de invariantes locales.

Muchas veces resulta més sencillo calcular los coeficientes y escribir la expansion asintotica de la

10



2. Regularizacion con funcion Zeta

traza, que hallar los autovalores del operador para calcular la expresiéon exacta, como se hard en
este trabajo.
En particular, los operadores diferenciales de segundo orden del tipo de Laplace pueden es-

cribirse de la forma:
D=—-¢g"vV,V,-E, (2.4)

con E un endomorfismo del fibrado vectorial sobre la variedad, en el que se define el operador. Si
la variedad M, de dimensién n, es compacta y no tiene borde, los coeficientes del niicleo de calor
con indice impar se anulan, y muchos de los deméas han sido calculados en la literatura [11], a

partir de invariantes locales. Los primeros dos se escriben como:

a0 (D) = (47) "2 /M &z /. (2.5)

az (D) = (47) ™" /M d"z /g {E+ ‘2} (2.6)

En muchas aplicaciones fisicas, existe una cantidad M? caracteristica de la teoria tal que la

traza del nicleo de calor, en su expansién asintética, queda escrita como:

K(t, D) = e M2 N " 124, (D) (2.7)
k>0

En estos casos, los coeficientes a calcular son los ay (D), que, si M conmuta con D, son los
coeficientes del niicleo de calor del operador D — M? . Veremos un ejemplo cuando abordemos el
problema del campo escalar masivo.

Otra funcién espectral util, estrechamente relacionada con el niicleo de calor, es la funcién Zeta
del operador D, que se define:

¢(s, D) =Tx (D) , (2.8)

valida para operadores positivos; puede extenderse la definicién para operadores con modos nega-
tivos, pero siempre habra que descartar los autovalores cero.

La funcién Zeta esta relacionada con la traza del nacleo de calor a través de una transformada
de Mellin:

C(s; D) dtt* ' K(t, D). (2.9)
ria

En el caso de trabajar sobre espacios compactos, existird una base completa de autovectores
de D, con un espectro discreto de autovalores {\;}, con degeneraciones d;, tal que cumple, entre
otras propiedades, que [12, 13]:

1. El espectro del operador es puramente puntual, no hay espectro residual ni continuo.

2. El espectro del operador es real, acotado por debajo, y positivo (a menos de un ntimero finito

de autovalores negativos).

3. Los autovalores forman una secuencia no decreciente \g < A3 < ... <A < Ap1 <.

11



2. Regularizacion con funcion Zeta

4. Féormula de Weyl: cuando ¢ — oo , los autovalores tienden a infinito de acuerdo a la

v G ()

donde M es el espacio sobre el que se define el operador, n es su dimensién, y w, es el

siguiente expresion asintdtica:

3o

volumen de la bola unitaria en R"™ .

Entonces, la traza del nucleo de calor y la funcion Zeta podran escribirse en términos de los

autovalores como sigue:

K(t, D)= die”™ (2.10)

((s, D) = ZdiA;S (2.11)

En virtud de las propiedades enunciadas para los autovalores, la traza estard bien definida para
t > 0, mientras que la funcién Zeta converge en la regién Res > 3 .
En espacio compacto, es facil mostrar que se satisface la relacion (2.9) entre la traza del nicleo

de calor, y la funcion Zeta; integrando adecuadamente en (2.10), se tiene que:

o0

(oo} (oo}
/dtts_l K(t, D) :/ ety e = Zdi/ dttsle i =
0 i i 0

0
S [T et = S [Tt
= dz/ dt e = di)\fs/ dtt’ e ' =

="l TN ="

=((s, D)T (s) , paraRes>g.

Por analogia con este resultado, cuando trabajemos con espacios no compactos se utilizara
(2.9) como definicion de la funcién Zeta. Veremos como hacerlo en el caso particular de espacios

hiperboélicos.

2.3 Regularizacion de la accién efectiva mediante funcién
Zeta

Definida la funcion Zeta del operador, es posible dar un sentido al determinante divergente, ya

que, para una matriz cualquiera A, de n X n, se tiene [12]:

In (det (e?)) = Tr (A).

A

Entonces, sies B=e4 = B™* = ¢4, y luego

d(B™*)
ds

= (—Ae*4)| _, = —A, por lo tanto, debe ser
s=0

d(B~*)
ds

In (det (eA)) =Tr(A)=-Tr [

d —s
|-y

12



2. Regularizacion con funcion Zeta

Entonces, por analogia con la ecuacion (2.11), dada la funcion Zeta de un operador diferencial

ordinario de tipo Laplace D, se define el determinante funcional del operador como [10] :
det (D) = exp (=¢' (0; D))

Si la funcion ((s; D) es analitica en s = 0, evaluando su derivada en ese punto, ya puede
asociarse ese resultado a la accion efectiva (2.1). Para eso, es necesario adimensionalizar el espectro
del operador D, de modo que la accién mantenga las unidades adecuadas.

Si se trabaja sobre una variedad compacta, existird un espectro disctreto (no negativo, o a lo
sumo con un namero finito de autovalores negativos) {\;} para D, y entonces la traza se calculara

sumando sobre los autovalores:

1 d 5 slnp
=75 dS(Z:(/\z) ! )

donde se anadi6é un factor de regularizacién p, con unidades de ;.
De esta manera, la acciéon efectiva en el caso de variedades compactas resulta:

W=~ 2 In(w)¢(0, D)~ 5 (0, D) (2.12)

Si la variedad no es compacta, al calcular la funcion Zeta aparecen divergencias debidas al
volumen infinito del espacio, por lo que la formulacién del problema involucra calcular una traza
de nicleo de calor por unidad de volumen, y con ella obtener la funcién Zeta correspondiente;

veremos esto en el caso particular de espacios hiperbolicos.

2.4 Analisis dimensional de las funciones espectrales

Se utilizardn en lo sucesivo unidades naturales, en las cuales ¢ = h = 1. Por lo tanto, en este

sistema, seran
L = [longitud] = [tiempo] = [energia] "' = [masa] .

El nucleo de calor K(t; x, y; D) surge de una ecuacion de difusion del tipo (0; + D) K = 0,
donde D es un operador de segundo orden, sobre una variedad Riemmaniana, y ¢ es un pardmetro
propio del problema (no corresponde con el tiempo usual). Como las derivadas segundas aplicadas
sobre K(t; z, y; D) tienen unidades de [longitud] > = L=2, necesariamente debe ser [t] = L2.

Si el espacio en cuestion es compacto, sabemos que la traza del ntcleo de calor se obtiene de
(2.10), sumando sobre factores del tipo e~**:. Como los autovalores tienen unidades [\;] = L™2,
el argumento ¢ \; de la exponencial estd adecuadamente adimensionalizado, y la traza no tiene

unidades. Luego, usando la definicién formal de la traza, encontramos:
[K(t,D)]=1,y K(t, D) = /d"ac VIK(t; z, x; D) — [K(t; «, z; D)) =L™",
donde n es la dimensién del espacio; el ntucleo de calor tiene unidades de [volumen]_l.
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2. Regularizacion con funcion Zeta

Con respecto a la funcion Zeta, trabajando en espacio compacto, ésta se calcula a partir de
(2.11), sumando sobre factores \;® = e~*m%_ Si es s = 0, la funcién resulta adimensional,
pero en cualquier otro caso no tiene sentido asignarle unidades, pues cambiarian con el valor de
s considerado. Formalmente, tanto s como A; no deberian tener unidades, para poder evaluar
adecuadamente el logaritmo y la exponencial involucradas. Es por eso que se agrega un factor p

con unidades de \;, y en la definicion de la Zeta se hace el cambio A\; — i/u:
—s /\z - s —
C(s, D)= di(A)™" = Y d; (M) = w(s, D), (W] =] =L

De aqui en adelante, se calcularé la funciéon Zeta como fue definida en la ecuaciéon (2.11), sin
preocuparse por las unidades de los autovalores, pero teniendo en mente que en el resultado final
habra que incluir el factor p®. De hecho, en la expresién (2.12) para la accion efectiva regularizada,
aparece explicitamente este factor multiplicando a la (0, D); si el operador no presenta mayor
comportamiento patologico (como podria ser la presencia de modos cero), y se esta trabajando
sobre variedades compactas de dimensién impar, ese término se anula y la accion efectiva queda
bien definida, en cuanto a que no depende del pardmetro u, que no tiene sentido fisico.

En el caso de trabajar en una variedad Riemmaniana no compacta, pueden aparecer divergencias
proporcionales al volumen al calcular la traza, o la Zeta, por lo que hay que hacer un tratamiento
més cuidadoso.

En particular, entre las variedades no compactas, consideremos el espacio hiperbdlico H™.
En ese caso, el espectro del operador es bien conocido [14], y existe un continuo de autoval-
ores {\(k), k > 0} que dan lugar a una base de autofunciones normalizables, en las cuales puede
desarrollarse para calcular el nucleo de calor K(t; x, y; D), que vimos que tiene unidades de
[volumen]_l. Ademés, por tratarse de un espacio homogéneo, al calcular los elementos diago-
nales del nticleo de calor, serd K(t; z, x; D) = K(t; 0, 0; D), y la traza diverge como el volumen

de H". Por eso, en lugar de trabajar con la traza, se utiliza la siguiente funcion:
K(t;0)=<0]|e ™ |0>,y [K(t0)]=L"

En la literatura [14] se conoce a K(t; 0) como “funcién de particion”. Dada una base de

autofunciones adecuadamente normalizada, resulta:

o _ 2"°T(3)

.m _ _ Cn > —t A(k)
K(t; 0>_7a”ﬂn_1/0 e w(k)dk Q. A (2.13)

— 27""/2
n—1 = T(n/2)

es el volumen de la esfera unitaria de dimension n — 1), p (k) es la llamada medida de Plancherel y

donde ¢,,, Q,_1 son factores constantes, que dependen de la dimension del espacio, n (€

hace las veces de las degeneraciones de los autovalores A(k) (es una densidad de estados); a tiene
unidades de longitud, y es quien da las dimensiones correctas a la funcion de particiéon (a veces lo
llamamos “radio” del espacio, por razones que quedaran mas claras en el capitulo 4). Asi escrita,
la funcién K (t; 0) tiene exactamente la misma forma que la del espacio chato R™ (ver Apéndice
A), donde A (k) y u (k) seran los autovalores y densidad de estados correspondientes.

Luego, se define la funcion Zeta mediante K(¢; 0), a través de una transformada de Mellin
(igual a como se hizo antes con la traza del nicleo de calor):

((s, D) = ! /OO dtt*~1K (t; 0) (2.14)

(s) Jo
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2. Regularizacion con funcion Zeta

y las dimensiones de esta funcién seran:
[C(s, D)) = [af] [1] 7" [1]" [K (£, 0)] = L.

Al igual que antes, la funcién Zeta estara adecuadamente adimensionalizada introduciendo un
factor p y haciendo el cambio ((s, D) — u*((s, D), pero ahora el resultado tendra unidades de
[volumen]_l, la accion efectiva calculada con esta funcién Zeta asi definida serd por unidad de

volumen.
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3 Campo escalar sin masa con acopla-

miento conforme en espacio S°

3.1 Generalidades de S®

El espacio esférico S? constituye una variedad Riemmaniana, definida como una hipersuperfice

inmersa en el espacio euclideo R*:
S3={zeRz?+y?*+ 22 +w? =d? a>0}.

La meétrica de la esfera viene inducida por la correspondiente métrica del espacio plano en que

estd inmersa. Parametrizando a la hipersuperficie como
w=acosy, z=asiny cosf, y=asiny sinf sinp, x =a siny sinf cos ¢,

donde ¢ € [0,27], 6 € [0, 7], x € [0, 7], la métrica es diagonal y se escribe

1 0 0
(guw) = a®>| 0 sin®y 0 ds?® = a? (dX2 +sin? y (d92 + sin? Gdch)) )
0 0 sin®ysin®6
(3.1)

Siendo que la esfera es un espacio maximamente simétrico, el tensor de Ricci resulta propor-

cional a la métrica, y es facil calcular el escalar de curvatura:

2 6
R= =" g = 5. (3.2)

La esfera S3 es una variedad cerrada (compacta y sin borde), y ademés, como toda variedad
con curvatura constante, es conforme al espacio chato. En efecto, consideremos el espacio chato
R3. En coordenadas cartesianas, la métrica alli es diagonal, y es igual a la identidad 13 de 3 x 3,

por lo que el elemento de linea se escribe:
dsQ‘]R3 =de? + dy? +d2* = dr® + 12 (d92 + sin? 9dg02) ,
donde en la ultima igualdad se hizo el cambio a coordenadas esféricas (r, 8, ¢), mediante la trans-

formacion z = r cosf, x = r sinflcosp, y = r sinfsing, con r € [0,+0), § € [0,7] y ¢ € [0, 27].
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3. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio S°

En adelante se usara la notacion convencional dy ? = df? + sin 26dp? para el elemento de linea
sobre la esfera unitaria de dimensién 2 .

Entonces, proponiendo el cambio r = ¢/tan(¥), con x € (0,7) e identificando 7 (7) = 0 y
r — 400 cuando y — 0, se obtiene:

ds? |, = (_2sin2a(x/2)>2dx2 + (@)2@22 _

Cl2

- 2 2 Q0 2 _
Tsin? (v2) [dx? + sin® x d€22 7]

1

= e o) ds®| g, . (3.3)

Por lo tanto, la métrica de la esfera S3 esta relacionada con la del espacio chato R? mediante
‘s . -1 . s -
la funcién w” (z) = (4 sin? (x/2)) ", que es siempre positiva, suave y no nula en todo su dominio

€ (0, ], de modo que

ng|R3 = W2 (aj) guu‘ss -

Cabe destacar que el resultado anterior puede generalizarse trivialmente a esferas de dimension
arbitraria S™, notando que, en coordenadas hiperesféricas, el elemento de linea del espacio chato
R™ tiene la forma

ds®| s = dr? + r?dS;

n—1>

donde ahora dQ2_, es la métrica de la esfera unitaria de dimensiéon n — 1. Basta con hacer el
mismo cambio de antes, sobre la coordenada radial, para obtener el elemento de linea de la esfera
5™, multiplicado por la misma transformacién conforme (de Weyl) w? (z).

3.2 Nicleo de calor para el laplaciano conforme en S*

Sea el operador diferencial D el laplaciano conforme, definido sobre la esfera S como:

R R
D=A+ 3 =—g""V,V, + 3" (3.4)
En el marco de la Teoria Cuéantica de Campos (QFT), corresponde a un campo escalar sin masa
(m = 0) y con acoplamiento conforme a la gravedad (E = 4(’:;21) = %) El operador A se conoce

como laplaciano minimo.

Se sabe de la literatura (ver [15], o se puede consultar su demostracion en el Apéndice B) que
existe una base de autovectores {¢;} para A, con autovalores \; = £ .(I+2) y degeneracion d; =
(I+1)2, donde I€ N (se incluye al cero). Respecto al laplaciano conforme D, este operador presenta
exactamente el mismo conjunto de autofunciones {¢;}, pero con los autovalores trasladados de

acuerdo al factor conforme:

Déy — (A+§>¢l (Al+§>¢nm¢1,

17



3. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio S°

donde escribimos los autovalores como:

_E R_R|3 _Bp 31 _
M=2ll+2)+5 =5 [4+1(z+2)} : {z +2z+4]

R s 1

_6[(z+1) 4} , leN. (3.5)

Conocido el espectro del operador, la traza del nicleo de calor se calcula usando (2.10) :

oo

K(t) _ idl eft/l, _ Z (l + 1)2 eft%[(l+1)27i] . (36)

=0 =0

Para analizar el comportamiento de la suma, es conveniente reescribirla haciendo el cambio
l—1+1:

K= 3Rt e S e
=1 0

donde, en la ultima igualdad, se anadi6 el término con [ = 0, que vale cero, y se escribi6 explicito
el valor del escalar de curvatura R. Asi escrita, la serie resulta convergente siempre que ¢ # 0, pero
para valores pequenos d.e ¢, no esta claro el limite, debido al producto ¢.12, donde ! toma siempre
valores cada vez més grandes. Entonces, para analizar “tiempos” pequenos, buscaremos invertir el

factor con ¢ del exponente, usando la funcién Theta de Jacobi [16]:

oo
O (z,z) = Z e T TN e Cop > 0. (3.7)
n=-—o0o
Antes de eso, necesitamos escribir la suma en K (t) tomando valores negativos de [, lo cual no
es problema ya que solo aparecen potencias pares del mismo y, ademés, el término con [ = 0 se

anula. Entonces, se obtiene:

K(t) = e/*” 212 S L %et/““Q Z o L
=0 l=—0c0

El factor multiplicativo [? puede quitarse aprovechando que ese mismo factor aparece en el
argumento de la exponencial. Puede definirse una funcién auxiliar

oo

_ - —a%lz d _ t 2 —0¢L2l2
fla)= Ze a éﬁf(a)ffg Zle PR

l=—o00 l=—00

Luego la traza del nucleo de calor,escrita en términos de esta funciéon auxiliar, es:

(3.8)

_ 1 t/4a2 a2 d
KO =5 (-5) gt @

a=1

Ahora si, trabajando con la funcion f («), podemos usar la formula de inversion de la funcién
Theta de Jacobi [16]:

O (2,2) = %6“%9 (z 1) . (3.9)

iz’ x
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3. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio S°

En el caso que z = 0 y poniendo x = a2’ obtenemos la funcion f(«), y resulta:
at at wa? ma? x2a2
e —n?ef 0,— | =4+/—©6 ot
-y o 0.5 ) =V - Y e
n=—oo

Llevando esto a la ecuacion (3.8), se obtiene:

e 2,2
_p2 n%a
(& at

n=-—oo

k() = U Vi o

[ aVm e g B
N 2 R da

“Tiempos” pequenos

()5
2

a=1

L
()

Para t — 07, la suma entre corchetes en (3.10) se reduce a:

(3.10)

a=1

e 1r2a2 ""2‘12
Z e IE =1+ Z e %S ~ 1 cuando t < 1. (3.11)
= n>0

Entonces, la traza a tiempos pequenos se escribe:
K(t) ~ adym\ e’ d [ 1 o alyT e 1
- 2 2 do [Val|,_, 2t 2a°/

Por lo tanto
K(t) ~ (4mt)" e/'® (27%%) | t< 1. (3.12)

a=1

Esta expresiéon corresponde entonces a un nicleo de calor “local”, luego de transcurrido un
tiempo de difusién pequerio.

Comparando con la expansion asintotica (2.7) esperada para la traza, tenemos el factor =2
adecuado para dimensién 3, el factor exponencial con M? = —ﬁ , y como no hay otras potencias
de ¢ presentes, concluimos que todos los coeficientes del ntcleo de calor se anulan, excepto ag (D) =
(47) "% Vol (53), donde reconocemos a Vol (S3) = 2x%a3 como el volumen del espacio esférico.
Este resultado es consistente con los encontrados en la literatura [11].

La solucién completa para tiempos arbitrarios implica tener en consideraciéon todos los términos
de la sumatoria, lo cual puede interpretarse como debido a efectos de la topologia de la variedad
sobre la cual se realiza la difusién: siendo la esfera S3 un espacio compacto, una particula que
evoluciona de acuerdo a una ecuaciéon de difusién puede dar un nimero cualquiera de vueltas
alrededor de la misma, antes de volver al punto inicial. Al aumentar el tiempo de difusion, aumenta
también la cantidad de vueltas a la esfera, y las contribuciones “topoldgicas” son cada vez maés

importantes. Este mismo resultado fue obtenido en trabajos anteriores [15].

Solucion completa - “Tiempos” grandes

Podemos desarrollar un poco maés la expresion (3.10), a tiempo arbitrario ¢ > 0, si efectuamos

la derivada término a término sobre la sumatorias:

n2 m2a? d 1 Oo_n2ﬁ2a2
i e (2= )] - (e )




3. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio S°

1 1 o= 2 a2 2 d [ 2 ata?

n=1
e 2.2, 2
- _n27'ra 2 n-m-a _n27r2a2_
) ( Z ) Va X am ¢ EE)

Para llevar este resultado al célculo de la traza, habra que calcular F'(1):

1 o 2 =22 = n?ra? 2 ox2a2
_ 5 + nzl e z + 2 Z : e t —

n=1

—<1+2Ze n? >+ > el st

F(1)

n=—oo
1 . n2r2q2 2 x242
= 3 Z e 72 Z e ™ Tt | =
n=—oo n=—oo t
1 & 2m2a’n? 2 242
= —— 1—- —— I
) X (1)

Finalmente, llegamos a la siguiente expresién para la traza del niicleo de calor:

3 %/4a? > 9120202 2
k() = (<57 S P = ) () e 3 (10 ZEE ) ot

n=—oo

(3.13)

Este ultimo resultado incluye los efectos locales, siendo que a tiempos pequefios reproduce el
comportamiento visto antes, y ademads contiene las contribuciones “topolégicas” en la sumatoria.

Sin embargo, asi escrita no permite analizar lo que ocurre a tiempos grandes, debido a que en la
suma los factores dominantes son del tipo é e~""/t. Para estudiar ese limite, alcanza con recurrir
a la suma con la que originalmente definimos la traza del nicleo de calor, en la ecuacion (3.6):

1

Z l+1 Fle+n?-4] Zn e a2 (n*-1%) — 0 cuando t = 400 .
1=0

Puede notarse que el resultado anterior es general para la traza del niicleo de calor de cualquier
operador D con autovalores estrictamente positivos, ya que el calculo involucra sumar funciones

—t.A,

del tipo e . A diferencia de lo que ocurre para el laplaciano minimo, donde el primer autovalor

es nulo y la traza del nicleo de calor tiende a 1 en el limite de tiempos grandes, al afiadir el factor
conforme se eliminan los modos cero del operador, se tiene A; > 0 para todo [, y todos los términos

de la suma decaen exponencialmente; la traza se anula para tiempos grandes.

3.3 Funcién Zeta y accion efectiva en S?

Pasamos a calcular la funcion Zeta correspondiente al laplaciano conforme, (2.11):

N () =S R A P e S Y
_;dz(/lz) —;(1—1—1)2 |:6 <(l+1)2 4):| - ; [<l+1>2_i}(3 )

donde se puso explicito el escalar de curvatura, usando (3.2).
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3. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio S°

Interesa utilizar esta funciéon para regularizar la accion efectiva, por lo que habra que analizar
su comportamiento, y el de su derivada, en s = 0. Asi escrita, la funcién sélo existe para valores
suficientemente grandes de Re s, donde la suma converge, asi que habra que prolongarla analitica-
mente a fin de poder evaluarla en valores cercanos a cero. Para eso, trabajamos un poco méas con
la suma; sumando y restando /4 en el numerador y cambiando el indice de la suma an =1+1, se

tiene:

e} 1 —s+1 o) 1 —s+1
siendo G(s) = n? — ) = n"2t2 (1 - .
w=3(-3) % ny

Los factores entre paréntesis de la suma para G(s) pueden desarrollarse haciendo uso de la

generalizacion del desarrollo de binomio [17]:

e o= kt+s—1)\ . =T(s+k) ,
]_— = = e — ]_ C. -]-
(1—2x) k5_0< L >x 2 () ¥, |zl <1, s€ (3.15)

Poniendo & = 1/4n?, el desarrollo es vélido para todo n = 1,2,... y la funcién G(s) se escribe

comao:

= ZT(s+k—1) ok ZT(s+k—1)__ =
G(s) = 2542 9 _ 9—2k 25—2k+2
(=2 n R (s —1) KD (5 — 1) > n ’
n=1 k=0 k=0 n=1
donde en la ultima igualdad se intercambi6 el orden de las sumas, aislando los factores que solo

dependen de n. Luego, podemos reconocer en la suma encerrada entre paréntesis a la Zeta de
Riemann [17]:

Cr(s)=) n"*, Res>1, (3.16)
n=1

que puede extenderse analiticamente a todo el plano complejo, resultando en una funcién mero-

morfa, con polo simple en s = 1. Llevado al calculo de G(s), es:

o0

[(s+k—1)

Gls) = "~ kIT (s — 1)

272k ¢p (25 + 2k — 2) .

En el limite s — 0, los factores correspondientes a las zetas (g (2k — 2) estan bien definidos
para todo k € N, pero no asi los factores de las funciones Gamma I' (k — 1), que divergen para
k = 0,1, y al estar divididos por un factor I" (—1), el limite resulta indeterminado. Sin embargo,

trabajando a s suficientemente grande, es posible invertir estos factores, usando la igualdad [17]:

r(A+1) kD (=A+k)
= (1) —— 1
Fr(A—k+1) (=1) r(=x) 7’ (3.17)
valida para A ¢ Z. Si ponemos A = s + k — 2, se obtiene:

T(s+k—1) I(2-s)
T(s—1) _(_1)k1“(2—5—k) ‘
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3. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio S°

Podemos usar la igualdad anterior para analizar la funcion G(s):
(D' Te—s)
G(s)=)_ T F(Q_S_k)gq(zwrwf 2)

k
o0 k _s
6o+ 1) =Y S s 2m)

En el limite s — 0, las dos sumas de arriba se cortan a partir de algin valor de k, para los
cuales los factores del tipo 1/r(a—k) se anulan, y, entonces, llevado a la ecuacion (3.14), es facil

calcular la funcién Zeta del operador, en ese valor de s:
1
C(s—0)=G(0)+ ZG(l) =

puesto que (g (—2n) = 0 para n € N; dicho resultado es consistente con el resultado general para
variedades compactas de dimensién impar. Esto garantiza que, al utilizar la funcién Zeta para
calcular la acciéon efectiva, desaparezca la dependencia en el factor u que anadimos para mantener
las dimensiones correctas (ver ecuacion 2.12).

Con esto en mente, seguimos trabajando con (3.14):

¢ (s) = a® {G(s)JréllG(squ)} =a% {Z ( 41) k!FF(;Q_SEk)CR(QerQkQ)Jr

k=0

< (—1)F T(1-s) B
£ AT T (1 _S_k)CR (23+2k)} -

0 9s (-1)* [(2-s —1)" T(1-s)
=a7r (25 =2 +a kzzo{_ g (k+1)!(r(1)sk)+(4k+)1 k!F(lsk)}CR(25+2k)

+

donde se extrajo el término con k = 0 de la primera suma y se agruparon los demas dentro de una

unica sumatoria. Luego, sabiendo que I'(2 —s) = (1 —s)T'(1 — s), es:

Cr (25 + 2k) =

o W[ (0=9)] (D' Ty
C(s)=a**Cr(2s—2)+a ’;J[ld_(k+l)!:| AT T (1—s—k)

Tk+1-—(1-9)](-D)F T(1-s)
_ 25 _ 2s
=aCr(2s =2 +a kz%{ (k+1) } ST (1—s5— k)
0o k

F(lf)
— 2s 2 _2 2s )
=a“*Cr (2s )+a kZ:O '4k+1 T —s—#

e e (D) I'(l-s)
ta Skzzozlkﬂ(k+1)!r(1—s—k)CR(28+2k) ‘

Cr (25 + 2k) =

CR (25 + 2]€) +

Ahora, en la primera suma, podemos volver a usar (3.17), esta vez con A = s+k — 1, y entonces

. (1-s) I'(s+k) I'(s+k) ) . .
~1)" = = A 1 =
(-1) TH—s5-F) T (s) ST GTl) demaés, en esa misma suma el término con k =0

se anula, entonces:

C(s)=a*Cr (25 —2) +
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> k T(s+k ve 1)* r(1—
+s {“%;4%1(“1);&81154 (25 +2k) +a Z4k+(1 k)+1)'F( Sl )CR(25+2k)}
=a*(r (25 —2) +sA(s). (3.18)

siendo A (s) la funcién entre corchetes. Dicha funcién es finita y bien comportada en el limite
s — 0. Ademas, asi escrita la funcién Zeta, es claro que se anula en s = 0, tal como habiamos
obtenido anteriormente.

Con la funcién Zeta calculada explicitamente, podemos calcular su derivada y usarla para

regularizar la accion efectiva, segin la ecuacion (2.12):
1 1 d
W= =3¢ (0) = 5 (r) ¢ (0) = —5 ~C6)|

donde ya se us6 que ¢ (0) = 0. Como esperabamos, el factor p anadido para mantener las dimen-
siones adecuadas, desaparece en el limite s — 0.

Derivando la expresion en (3.18), resulta:
¢ (s)= (aQS)/ Cr(2s —2)+0a** 2R (25 —2) + A(s) +sA (s) — 20k (—=2)+A(0). (3.19)
s—0
Para la derivada de la zeta de Riemann, se sabe de la literatura [17] que:

(—1)" (2n)!

(2w =

Cr(2n+1) ,neN. (3.20)

Evaluando en n = 1 se obtiene:

(r(=2) = ——5Cr (3)-

47r2

Para calcular A (0), habra que volver a su definicion:

25 | X k I'(s+k 1)* T(l—s
A=« ,;4’““ (k+1)zp25+1§C (25 +2%) +Z4k+<1 (k:)+ 1)|F(1(5)k)CR (25 + 2k)
e k
Z4k+1 k;+1 R (2F) +Z4k+1 |p(1_k)CR (2k) .

En la segunda suma, todos los términos para k > 1 se anulan, y en la primera podemos usar
que kT' (k) =T (k+ 1) = k!, y se obtiene:

> k! 1 1 < 1
0) = ; m@% (2k) + ZCR (0) = ”3 + ; m(}{ (2K) .

La sumatoria sobre las funciones zeta converge a un valor finito, a partir de la relacion [17]

_22n+1) n—1
CR@n+1)+> [+-] , neN.
k=1

Evaluando en n = 1 , tenemos la soluciéon para la suma en cuestiéon:
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3. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio S°

1

> 7
— s 24— Ch(3). 3.21
Z‘; k+1 2% 5 2455k 0) (3.21)

G (-2) = 1 5Cr (3)

= 1 1/1 In2 7
A0)=—=+-= —In2+ — =——+4+—Cr(3).
O=-5+7(3-1m2+ ) =22+ L
Llevando todo esto a la expresiéon obtenida en (3.19), resulta que la accién efectiva para un
campo escalar sin masa y con acoplamiento conforme, sobre la esfera S2, es

A0) 1 In2

L _
W:—§C (0)—_CR(_2)_T = RCR (3)4‘?— 6.2

Cr(3)

=2 (). (3.22)

1672

Este resultado coincide con los encontrados en la literatura, por ejemplo, en [5].
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4 Campo escalar sin masa con acopla-

miento conforme en espacio H?

4.1 Generalidades de H*®

El espacio hiperbélico H? se construye por inmersién en el espacio de Minkowski M*, con

signatura (+ — ——), de la hipersuperficie definida como:

H? = {z e R*/a? — 2} — 2} — 2] = d®, a > 0}.

Haciendo el cambio a las coordenadas (y, 8, ¢) de la forma

x1 =acoshy, xo = asinhy cosf, r3 = asinhy sinf cosy , x4 = asinhy sinf sin ¢
donde y € RT, 0 € [0, 7], ¢ € [0,27], la métrica se escribe:

1 0 0
(gu) = a®>| 0 sinh®y 0 ds? s = a? [dy2 + sinh?y (d92 + sin? F)dgaz)] .
0 0 sinh? y sin’ 6
(4.1)

Poniendo y = iy, se puede ver que el elemento de linea de H? es el mismo que se obtiene para

la esfera S3, a menos de un signo:

2
ds2‘H3 =a? [(1) dx? + sinh? (1){) (d6* + sin® HdeQ)] =
= —a? [dx2 +sin? x (d02 + sin? 9dcp2)] =— d52|53 .

Puede ser instructivo realizar esta derivacion de otra manera, escribiendo y = ¢/a, donde
el nuevo parametro o lleva unidades de longitud; estas coordenadas son llamadas coordenadas
geodésicas polares, y o es la distancia al origen, medida sobre la curva geodésica [14]. En esas

coordenadas, el elemento de linea resulta:
ds2|H3 = do? + a® sinh? (f) (d€2 + sin? Hdgoz) .
a

Haciendo el cambio a — ia, se obtiene

) (d92 + sin® 0dg02) = do? + a®sin® (f) (d92 + sin? 6 dgp2) ,
a

. g
d52|H3 = do? — a®sinh? (_—
ia
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4. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio H>

y volviendo a variables adimensionales, con x = /a, la expresion final es:
d52|H3 = a?dx? + a®sin® (d6’2 + sin® 9d<p2) = d52|53 .

Entonces, a través de una “complexificacién del radio”, obtenemos la métrica de la esfera sobre
el espacio hiperbdlico, y viceversa; el espacio hiperbélico constituye una “esfera de radio imaginario
puro”. Para pasar de la métrica de H? a la de S3, habra que cambiar el radio como a — ia, y
transformar las coordenadas de acuerdo a eso.

Calculando el escalar de curvatura para H?, resulta que es el mismo que para la esfera, en la

ecuacion (3.2), nuevamente a menos de un signo:

6
Rpgs = —— = —Rgs .

a?
Otra vez, podemos notar que recuperamos el escalar de curvatura de la esfera haciendo el
cambio a — ia.
Al igual que la esfera, el espacio hiperbélico es maximamente simétrico, y conforme al espacio
chato: recordemos que, de acuerdo a la ecuacion (3.3), el espacio S? es conforme a R3, de la forma,

1
Juvlgs = w* (2) g g W () = =~

 4sin® (x/2)
donde se usaron las coordenadas hiperesféricas = (x, 0, ¢) .
Si, como antes, pasamos a las coordenadas ¥ = (o, 0, ¢) mediante la transformacion xy = 2,y

pasamos a “radio complejo” mediante a — ia, se obtiene que:

Grlgs = 0 (&) (gl ) W (F) = m (4.2)

2ia
Escribiendo y = £ obtenemos la transformacién conforme entre H? y R3:

1
2/~
w (:L‘ = 74 -
" y
4 sinh (5)
A diferencia de la esfera 53, el espacio H? es no compacto, y entonces no puede definirse un
volumen finito para la totalidad del mismo. Este contraste entre las topologias de los dos espacios

serd crucial en el célculo del ntucleo de calor, como veremos mas adelante.

4.2 Nicleo de calor para el laplaciano conforme en H*

Pasemos ahora a estudiar el caso de un campo escalar sin masa y con acoplamiento conforme

(ver ecuacién (3.4)), sobre el espacio hiperbdlico H3. El problema de autovalores en cuestion es:

Rys
D(bzglm = (A + 8 ) (bzglm = AE (bE;lm -

Se puede mostrar, de acuerdo a [18] y como esté calculado en el Apéndice B, que a partir de

los resultados conocidos para el laplaciano en S® y haciendo la rotacién y = iy, la ecuaciéon de

autovalores del laplaciano minimo en H? es
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4. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio H>

G

k a2

A¢‘15;l7ﬂ = AE (bzglm ’ ’
donde k solo dar4 lugar a autofunciones normalizables si es k> 0; el espectro de autovalores esta
acotado por debajo, y barre sobre A\ > 1/a> . En ese caso, la funcién espectral (o densidad de

estados) es:

~ 2
r (zk n 1) o
ﬂ(k>: —— | =ik [P=k.
r (ik)
Luego, conocidos los autovalores para el laplaciano minimo, es facil calcularlos para el caso

conforme:

a 8 a a? a2

e ) e ) B )-8 A () e
(4.3)

Respecto a lo que ocurria en la esfera, los autovalores son similares en su forma, pero en este
caso el espectro es continuo y acotado por debajo en el valor Ag = 1/142, mientras que en S* el
espectro es discreto y el menor de los autovalores es Ay = 3/4a2.

Las autofunciones de D son las mismas que para el laplaciano minimo A, y la densidad de
estados también. Entonces, siendo el espacio hiperbdlico no compacto, no calculamos la traza del

nucleo de calor sino la “funciéon de particion” (2.13):

o0 = 0 E2+l) —% S %2
S G —t.A(k) (N) ~ 1 72 —t(if 7€ 4a T2 —t%s 7
K(t; 0) = e k)dk = k“e dk = k*e dk |
( ) GBQQ/(; H 271—20/3 0 ¢ 27T2a3 0 ¢
donde se pusieron explicitos los valores c3 = %, Qo = 47 correspondientes a la dimensién del
espacio n = 3.
En adelante, cuando se hable de la traza del nicleo de calor para un espacio hiperbélico, se

estard haciendo referencia a esta funcion particular. El resultado es:

t t
vy oo %2 a2 00 3 - —
Kt 0)=5"" [ Retog=2"" L) Rk =
0 o\t

2m2a3 2m2a3
t
e [a? i
T oom2ad \ 2 )\ 4
¢
= (4nt)" 7 e 1 (4.4)

Esta solucion es exacta, valida para todo ¢t > 0. A tiempos pequenos, presenta la misma forma,
funcional que la traza del niicleo de calor local en S®, calculada en (3.12), ya que ambas son de la
forma (47rt)_3/2 e%'t, siendo la curvatura positiva en la esfera, y negativa en el hiperbdlico. Asi,
se puede obtener el resultado de la esfera haciendo a — ia en el hiperbolico (y viceversa). Sin
embargo, a tiempos grandes, las contribuciones “topolégicas” que aparecian en S3 no influyen en
H?, debido al caracter no compacto del mismo. Operativamente, no alcanza con “invertir” el signo

de la curvatura en la esfera mediante el cambio a — ia para obtener el resultado correspondiente
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4. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio H>

en el espacio hiperbdlico, la traza del nticleo de calor es sensible a las propiedades topolégicas del
espacio.

Notemos que, si quisieramos comparar la expresion para la traza obtenida en (4.4), con la
expansion asintética (2.7), el andlisis serfa muy similar al caso de S3, pero con M? = ﬁ y
coeficiente ag (D) = (47r)_3/2 . Sin embargo, de acuerdo a lo referido en [11], dicho coeficiente

deberia ser proporcional al volumen del espacio, segtn la ecuacion:
o (D) = (47r)*3/2/ d*x\/g.
H3

La integral en ao (D) da el volumen del espacio hiperbolico, que es divergente. Pero recordemos
que la traza calculada aqui fue definida por unidad de volumen, segin (2.13), justamente porque
el volumen del espacio aparecia factorizado, y siendo H> no compacto, no iba a ser posible obtener
un resultado finito. Formalmente, la traza del nacleo de calor para el espacio hiperbolico se escribe
como K (t) = Vol (H®) K(t; 0) , y esto si es consistente con [11].

4.3 Funcién Zeta y accién efectiva en H3

Se calcula la funcion Zeta a partir de la definicién dada en (2.14), usando (4.4):

1 s—1 L > s—1 —3/2 —% —
¢(s) = <s>/0 dtt°" K (t; 0) = F(s)/o dtt®~ (4rt) e 4a® =
47")_3/2 s—1-3 —15 _ (477)_3/2 > 2 oys—1=% s394 _
T (s) / dtt e 4a ﬁ/@ du (4a ) (4a ) u e Y=
) 3

Nl T o Y YRR o CRak |
=y, A )T

donde en la segunda linea se hizo un cambio de variable a u = t/4a> y luego se uso la definicion de
la funcion Gamma (a través de la integral impropia). Se obtiene asi una expresion exacta para la
funcion Zeta, que es bien comportada excepto para s = 3/2 — n, n € N, en donde presenta polos
simples. En particular, es analitica en s = 0, asi que ya podemos usarla para calcular la accién
efectiva.

Sera tutil usar que I' (2 + 1) = 2T (z) para reescribir la funcién Zeta como:

3 I'(s—

3
C(s)=s(4m)~"? (4a%)" 2 M : (4.5)

Entonces, queda claro que ¢ (0) = 0, tal como ocurria con el laplaciano conforme en S3, y
nuevamente el factor de regularizacién p es removido en el limite s — 0.

La accién efectiva (por unidad de volumen) sera:

_ 14 _ (mtd 3 T(-9)]| _ 7% 53T (=5) _
W= 5%4(8)820_ 2 ds[ (4a%)° T+~ 16 (1%) r(1)
o5 (4 ___ 4 _
BT (3ﬁ) T T3 x1281a®
= - (4.6)
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4. Campo escalar sin masa con acoplamiento conforme en espacio H>

Llegado a este punto, se puede notar que el resultado obtenido difiere significativamente de
aquel calculado en (3.22) para la accion efectiva en S3. Si bien es facil reconocer el factor 272a?
como el volumen del espacio esférico, y podriamos intentar relacionar la acciéon efectiva (4.6) con
la de la esfera haciendo a — ia, no se evidencia ninguna similitud. Veremos en lo que sigue que,
bajo ciertas condiciones, esto si ocurre si se introduce masa no nula a la teoria, a pesar de perder

la invariancia conforme.
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5 Acciones efectivas para el campo
escalar masivo con acoplamiento

conforme en S°y H?

5.1 Espacio S°

Si agregamos masa no nula al problema del campo escalar, el operador diferencial a considerar

sera:

D:A+§+m2. (5.1)

Nuevamente, la base de autofunciones sera la misma que para el laplaciano minimo, pero ahora

con los autovalores trasladados como:

_ R s 1 3 s 1 2 1 9 o
Al_)\l+8+m =3 [l(l+2)+4]+m = {(l+1) 4+am , (5.2)

y las degeneraciones d; = (I + 1)2 son las mismas de antes.

Entonces, la traza del nicleo de calor es:

oo o0
_ 1 2 .2 ,L _ 1 2 _ ot
K( ) tD 2 : 1+ 1 (l+1) T+a“m ] —e 2 14+a?m? § : (l+1) _
=0 =0
= *LZ ~itatm’] Zn e —=nt 7% [-3+a®m? n2e” ez -
n=—oo

;e;z[wm?]( t) (i )

e invirtiendo el exponente en la sumatoria con (3.9), se obtiene que

K (t) = (adf) e_[;/"'n] d <\F Z )

Hasta aqui el cédlculo es muy similar al realizado en el capitulo 3 para el laplaciano conforme;

a=1

(5.3)

a=1

L. . . _ 2 T ., .
la tnica diferencia es un factor e~ %" que multiplica a toda la expresién. El comportamiento para

“tiempos” pequenos t < 1 es el mismo que en el caso conforme, y lo mismo ocurre a “tiempos”
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

grandes. Sin embargo, ya puede verse el efecto del término de masa, en el caso de “tiempos” chicos:
en ese caso, de acuerdo a (3.11), sélo es relevante el término con n = 0 de la suma, y la traza queda

escrita como:

Ct 12,2

K(t) ~ (_a?’f) c [t;:a " (—;) = (471'75)_3/2 e~ az[~ita’m’] (2m%a®) (5.4)
Si tomamos m = 0, este resultado es exactamente igual al obtenido en (3.12). En aquel caso,

pudimos ver que, siempre en el limite de ¢ < 1, las trazas del ntcleo de calor en S y H? coincidian

en la forma, a menos de un signo en el escalar de curvatura. Veremos que lo mismo ocurre en el

caso masivo, controlando los signos relativos mediante la inclusién del “radio complejo” ia.
Pueden hacerse las mismas consideraciones que en el caso de m = 0 respecto a la expansién

2 1

asintética (2.7), poniendo en este caso M? =m? — 713 .

5.1.1 Funcién Zeta y acciéon efectiva

Pasamos a calcular la funcién Zeta en el caso masivo; intentaremos el mismo procedimiento que
en los casos anteriores, partiendo de la ecuacion (2.11) y utilizando los autovalores correspondientes

(5.2); de nuevo, la suma seré convergente para Res suficientemente grande:

(s) = ;di (A)~° = i (1+1)° Lllg ((l +1)° - i + anQ)} T

=0

oo —s o 1_ .2 2 s
:azsznz [nz_jl+a2m2] :azs;n2 [nz <1_(4 T;m))] _

n=1

— g2 i n2-2s [(1 _ (i—na;n’LQ)>‘| ) . (5.5)
n=1

Para volver a usar el desarrollo de binomio en los términos entre paréntesis, es preciso que:

%—am2
3 <1 Vn:1,2,

n

O bien, lo que es lo mismo, que:

1
c12m2—4’<n2 Vn=12...

Entonces, esta técnica sélo podra usarse, en principio, en un régimen de am pequeno, y la

maxima cota posible seréa:

1
a2m2—4‘<1§n2 Vn=12,...

3 5
S <ad®mP<S = a*mPe [O, %) .
4 4
Si bien interesa estudiar la situacién més general posible, con masas arbitrarias, de todas formas
puede continuarse el célculo bajo estas restricciones, y serd util para analizar el comportamiento
en el limite UV; es de esperar que se recuperen los resultados obtenidos en el capitulo 3.

Por lo tanto, trabajando en el rango de am ya especificado, puede usarse (3.15) para escribir:
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

(3 —a*m?) _s_ — T (s+k) (1 2.2 g —2k
(1_712 _k:om g - em)p o

Llevado a la ecuacion de la Zeta, se obtiene:

e’} e’} k
¢ (s) = a Zn2725 Z Fk(;‘(FSI;) <i _ a2m2> -2k —

n=1 k=0

_ 2500F(3+k) 1 2.2 P& 2-2s—2k | _

- ];) kT (5) (4_‘””) (;" )‘
o k

=a* Fk('?—f ];) (4 a2m2> Cr(2s+2k —2),
k=0

donde en la ultima linea se us6 (3.16) para introducir la Zeta de Riemann, que provee de una
extension andlitica para la suma en n y, en particular, permite evaluarla (y derivarla) en s = 0.
Antes de hacer el limite s — 0, extraemos el primer término de la sumatoria, y la Zeta queda

escrita como:

TS § S G PAUPIPISNR o M GRS BRPERS RO O
C(s) = { 5y or (28 2+Z e <4 >¢R<2 + 2k 2)}—

, o~ D(s+k+1) (1 R
Sy +{Z(k+(1>+r(++>1> (i) <2S+2’“>} }

)
=a*(r(2s—2)+sB(s) , a*m?< >, (5.6)

donde la funcién B(s) es la expresion entre corchetes en la segunda linea, y es finita y bien

comportada en s = 0. De hecho:

%) Fk’+1 1 22k+1 [e%¢) 22k+1
- — r(2k) = - — 2k) =

o] k+1
_a2m2> C (Zk)a
kZ:O k+1 ( i

que puede calcularse [17] siempre que H — a2m2| <1.

Entonces, de (5.6) queda claro que la funcién Zeta se anula en s = 0, como era de esperar. Es

analitica en ese punto, y su derivada vale:

=2 (-2)+ B(0) .
s=0

¢'(0) = % [aQSCR (2s —2)+s.B (s)}

Luego, la accion efectiva, calculada de (2.12), en el caso de am pequerio, es:

W=~ {20, (-2) + B(0)} =

1 1 1 1 2, 2 ki 2 9 5
:WCR(?))_ZZUC—FI)(ZL_@T”) Cr(2k) , a*m <7 (5.7)
k=0

Guardaremos este resultado para hacer el limite UV mas adelante. Ahora buscamos obtener

una expresion para la accion efectiva que permita considerar el limite IR, en el que am — oo.
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

Para eso, en lugar de partir de la definiciéon dada en (2.11) para la funcién Zeta, usaremos la traza

del ntucleo de calor obtenida previamente, y calcularemos la Zeta a través de la transformada de

Mellin.
Entonces, de (5.3) y (2.9), se tiene que:
e )
n=1
:fw 1 |4 L/Oodttsflf%eifz [~ 1 +a2m?]
ars  T(s) [da \Va /o
d 2 — o 3 t 1,2 2 x2a?
— | —= dtt5=1-38 o= 3z [~ F+atm?]-n? =54 ‘
+ do <\/57;/0 re .

En el calculo anterior, se intercambi6 el orden de integraciones, derivadas y sumas alternativa-

2 2]

((s) = FES> /OOO dtt <a3f) ea%[td/ja - (\/1575: e

:_M 1 / dte” az 4+a2m ts 1-3 2
ans T (s) da Va

a=1

a=1

mente, aprovechando la convergencia de todas ellas para valores adecuados de Res. Entonces, la

funcién Zeta queda escrita como:

C(s)=Fi(s) + Fa(s),

donde Fj (s) y Fy(s) son dos funciones auxiliares definidas convenientemente, y que se calculan a

continuacion:
(2m%a®) 1
1. F; =~ 7
! (8) 47'r2 F S dOé (f

_(2n%®) 1 iy d (1
- dtts—1-% e lmatatm?] L ()
47'(2 I (s) / da \Va /|,
22 3
— 7( 4 ZL ) < 5 [12 1) 1 dttsflfg eft <1> =
47t a*m? — 7 T'(s) Jo 2

3
2

-5 @) e

dtts—1-% erfz[Han?})

a=1

N\w

a=1

donde se hizo la sustitucién ¢ — -5 en la variable de integracion, y se puso 8 = —% + a?m?.

La integral entre corchetes se puede resolver, y la solucién queda escrita en términos de fun-
ciones Bessel modificadas de segunda especie [16] :

~y

oo —z—pa v 5
/ " e dr =2 (5) K, (2\/Pyﬁ> Res >0, Rey>0
0
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Hasta aqui no se hizo mencién a posibles restricciones en el término de masa, y todos los
calculos venian siendo generales. Ahora, aparece una condicién necesaria para asegurar la
convergencia de la integral, que es Re = —1 + a®m? > 0 . Entonces, la expresién que
obtengamos en lo siguiente, serd valida para am suficientemente grandes; alcanza para eval-
uar el limite IR, como pretendemos. El caso con am pequeno ya fue cubierto anteriormente,
en (5.4) y (5.7).

271,2 3

Luego, poniendo v = =~ y v = s — 5 , el célculo de la funcién auxiliar queda:

By (s) (2;?3) (“?(S; >4 ;a.z(”(igz)é(s_g) K, s <2n;a¢/?)

n=1

R () Bl (5

n=1

a=1

[SFY
e

a=1

En resumen, la funcién Zeta para am suficientemente grandes queda expresada de la siguiente

manera:
C(s)=Fi(s)+ Fa(s) (5.8)

By (s) = (2;2;3) (a;)g 1“(;*(;)2) (5.9)

=S () ey Bt (P, o
P 1

Dominio de analiticidad de F} (s) y Fx(s)

Interesa evaluar la funcion Zeta y su derivada en s = 0, asi que alcanza con ver que las
funciones Fj (s) y Fs (s) son analiticas en ese punto.

Respecto a la primera funcion, dada en (5.9), su comportamiento estd dominado por el cociente
de funciones Gamma. Recordemos que la funcién I' (z) es meromorfa, con polos simples en los
enteros negativos z = 0,—1,—2,.... Entonces, la funcién F} (s) es analitica para todo s tal que
5s—3+#0,-1,-2,...,y en particular en s = 0, donde vale cero.

La segunda funcion Fj (s) es un poco méas complicada, ya que involucra una suma infinita de
funciones Bessel, y su vez varia la funciéon a considerar, segtin el valor de s. Sin embargo, todas
ellas presentan el mismo comportamiento asintético.

Sea x,, = % el argumento de las funciones Bessel en (5.10). En el limite n — oo , serd
también x,, — oo; incluso en el caso de volimenes grandes, en los que 3 — oo, el producto ny/3
también crece indefinidamente, y x,, sigue siendo muy grande. Sobre la variable « trabajamos
inicamente en un entorno del 1, asi que no afecta al resultado anterior. Por lo tanto, podemos

utilizar el siguiente desarrollo asintético [16]:

K, () ~ | =—e " Ty —> 0O
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La expresion asintotica anterior determina el mismo comportamiento para todas las funciones
de la misma familia. En particular, vale también cuando v = s — % Vemos entonces que las

funciones K

S () decaen exponencialmente al aumentar los valores de n, y que estos son los

factores dominantes en la suma que involura (5.10), lo que asegura la convergencia de la misma,
para cualquier valor de s.
Por otro lado, la presencia del factor (— indica que F3 (s) también se anula en s = 0, por lo

que comprobamos que, nuevamente, ¢ (0) = 0.

Finalmente, la funcién Zeta, en el caso de grandes volimenes, es:
((5)=5(Gi(s) +G2(5) , a*m®>, (5.12)

donde se definieron las funciones auxiliares

G (s) = (2r%a’) (“2>_ F(s—3) (5.13)

_ (27%a%) [ a? =% = ad [ e 2nm/B
- B () A S & e (56

n=1 a=1
(5.14)
Pasamos entonces a calcular la accion efectiva, llevando la expresion (5.12) a (2.12):
1 d 1
W= ) £C (s) 2 (G1(0) + G2 (0)),
donde, de (5.13) y (5.14), son:
o2m2a? a? -3 (-2 212a3) o3 /4
- (3) b B ).
(47)2 g (1) (4m)z B2 \3
™ 3
= -2 5.15
st (5.15)
(27r2a3) a? -3 1 2. s d 1 2nm\/ B
@0--552(5) i [‘“K%( o )]
(27%%) a3 X s d | 1 ai 2mrf}
= N PRl L i =
™ B~1 da 2nz f1 et
B% in_g_l d C(le 27’L7T\/B + e QTLTF\/»
= — — 2 2 — 2 ex — X
T da P Va 2n7r\/B P Va a1
_ ﬂ% - -2 72n7r\/> 2nm\/B 72”71-\/3 .
= ;n +n7r\[e + VT | =
1 1
== (\/? + I8+ 3> e 2B, (5.16)
(et n 2mn
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

En la segunda linea del célculo de G (s) se utilizo la expresion exacta de K_s (s) citada en
[16], y con ella se hizo luego la derivada en c.
Entonces, reemplazando (5.15) y (5.16) en la accion efectiva, e introduciendo también (5.11)

para dejar explicita la dependencia con el término masivo, se obtiene que:

3 0o 1

™ 1 2 1 1 1 2 s 1 1 2, 2 1

WZ—* 2.2 = - - 2.2 = o 2. .2 = —2nm a*m?—3
G(Gm 4) +27r2[n2(am 1) TR\ ) TaE|©

(5.17)

valido para a?m? > 1.

5.2 Espacio H?

Afnadiendo masa al caso del laplaciano con acoplamiento conforme (3.4), el problema de auto-

valores sobre H3 es:

Ryps

Doy = <A + m2> Prctm = A% Ot

donde

BP+1 3 s L[~ 1, .\~
__ 2 = — - >0.
Az pe 4a2+m p (k +4+am , k>0

Las autofunciones de D son las mismas que para el laplaciano minimo A, y la densidad de

estados también. Entonces, la traza del nicleo de calor (2.13) es:

T 1 t 2 2
1 oo 7t(k2+z+a2m2) N e*ﬁ(%‘f’a m ) o i 72 o~
Kt 0)= —— e U dh=—o— e o dk =
(£ 0) 2m2a3 _/0 ¢ 2723 /0 ¢
ot (144272 3 0o
_ e a2(42+3 ) <a2>2 / EQG_EQdEZ
2m4a t 0
= (4nt)" % e~ (itam?) (5.18)

Como era de esperar, presenta el mismo comportamiento en ¢ que la traza del caso conforme
(4.4), mas el término masivo anadido en el argumento de la exponencial. Ademaés, invirtiendo el
signo de la curvatura mediante a — ia, el resultado es el mismo que se obtuvo en (5.4) para la
traza en S3 (a menos de un factor de volumen), tal como ocurria en el conforme. Nuevamente,
las contribuciones topologicas presentes en la esfera no aparecen en el hiperbdlico, y K(¢; 0) — 0
cuando t — oc.

Pueden hacerse las mismas consideraciones que en el caso de m = 0 respecto a la expansiéon

asintética (2.7), poniendo en este caso M? =m? + L5 .

5.2.1 Funcién Zeta y acciéon efectiva

Calculamos la funcion Zeta mediante (5.18) y la transformada de Mellin (2.9):

1 e _3 t (1 2,2 1 1 o 3 t (1 2,2
C(s) = —/ dt o1 (4mt) "2 ez (dratm®) o 7/ dt o8 emaz (ira®m?) _
=T U, () @i T Jo
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

3
1 (12 #T2 1 e s—3)—1 —¢
= 3 ( 3 3 1) I‘( ) / dtt( 2) (&4 =
(4m)2 \a"m + 7 s) Jo

1 ( o’ )Sgr(s_g). (5.19)

(4m)2 \a®m? + §

Este resultado es muy similar al obtenido en (4.5) en el caso conforme; de hecho, inmediatamente
se recupera el mismo haciendo m = 0. Ademas, la expresion es vélida para cualquier valor de am.
Es una funcion analitica para todo s € C tal que s — 3 #0,—1,-2...

Luego, usando que I' (s + 1) = sT" (s) en (5.19), queda claro que ¢ (0) = 0, y llevado a la accién

efectiva definida en (2.12), aunque calculada por unidad de volumen, resulta :

=Ly (o 1) (07) =

e da e (E Yoy
 2.ds (4@% a?m? + 1 I'(s+1)

3
e T PP
= %) 6 <a m- + 4> . (5.20)

5.3 Comparacién en el limite UV e IR

Resumiendo los resultados obtenidos para la accion efectiva del campo escalar libre masivo y

con acoplamiento conforme, se tiene que:

En S3:
%) k+1
1 1 1 1
4771_24-3( ) 52 (k—|—1) (4 _a2m2) CR (2]{) a2m2 <
k=0
WS3 = 1 3/2
—% <a2m2—4> +
1 |1 9 o 1 2 T o 1 1 —2nmy/a?m2-1 2.2
+27r§_31lnz(“m‘4> el G g R ¢ a'm>
En H3:

3
SRR N L PP A
B 2n2a3) | 6 4 '

Recordemos que todos los célculos en espacio hiperbélico fueron realizados por unidad de volu-
men. Por eso, para unificar notacién, en esta seccion se us6 W para la accion efectiva usual (como
fue obtenida la de la esfera) y w = W/vol para la accion efectiva por unidad de volumen (como fue
en el caso de H?).

Pasemos a analizar los limites en cada caso, y comparar:

e El limite UV es convergente tanto en la esfera como en el hiperbolico:

En S3:
1 1 & 1 1 11 1& 1
li 3= —— - = —((2k) = — - |—=4= 2 —
i Wes = 126 (3) =3 ,;04’““ (k+1)C( )= ot -5 -5 4; 22k (k+1)<( k)

Bl
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

In2 3

=T - G®), (5.21)

donde usamos (3.21) para evaluar la sumatoria.

En H3:
- -
o W = 48 x (2m2a3) (5:22)

Podemos ver que se recuperan los resultados (3.22) y (4.6) obtenidos para el campo escalar sin
masa, los cuales son bien diferentes entre si, y no es posible relacionarlos mediante la transformacion
a — ia. A pesar de tratarse de una teoria conforme, y que las geometrias de los dos espacios
se relacionan facilmente por prolongacion analitica de los radios, las contribuciones topologicas
introducidas en la traza del nicleo de calor no pueden salvarse, y las acciones efectivas son distintas
en el limite UV.

e El limite IR es divergente, y las expresiones asintéticas cuando am — oo son:
En S3:

s 1\
WSS ~ _6 <a2m2 — 4) . (523)
En H3:

3/2 3/2
T 9 o 1 1 9 1
s = — - - __— — ) .24

PHT = 76 (21243) <a et 4> 127 (m T2 (5:24)
Notemos aqui que, siendo el volumen de la esfera Vol (53) = 271243, entonces:

Wis ™ , 5, 1\ 1/, 1\”

= =— - = =—— - — . 2

ST T NOI(S3) T 6 (2n2ad) (“ Ty 127 " T 4a2 (5:25)

La tnica diferencia con el resultado (5.24) en H? esté en el signo del factor /142, que depende
del radio del espacio. Haciendo a — ia, se obtiene exactamente la expresion (5.25); la acciéon
efectiva por unidad de volumen en H? es la misma que se obtiene poniendo un “radio imaginario”
@ = ia en la esfera S®, y viceversa. Todo esto es valido en el limite IR de am muy grande. Cabe

destacar que en el regimen masivo, la teoria no es conforme.

Por otro lado, en el Apéndice A se ha calculado la accién efectiva para el campo escalar libre
y masivo con acoplamiento conforme en el espacio chato R3. Tanto S® como H? son conformes a
R3, y ambas geometrias tienden a ser la de espacio chato cuando se hace muy grande el radio de
curvatura. Si, en el limite IR, en el que am — oo, suponemos que a crece méas rapido que 1/m,

entonces las acciones efectivas por unidad de volumen en (5.24) y (5.25) quedan escritas como:

R AT N S
Wse =70 \"™ T a2) T
1/, 1\” 1
wm:‘uW@1+Mﬂ ST
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

Ambos resultados son coincidentes entre si, y con la acciéon efectiva dada en (A.2) para R?, si

la consideramos por unidad de volumen.

5.4 La accién efectiva como posible funcién C

Como se ha mencionado en la Introduccion, en la referencia [5] los autores proponen a la accién
efectiva como una buena funcién C' para la teoria de campo escalar libre.

Veamos primero si esto es cierto en el caso de la esfera S3. Primero, trabajemos un poco con la
expresion de Wga correspondiente a a?m? < 2, dada en (5.7). Definiendo p = /4 — a?m?, resulta

ser:

1
Wes = 1 5Cr(3) —

N —
e~ =

1 2k+2 2, .2
E —p 2k a*m” <
— k 1 CR( ) ) s

Hemos restringido el dominio a a?m? < i, pues, para valores mas grandes dep, se hace imagi-
nario.

La suma de Zetas de Riemann se puede evaluar usando la ec. 64, pag. 258 de [17], y se obtiene:
1
Wss = =5 {0 [ (0,1 = p) + Gy (0,14 p)] + 20 [Cy (=1, 1= p) = (g (=1, 14 p)]

i (=2,1=p) +C (2,1 +p)} . (5.26)

donde es Cy (s,z) = Z(y (s,2) la derivada respecto al primer argumento de la funcién Zeta de

Hurwitz, la generalizacion de la Zeta de Riemann, definida a partir de [17]:

S |
CH(S,fE):ZiS , Res>1,2¢7Z;.
n:O(n—i—x)

La serie que define a (y (s,z) es absolutamente convergente en Res > 1, y analitica en esa
region, y puede extenderse a todo el plano complejo, resultando una funcion meromorfa con un
dnico polo simple en s = 1. Por otra parte, puede realizarse una extensién analitica en el segundo

argumento, mientras no sea este un entero negativo o cero. Entonces, la expresion dada en (5.26)

1
4

\/—i + a?m? . Puede mostrarse que, en ese caso, se recupera la forma (5.17) de la accion efectiva.

Para cumplir la condicién més débil de funcion C, debe ser Wgs una funcién positiva, y tal que

vale también cuando a’m? > en cuyo caso habra que evauarla en p = id, donde es § =

Wir < Wyy . Con la regularizacion utilizada, se obtuvo que:

In2 3
8 1672

Si bien es cierto que Wir < Wy, en el limite IR la funcion resulta divergente, y negativa. En

Wyy =

CR (3) ~ (0,0638 s Wir = —0

la figura 5.1a se muestra la curva correspondiente a W como funcién de am.

Si se sustraen completas las divergencias, esto es, restando a la accién efectiva la correspondiente
expresion asintética (5.23), se obtiene una funcién que se vuelve imaginaria para a?m? < i. Tal
sustraccion daria por resultado una teoria efectiva no unitaria.

Una forma de tratar las divergencias IR es desarrollando en serie la expresiéon asintotica en ese

limite, y restar los términos con potencias positivas de am:
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

W Ten

0.06F

Wes
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(a) La accion efectiva para el campo escalar con (b) Se muestra cdmo, al renormalizar la accidn efec-

acoplamiento conforme sobre S3 como funcion del tiva quitando los términos divergentes en IR, se ob-

pardmetro am; Wgs es estable en UV y esta- tiene una funcion que no es definida positiva o lo

cionaria, pero diverge en IR. largo del flujo del RG.
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Definimos la accién efectiva “renormalizada” como:

i
W = Wes + —

6

(a3m3 — Zam) : (5.27)

De esta manera, es facil notar que:

w2 3
8 1672

En la figura 5.1b se muestra el grafico de Wg5" en funcién de am. Como puede verse, la funcion

Wiy = r@)  »  WiE'=0

es bien comportada en UV e IR, pero no es siempre positiva a lo largo del flujo del RG. Con la
prescripcion dada en (5.27) no encontramos una funcién C' adecuada.
Otra posibilidad que se ha explorado es eliminar la divergencia IR sustrayendo un factor de-

pendiente de la derivada respecto a p de la accién efectiva, de la forma:

~ 1 d

WS3 = Wss — gpdprSs . (528)

Notemos que esta expresion estd bien definida incluso extendida para p imaginario, en cuyo
caso la accién efectiva toma valores reales, y la derivada pa% también.

La derivada de Wgs se puede calcular explicitamente, partiendo de (5.26) y usando algunas
identidades utiles, provenientes de [16, 17] y la definicion de la Zeta de Hurwitz, como son:

2CIILI(Sax):_CH(S'i_lvm)_SCH(S""_L‘T) ) 8750,1>$¢Z€?

ox

1 _
CH(O,a)zi—a . a¢Zy;
CH(—n,a)z—iB:;j_(la) , neN,aé¢Zj;
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5. Acciones efectivas para el campo escalar masivo con acoplamiento conforme en S> y H3

donde B, 1 () = Z ( Z ) Bz ¥ son los polinomios de Bernoulli, y By, los niimero de Bernoulli;
¥ que =

G (0,4) =T (g) — 5 I (2m),

Frzral-z = , 2¢Z.

sin (7z)

Con todo esto, se obtiene que::

d
a5 Vs = 507 cot (mp) |

con lo cual la nueva funcién Wgs se escribe como:
~ 7T 3
Wes = Wgs — 4 cot (mp) . (5.29)

Notemos que:

~ In2 3
e En UV, se recupera el valor de la accion efectiva original: Wy = % — 16724 r(3).
Y5

e En IR: para am grandes, escribimos p = id y se tiene que
~ T .3 . Vs 3
Wes = Wgs — s (16)” cot (imd) = Wges + 65 coth (7d) .

En el limite IR, la expresién asintotica seré:

(671'5 + 677‘-6)

o, T3 T3
WSS_—gé +65 5—6_775 _>07

eﬂ'

obtenemos que W;z = 0. En la figura 5.2a puede verse esta tendencia, ademas que la funcién

es siempre positiva; el comportamiento es el adecuado a una funcién C'.

Entonces, encontramos que Wgs satisface las condiciones de una funcion C, en el sentido més
débil. El proximo paso es estudiar su derivada: en la figura 5.2a es facil ver que es monoétonamente

decreciente hacia el IR, falta analizar si en los puntos conformes, es estacionaria. Recordemos en
este punto que la verdadera constante de acoplamiento (adimensional) de la teoria es g = %—i—anQ;

obviando el término constante, debemos analizar a Wgs como funcién de a?m?.

2

En UV, escribiendo 2 = a?m?, se tiene que:

by, dy L ldy T
~dxdp 5 2p

: — W 3p° cot - )} =
dr °° dp S ( p*cot(mp) = p sin? (7p)

m2p? 2

_— o ——.
12sin (mp) =—0 48

Luego, la derivada respecto al “tiempo” de evolucion del flujo del RG es:

B d -~ 9 d ~
WSB = _B (gsg) @WSS = Q(Gm) WWSS ay?-)() 0.

Por lo tanto, el punto conforme UV es estacionario, pero no se cumple la condicion 3 mencionada,

en la Introduccién, segin la cual #Wsz deberia ser proporcional a (g) para considerarse una
o

funcion C en el sentido més fuerte. En la figura 5.2b se grafica Wgs como funcion de a?m?.
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W W
0.08 0.06
0.08 i
0.04 0.04
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0.02 0.02

0.01 0.01

06 10 15 20 am 0.5 1.0 15 20 a?m?
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Figura 5.2: Se muestra la funcion Wes como funcion de am (a) y de a®m? (b). Es estable tanto en UV
como en IR, y mondtonamente decreciente, pero en (b) se evidencia que su derivada con respecto a a’m?

no se anula en UV.

Por otro lado, la misma funcién para la teoria sobre H3, es idénticamente nula: escribiendo en

este caso p = 1/% + a?m?2, se tiene que

Wis = Wys — 1~i~WH3 = T3 1

3" dp 6 3

Entonces, W es una buena funcién C (cumple las condiciones 1 y 2) en el caso del espacio
esférico, y se anula cuando se calcula en el espacio hiperbélico. Ademas, funciona como medida de
los efectos de volumen finito: en H3, que es no compacto, W vale cero, mientras que en S3, al ser
compacto, en el nucleo de calor aparecen sumadas las que llamamos “contribuciones topologicas”,
que posteriormente llevan a obtener una W no trivial. Ademés, es facil verificar que en R3, que es

no compacto al igual que el espacio hiperbélico, se obtiene W=0.
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6 Acclones efectivas en dimension

impar arbitraria

Los resultados obtenidos anteriormente en S® y H? pueden generalizarse a espacios esféricos
e hiperbdlicos de dimensién impar arbitraria. Hacer dicha generalizacién no es trivial: se nece-
sita conocer los autovalores y sus degeneraciones (o densidad de estados), que dependeran de la
dimensién del espacio, para luego poder calcular funciones Zeta y obtener las acciones efectivas.
Sin embargo, el procedimiento es similar al que ya se us6 antes en dimensién 3.

Consideramos entonces el operador diferencial sobre una variedad Riemmaniana de dimension

d, definido como:

D=A+ER+m?. (6.1)

El factor conforme depende de la dimension, y es £ = %. Habra que resolver el problema
de autovalores de este operador, utilizando el laplaciano minimo A y el escalar de curvatura R
adecuados para la métrica del espacio en cuestion.

6.1 Esfera S¢

De [18, 19] tenemos que el laplaciano minimo A definido sobre S? presenta el siguiente espectro
de autovalores, con sus respectivas degeneraciones:
nn+d—1) F'(d+n-1)
Ap=——7+—"2>, dy=—F————"-(d+2n-1 eN,d>1.
n 2 o v AL AL
Nuevamente, a es el radio de la esfera. El escalar de curvatura para una esfera de dimension

arbitraria es:

d(d-1)
con lo cual los autovalores para el laplaciano conforme y masivo D son:
2 1 d(d—2) 2,2
A=, +ER+m == n(n—&—d—l)—&—T—i—am =
1 d—1\> 1, ,
=— (n 2) —Z+am (6.3)
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

Con los autovalores A,, y sus degeneraciones d,,, calculamos la funcién Zeta:

d—1\% 1 -
(e #5) -gram] -

. a2s d+n-=2)1(d+2n—-1) d—1\2 1 _
f(d_l)! 7;0 n! [<n+2) 4+a2m21

S

o0 a2 oo n—
((s):z:odnA;S: NG Zr(dz D (d+2n—1)

Si consideramos dimensién impar d = 2k 4+ 1, con k = 1,2, ..., entonces resulta:

C(s) =

4

a® N (2k+n—1)2(n+k)
Z:O n!

(2k)! {(n T a2m2} T

:(22‘1]{7;7;)(”+1)(n+2)...(n+2k—1)(n+k) [(”““)2_411”%2]_(’

donde, en la segunda linea, se escribieron explicitamente los factores correspondientes al cociente
. 2k—1))!
de factoriales w .

Si ahora llamamos [ = n + k, la suma sobre este nuevo indice queda escrita como:

4()—2“25 Oo(l—k+1)(l—k+2) (z+k—1)l[z2—1+ 2 2}5 (6.4)
NCTT 1=k e |

Recordemos que, en dimension 3, al calcular la Zeta aparecia el mismo factor [12 — i + a2m2} -
que podiamos tratar usando el desarrollo de binomio cuando am era suficientemente pequeno, o
bien con una transformada de Mellin cuando am era grande. En ambos casos, el factor I que
multiplicaba dentro de la suma llevaba a obtener funciones Zeta de Riemman cuando am era
pequeno, y podia eliminarse en el otro caso reescribiendo los términos de la suma como derivadas
respecto a una nueva variable « evaluadas en @ = 1; con este procedimiento podemos tratar
cualquier potencia de [.

Sin embargo, en dimensién impar arbitraria, las degeneraciones implican multiplicar varios
factores lineales en [ y no es tan directo el calculo. Notemos entonces dos cosas en la expresion
(6.4):

1. La suma barre sobre los valores de [ mayores que k, pero los términos a sumar se anulan si con-
sideramos [ < k, puesto que involucran factores delaforma (I — (k—1)) (I — (k—2))... (I + k- 1);
alguno de los primeros vale cero si consideramos ! = k—1,k—2,...,0. Por lo tanto, podemos

escribir esquematicamente que

|
-

IED DI

[e%S) ) k
1= =k 1=0

Il
=)

2. Esos mismos términos pueden reordenarse como una productoria de binomios que son difer-

encia de cuadrados:

U= (k=1) (= (k=2)... Q=111+ 1) ..+ k—=2) I+ (k—1)) =
=11 (-1 (B -k -1))
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

Con todo esto, la expresion de la funcion Zeta en (6.4) queda escrita de la siguiente manera:

2a2s e

1 —S8
Z@E-n. (2= w17 [ZQ -1+ a2m2} . (6.5)
1=0
Si se distribuye el producto de los binomios en el primer corchete, se obtiene un polinomio que
es par en [ y de grado 2k, asi que es posible encontrar unos coeficientes C,. (k) tales que:

k

P(2-1)... (12 — (k- 1)2) =S c (. (6.6)

r=1
Llevado a la expresion (6.5), se tiene:

2@28 k 0o —s

) = G D Clk) > [z2 - i + a2m2} : (6.7)

r=1 =1

Excluimos en la suma el término con [ = 0, que no afecta al resultado, pues vale cero. Obtuvimos
entonces una suma finita de k — 1 series infinitas del tipo de las que ya trabajamos anteriormente
en el caso de S%, donde cada término lleva un factor 12 — 1 + a?m?] ™" multiplicado por alguna
potencia de [. En particular, es facil ver que, para k =1, es C; (1) = 1 y el resultado es el mismo

que se tenia en (5.5).

6.1.1 Traza del nicleo de calor

Mas adelante volveremos a la funcion Zeta. Pasemos de momento a calcular la traza del nucleo
de calor, que sera ttil cuando queramos usar la regularizaciéon Zeta, y también para comparar con
el caso hiperbolico, a “tiempos” grandes y pequenos. Es de esperar que, como ocurria en el caso de
53, a tiempos de difusién pequeiios se recuperen los resultados del espacio hiperbélico haciendo la
extension a radio imaginario, mientras que a tiempos mas grandes, los efectos debido a las distintas
topologias de uno y otro espacio hagan que esto no sea posible.

Entonces, para el espacio S?**1, partiendo de la definicién (2.10) y usando los autovalores (6.3)
con sus respectiva degeneraciones, se puede obtener una expresiéon para la traza del nucleo de calor,

trabajando las degeneraciones como se mostr6 anteriormente:

> _ 2 = 2k+n—-1)(n+k) _+ 2_1442m2
K = thn = a? [(’I’L-‘rk) 4+a m ] =
(1) =D due 2h)! nz:% l ‘

n=0

— % i m+1)(n+2)...(n+2k—1)(n+k) o= [P =3 ra?m?] _
" n=0

= 2 0 2 (712 2 N 2 eia%[ﬂilJranQ] _

@1 ;z (2=1).. (= (k= 1)?)

o (hran?) 2 o
- (2K)! > 12(1271)~-(l27(k—1))e_aﬁl _

l=—00

eia%(flea?mQ) k ) e

T @ Z;Cr (k) l; e 68)
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

En la tercera linea se pas6é a sumar sobre [ = n + k, reescribiendo las degeneraciones en este
nuevo indice como producto de diferencias de cuadrados; luego en la cuarta linea se agregaron los
términos con 0 < [ < k, que se anulan, y los correspondientes a [ negatlvos pues todos los términos

de la suma son pares en [ y [ = 0 no contribuye, por lo que 2 Z Z

=0 l=—00
00

Finalmente, usando (6.6), se tiene una suma finita de series de la forma Z

l=—o00
atil invertir el argumento de la exponencial usando la Theta de Jacobi, para analizar “tiempos”

1?re” . Sera

pequenos y posteriormente calcular la funcion Zeta. Para ello, anadimos un parametro o de modo

que:

2\ T T
nmqe_a%n2 = _a d (e_a%nza)
t da”

Llevado a la ecuacién (6.8) e invirtiendo la exponencial en la suma usando (3.9), se obtiene:

a=1

K (t) = ei%ﬁﬂ mg)WZC (C‘Q)Hl £

N

Q.

2 &
VY
5=
|

[~

D

|

3

[N

3

o N

|2

N
N——

( t n=-—oo a=1
ﬁe_ﬁ(_%"'_a%nz) k . a? 43 dr 1 oot _p2xa?

= -1 i do” | Vo 2 " ! -

B ﬁe_a%(_%_mzmz) k , a2 r+3 dr 1

- (2k)! ;CT(W_U t dar \Va )|,y "

b r (12 T+% d" 1 > 27242
+23°C (k) (1) (t) | e
r=1

Luego, tenemos que:

i ()

donde el doble factorial indica multiplicar por los naturales menores y de la misma paridad (en

" -
= ( 27‘) (2r — 1)!!072%

a=1 a=1

este caso, los impares): (2r — 1)1 =1.3.5...(2r — 1).
(2r)!
27!

Ademas, se puede mostrar 'que (2r — 1)!! = . Entonces, la traza del niicleo de calor queda

escrita de la siguiente manera:
— L (—L4a?m? k r+i
e (caratm?) (2r)! (a2\""2
K(t) = C, (k —
®) 20! 2 Gk (5 +

+2Zk:c*r (k) (1) <Cf>+ [ Z n]

} . (6.9)
a=1

En el limite ¢ — 0T, los términos en la suma de la segunda linea decaen exponencialmente y

son despreciables frente a las potencias de ¢, por lo que puede aproximarse la traza como:

LPor calculo directo, reordenando los factores, es (para n > 1):
2"n! (2n — 1) 2" m(n—1)(n—2)...1][2n—-1)(2n —3)...1]
= [2n)2(n-1)(2(n—-2))...2][(2n—-1)(2n—-3)...1]
= (2n)2n—-1)(2n—-2)(2n—-3)(2n—4)...2.1
= (2n)!
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

. | 2\ T3
K (t) ~ ﬁe = (=i+a’m?) Z 2r)! <a> t<1, (6.10)

4T7"' t

que es el desarrollo asintotico de la traza, y se reduce a (5.4) en dimension 3 (k = 1). Para comparar

con la expresion en (2.7), reescribimos el resultado anterior como:

(1) ~ NG — 4 (~1+a?m?) 2k ZO 2T+1t p—i el
~(2k)! 4”"
_ \/77- @_a%(_%'“fm _2k41 ZO 2r+1tk r_
(2k)! 4T '
_ NG o (~Ata?m? (2(k —n))! g2k—n)+1ym _
2h)! B) T e = )t
—%(—l+a2m2) i k—1 o
=e azl71 =72 " g (D) (6.11)

En la tercera linea, se cambié el indice de la suma por n = k — r, y en la ultima linea, ademés

de volver a poner explicita la dimensién del espacio d = 2k + 1, se definieron los coeficientes:

az, (D) = Vma?k—m+t 4k_£2(§f__£?)(!2k) i Cen (F) - (6.12)

Observese que en (6.12) no aparecen potencias semienteras de ¢, o, equivalentemente, los coefi-
cientes del nucleo de calor con indice impar en (2.7) se anulan, asi como aquellos con indice mayor
a 2(k—1), y los tnicos presentes en el desarrollo son los definidos en (6.12). El término “masivo”
es M? =m? — /102,

Podemos corroborar los resultados obtenidos calculando los primeros dos coeficientes y com-
parando con lo esperado segin (2.5) y (2.6). Es importante notar que estos coeficientes corre-
sponden al operador D — M?, donde D es el laplaciano en S¢ con masa no nula y acoplamiento

conforme, dado en (6.1). Entonces:

1 d(d—2) 1
D - 2 == A 2 — 2 —_ = A _— _—
M +ER+m (m 4a2) + 12 + 12
(d—1)°
=AN4+-—"—=A-F.
+ 4a?
En la ultima linea se defini6 £ = — (d;llf, de modo tal que el operador queda escrito en la

forma requerida en la ecuacion (2.4), y ya puede usarse para calcular los coeficientes, que son:

2k+1

ao (D) = Vol (S?F*+1) (4m)” 2

2k41 k(k—l).

as (D) = -Vol (S2*+1) (4m)~ 2z

Se tienen los mismos resultados usando las ecuaciones (2.5) y (2.6), o bien poniendon =0y
n =1 en la expresion (6.12), obtenida del calculo exacto de la traza del nicleo de calor.
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

6.1.2 Funcién Zeta y acciéon efectiva

Volvemos ahora a calcular la funcién Zeta, y con ella la accién efectiva para el campo escalar
en la esfera S?**1. Como ocurria en dimensiéon 3, habra dos regimenes bien diferenciados, segin
si am — 0 o si am — oo.

Para usar en el limite UV, partimos de la expresion para la Zeta hallada en (6.7), e introducimos
el desarrollo de binomio (3.15), con x = %%jmi que ser4 vélido cuando a?m? < 2. Entonces, se

obtiene que:
_ 2a29 & 2r—2s (l —a m2) B _
o) = Fy 200 3 l_l? _

2q2 k 00 oo ) F(S—I—n) 1 L, n o
:mzcr(k)zl Zn!<4—am> 172" =

r=1 =1 n=0
2@28 k 00 F(S—I—n
W;CT(]C)T;) nl (—a ) r(2s+2n —2r) =
a?s k 0 S n n
(22I<:)!Z;C (k ){CR(2s2r) F(s+1 Z + ) (ianQ) CR(25+2n2T)}

En la dltima linea, se extrajo el término con n = 0 de la suma, y se utiliz6 que I" (s + 1) = sT" (s).

Con todo esto, podemos escribir a la funcién Zeta en este régimen de la siguiente manera:

sk
C(s) = (22“]:)' SC () Cr 25 —20) 4 5B (s)  aPm? < (6.13)
=1
202 & = T(s+n+1) (1 ntl
donde B(5) = Gy 2, ) 2 G i G+ ) (i-ene)  nizs20-2ren).

Inmediatamente podemos notar, de (6.13), que el factor de regularizacion u en la accion efectiva
serd adecuadamente removido en el limite s — 0, ya que

€(0) =

k

y esto es valido para cualquier valor de k.2

Entonces, la accion efectiva sera:

(6.14)

Respecto a la funciéon auxiliar B¥ (s) evaluada en s = 0, se tiene que:

2 T'(n+1) , o\
Bk(O)zm; z:: EF] (—am) Cr(2n —2r+2) =

2Se ha probado este resultado para dimensién impar d = 2k + 1; ya no seré cierto en dimension par.
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

& 0o n+1
= g L0 Y () Gen- o).
. n=0

Luego, observemos que, dentro de la suma en n, el argumento en las funciones Zeta de Riemman
es siempre un numero entero y par; si dicho niimero es negativo, entonces ese término se anula y
no aparece en la suma. Esto es, si ponemos N = n — (r — 1), entonces serd (g (2N) = 0 siempre
que N < 0, correspondiente a los valores de n < r — 1 (puesto que es siempre r > 1) . Por lo tanto,

alcanza con sumar sobre n > r — 1, y resulta que:

9 k 00 1 1 e J+r -
e DO W Y () e

En la tltima linea, se cambio el indice de la suma por j = n — (r — 1). Llevando este resultado
a (6.14) y recurriendo a (3.20) para calcular (j (—2r), se tiene que la accién efectiva sobre S2++1,

cuando a’m? < %, es

(6.15)

Pasamos a calcular la funciéon Zeta en el régimen IR; partimos de la traza del nicleo de calor

obtenida en (6.9) y efectuamos una transformada de Mellin (2.9):

1 e Teaz(—i+a’m?) [k 2r)! [ a? r+3
()= g [ l{f o [mw;ﬁ! (2)"

b r a? r+3 d" 1 > 2 n2a2
200 (T) | e
r=1

]} yean

_ ! = s—1 ﬁe a? (—i+a2m2) k (27‘)' a2 r+3
1. Fy ( ): F(S)/O dtt 2h)! ;Cr (k) i (t) —
ﬁ (27")' 2r+1 Gp_ 1)1 —t (12,2
=) @) 2O W) e | e =31 = e (3 ratm?)

N k 2r) 5.4 a —r—1)-1 et —
:Wr: Cr (k) oy @ + (a2m2 1/4> / dt (s

2s k —s+r % S—T—l
S G (g 1) R )

4
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

Te ?(71+a2m2) k (12 r+% T o] 52,2
2. Fy(s) = F?S)/O dr o1 YT @) > Cr (k) (-1) <t> % [\/1& S ]

r=1 a=1
k
2\/m n2m2a2
_ Cr 7" 2r+1 / dtt s—r— 2) -
T (s) (2k)! > Cr(k) Z dar P ﬁ at )
r=1 a
donde se puso 3 = a*m? — 1, como se habia definido en (5.11). La integral en corchetes re-
sulta en funciones Bessel modificadas de segunda especie [16], siempre que Re 8 > 0, asi que
debe ser a?m? > i.
Entonces, la funcién auxiliar queda escrita como:
4023 b 1) & d" 1 1 2
Ff () = 5o 3 Cr(R) G Y . [m(s—w) Kooy ( ”WB”
I'(s) (2k)! = (VB) 3~ o Va o

Vale aqui la misma discusion sobre convergencia del capitulo 5, para las funciones F (s) y
F» (s) definidas en el caso de S? (corresponde a k = 1). Ahora tenemos, por un lado, una suma
finita de funciones I' (s —r— %), que son meromorfas, con polos simples en s — 1 — % =0,—-1,..
en particular, en s = 0 son todas ellas analiticas, por ser » € N. Por otro lado, en la funcién F¥ (s),
todas las funciones de Bessel involucradas decaen exponencialmente al aumentar valores de n (de
hecho, las funciones K, (z,) tienen la misma expresion asintética dominante cuando z,, — oo,
independientemente de v), asegurando la convergencia de la serie.

Ademis, se verifica que Ff'(0) = F} (0) = 0 para todo k, debido al factor r;; en ambas
funciones. Ese mismo factor permite escribirlas como Ff (s) = sG¥ (s) y F¥ (s) = sG% (s), de

modo que la funcién Zeta para am grande resulta ser:
C(s)=s(Gi(s)+G5(s) , a*m?>—, (6.17)

con las funciones auxiliares

(\/B)S_ 2 n=1 \/a a=1
(6.19)
Llevamos estos resultados a (2.12) para calcular la accién efectiva:
1 / 1 k k
W= —54 (0) = D) (GT(0) +G5(0)) , (6.20)

donde, evaluando (6.18) en s = 0, se tiene

Zk 1
. T+l
— 47”7“' (B2 <_T B 2) ’

):_wyr(_r_,_%):M;es

y luego, usando [17] que I' (—r — % 7T @)
2
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

Lo mismo hacemos con la funciéon G% (s)

(6.21)
(6.19), que evaluada en s = 0 da

o K, (Wfﬂ _
ot da’” 2 Va =1
4 BEtT & 1 d" [ e 2nmy/B
=—=> Co(k)(-1)'—= Y n"r — |aF i K_, 1 .
(2k)! — T do Va I
Si introducimos la expresion exacta de las funciones de Bessel [16]
o r+41)! 1
Koy () =Koy () = /g Zz' S
entonces resulta que
k r oo r
2 Bz _ (r+1)! dr rti _2n7VB
Sy (-1 ot |
(2k)! ,Zzl z:: 12; "r—=10! (2n7r\/B)l da” -1
(6.22)
Finalmente, llevando (6.21) y (6.22) a (6.20), se tiene que la accion efectiva para el campo
escalar masivo con acoplamiento conforme sobre S2**1, cuando a’m? > 1, es
k r+1
T (-1) el
W=— C, (k 2 —
s OB O
k r ) r .
1 2 B (r+1)! d" el
—— > C,(k - rl [a > e
@ ol 5" ey W

a=1

(6.23)
6.2 Espacio hiperbélico H

2m¢E:|
Vo
continuo de autovalores positivos, dados por

De [18] tenemos que el laplaciano minimo A definido sobre H¢ (d > 1) presenta un espectro
)

- - r ( %+
" | (m)

vimos en dimension 3, es

Aqui, a es el equivalente al radio en la esfera. Respecto al escalar de curvatura, tal como ya
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

d(d-1)
Entonces, los autovalores para el laplaciano conforme y masivo D son:
. ~ 1|~ d—1\> d(d—-2)
_ 2) _ L |2 _ 22| _
A(k) = (A (F) +€ Rlya +m?) = — k+( . ) — +a’m
1 7.2 1 2, 2
:ﬁ(k+4+am). (6.25)

Es interesante notar que los autovalores del operador D no dependen de la dimensién del
espacio hiperbolico en cuestion. Distinto serd el caso de la densidad de estados; si en particular

consideramos dimensién impar d =2k + 1, k= 1,2, ..., se tiene :

- r (ik+ k) i

n(F) = 2 (k)] | T (k) |

y usando la definicién [17] del simbolo de Pochhammer (que no es otra cosa que aplicar reiteradas

veces propiedades de la funcién gamma)

P(ﬁé+k)

N ) (z%) :iE(iEH) (z‘%+k—1) :
r (ik) K
entonces la densidad de estados en dimensién impar queda escrita como:

- - = 12 - 2~ 2 ~ 2
u(k) - [22k71r‘ (k—|—%)]2 ’(Zk>k’ - [22k711‘* (k+%)]2 ’Zk‘ ‘ZkJrl’ ""ZkJrkil’ a

= [2%1;(; " 1”2'/%2 (B2 1) (2 +a) . (B2 = 1)°) (6.26)

En lo sucesivo, calcularemos la accién efectiva para el campo escalar masivo con acoplamiento
conforme, mediante regularizaciéon con funcién Zeta, para lo cual primero se obtendra la traza del
ntucleo de calor (definida adecuadamente para utilizar en espacio no compacto), y luego la funcion

Zeta vendra dada por la transformada de Mellin de la traza.

6.2.1 Traza del nticleo de calor - Comparacién con S%+!

Usamos (6.25) y (6.26) en (2.13) para calcular la traza del ntcleo de calor en H2F+1:

2282 (k4 1)

s r (%) [[ el tmatn®)
a2k +igh+s [ [226-1T (k + %)}2 k

K(t; 0) =

2
e

& (3+atm?)

- c /Oo dk k& (E2 + 1) ('152+4) ('152+(k7 1)2) L

92k rh+3 g2k+1T (k;+ %) 0

Podemos distribuir el producto de binomios en la integral para obtener un polinomio par en E,

de la forma:
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k—1

I ()

n=0

k) 7{'27‘ ,

M-
O]

y, entonces, la traza queda escrita como:

67(72( ta m) oo k. ~q B2
L 0) = g
K(t;0) = P T T (b1 1) / Zc )k =

o~ oz (1+a®m?) k 2r — 1) [a? r+3
- 22kﬂ.k+2a2k+1r k+1 Z:: 2T+1 <t> -

r=1

B e at2( +a2m2) Zk: a2 r+3
= 92k (k + 5) r (k + 1) <2ﬂk+1azk+1> 4r7«| n .

En la dltima linea, se usé la identidad (2r — 1)!I! = (22 ) en el factor que

multiplica por delante, se reordenaron los términos de manera tal que se puede reconocer, en el
denominador, al volumen de la esfera de dimension d = 2k + 1:

2ﬂ_k+1 a2k+1

Vol (§#41) = == =S

(6.27)

Finalmente, poniendo que [17] T’ (k + %) = (22@1},;{77, yconI'(k+ 1) = k!, se llega a la expresion

final para la traza del nicleo de calor sobre el espacio hiperbélico H?**1, que es:

1 Tt (14,2m2 k - 2\ [ a? r+3
K5 0) = Vol (§2k+1) (%{)!e (i) ;Cr (k) (4,«7?! (t) . (6.28)

Este resultado es vélido para todo ¢t > 0. Podemos comparar, tal como hicimos en dimensién
3, con la traza del niicleo de calor en S2**! a “tiempos” pequeifios, dada en (6.10).

Notemos primero que, en la traza del espacio hiperbdlico, aparece un factor de volumen (nece-
sario debido al caracter no compacto de la variedad), que es exactamente el volumen de la esfera;
si definieramos una traza por unidad de volumen para S**!  tendriamos que dividir (6.10) por
ese mismo factor. Analicemos entonces qué pasa con la funciéon (6.28), si hacemos la extension

andlitica en el radio a — ia:

e Por un lado, en el factor de volumen,

27.rk+1 2k+1 2ﬂ.kt+1a2kt+ll'2k+l
—
(k —+ 1) a—ia I (k‘ =+ 1)

Vol (52k+1) _ i2k+1V01 (S2k+1)

2n+1 __

e Luego, en la traza del nticleo de calor, usando también que 4 =i?"j = (—1)" 14, se obtiene

que

. _ _i(_l)k \/E Lz ifagmz - (2’1")' P a2 r+3 B
Kt 0), i = Vol (S7+1) (2k)! ea ( ) ZCT (k) WZ + (t) _

2

k T3
b e B ) 3 2 ()T )

~ Vol (S2++1) (2k)! 4t \

Los coeficientes C,. (k) pueden relacionarse con los utilizados en el caso de la esfera, segin la
ecuacion (C.4) obtenida en el Apéndice, por lo que es C, (k) (—1)T+k =C, (k) .

53



6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

Verificamos entonces que, mediante el cambio a — ia, obtenemos, a partir de la traza en espacio
hiperbolico (6.28), el mismo resultado para la traza del nicleo de calor (calculada por unidad
de volumen) en espacio esférico (6.10), si se consideran “tiempos” de difusion pequefios, y este
resultado vale en dimension impar arbitraria. Nuevamente, los efectos de las distintas topologias
de los espacios se hacen presente al considerar “tiempos” de difusién cada vez més grandes: hay
cada vez mas términos relevantes en la traza en S2**! segiin la ecuacién (6.9), que ya no pueden

recuperarse de la calculada en H2++1,

6.2.2 Funcién Zeta y acciéon efectiva

Para la funcion Zeta, partimos de la traza del ntcleo de calor (6.28) y aplicamos la transformada
de Mellin (2.14):

1 = s—1
C(s) = m/0 dtt

1
~ Vol (§%F+1) T (s) (2

s Ta2 < - r)! st (g p L
VT ZCT (k) (2r): (a2m2 + i) F(I‘(s—i—l)?) (6.30)

Vol (S2k+1) (2k)! 4ry!

L VR a(een?) 306, g 22 (aQY] -
r=1

N
=
W
91

| 0o t
' %awﬂ/ dit(sr=3) 1= s (i+a®m?) _
rpl 0

El calculo es muy similar al realizado en la seccion anterior para la funcion Zeta en la esfera (en
particular, para obtener la funcion auxiliar Ff (s)), por eso se omitieron algunos pasos. Se obtiene
una funcién analitica en s € C, con polos simples en s —r — % =0,—1,...,y que se anula en s = 0.

Entonces, la accion efectiva resulta ser:

1,1 1 VT oo . (20 1)z 1
W—_§< (0)—_5 V01(52k+1) (Qk)';CT(k) 4y (a2m2—|—4> F<—7’—2>‘| .

i : 1 (=) /722y . ..
Usando, como en la seccién anterior, que I' (,7« — 5) = S se obtiene la expresion
T 3 ™)l
final para la acciéon efectiva del campo escalar libre, masivo y con acoplamiento conforme sobre el

espacio hiperbolico de dimensién impar H2*+1, que es:

W1 i Ek:é (k)ﬂ ?m? 4 T (6.31)
Vol (§2++1) 2(2k)! &= " r+ 1 4 ’ '

6.3 Comparacion en el limite UV e IR

Resumiendo los resultados obtenidos para la accion efectiva del campo escalar masivo con
acoplamiento conforme, en espacios esféricos e hiperbolicos de dimension impar arbitraria, se tiene
que:

En §2k+1 .
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|

k 1\l L
DI % (B)+E -

2
k T [e'S) T .
55 —r—1 (T + l)' d7 rdl  _ 2n7/B
Z Qﬂ-)TZ " Z| ldoﬁaQe Ve
r=1 n=1 =0 l ’I" - Z) (27’17‘[‘\/3) a=1
Usamos en la expresién para am grandes que = a’m? — i, como se defin6 antes. Para am

chicos, podemos evaluar la suma infinita en n en términos de funciones Zeta de Huwitz, como se
hizo en la seccion 5.4 para dimension 3, definiendo p = |/ 1 — a®?m? y restringiendo a a’m? < 1.
Asi, se obtiene que:

. k+1 k ~ 2r r ] )
Wenn =g (176 <k>2<2] ) [Ch (3.0 =)+ (-1 G (.14 )] 977 am? <

donde C, (k) = (=1)¥*" G, (k).
En H2k+1 .

k r+1 r+i
_ 1 1) 9 o 1 2
H T TN (S2R T 2 E r+1 (a m 4) '

Tal como se hizo en el capitulo anterior, se llama w a la accién efectiva por unidad de volumen

del espacio en cuestién. Pasamos entonces a analizar los limites:

e El limite UV resulta convergente, y es:

En §2k+1 .
k 2r 2r—j
(=DM - 2r ) 1 i 3 1\
Jm Wosens = Sy ;( )" C, ““);J oGyt G (=g ) (5)
(6.32)
En H2k+1 .
k r+1
. B 1 ™ ~ (-1)
Ay v = =y s 22 O W Ty e (6.33)

Puede verse que se recuperan los resultados en dimensién 3 poniendo £ = 1 en las expre-
siones anteriores. Lo mismo que ocurria en ese caso se verifica para cualquier dimensién impar:
las acciones efectivas en el limite UV son muy distintas y no pueden relacionarse mediante la
transformaciéon a — ia .

e El limite IR presenta las siguientes expresiones asintéticas:
En S?%*+1 las potencias dominantes son:

m - )™, o, Tt
Ws2k+1 =~ *m ;C’r‘ (k') T (a m- — > (634)
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6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

En H2k+1 .

k r+1 r+3
_ 1 ™ A (=1) 2 2 1 ?
WHAS = TROL(S2+T) 2 (2K)! ;1(% (k) r+ 1 (“ ™ (6.35)

Si consideramos en S%**! la accion efectiva por unidad de volumen, se tiene que:

1 ( 1)7’+1 5 5 1 r+3
Wgaktt N~ (571 2 2/41 ' ZC a‘m® — 2 (6.36)

Notemos que los coeficientes involurados en las sumatorias de (6.35) y (6.36) estén relacionados,
de acuerdo a (C.4), como C, (k) = (=1)"** C,. (k). Entonces, en términos de los C, (k), la accion

efectiva para el espacio hiperbélico es:

k k+1 r+i
B 1 ™ (-1 9 o 1 2
PHEE = TNl (524 2 (2k)! Tzzl = (a "
k k+1 r+i
1 T (1) 2r+1 2 1 :
- NG (k) _ .
Vol (S2F+1) 2 (2k) 10 (k) ri 1 a m* + 1a2 (6.37)

Si hacemos el cambio a — ia en la expresion (6.37), hay varios términos que son afectados:

1 1
12 7 T aaE
a2r+1 N 22r+1 2r+1 (_1)7' Z-a2r+l ,

Vol (§2£+1) — 26 +1o] (§25+1) = (—1)* iVol (S2F+1) .

Llevando todo esto a la ecuacion (6.37), se tiene que:

1 1)k+1 1 r+3
) — _1) a2t 2 _ 4 _
WH2k+ ajia (—1)kiVol (52k+1 2k ! Z r"‘i (—=1)"ia (m 4a2>
1
1 )TH 2 o 1 T
= ~ el (5771 2 % ' Zc ! <a m? — 5 (6.38)

Comparando con el resultado (6.36), encontramos que la accién efectiva por unidad de volumen
en espacio hiperbolico es el mismo que se obtiene haciendo una extensién analitica a radio imagi-
nario en espacio esférico, y viceversa. Este resultado, que ya se habia hallado antes en dimension
3, se verifica también para cualquier otra dimensién impar, siempre que se esté trabajando en el
limite IR.

Podemos verificar también que se recupera el resultado en el espacio chato R%**! si consid-
eramos que a crece mas rapido que !/m, en el limite IR. Conviene en ese caso escribir explicito el
volumen Vol (S 2’”1) como se definié en (6.27), y entonces la forma asintotica de la accion efectiva

por unidad de volumen en S?¢+1 es:

| k _1)rt? 1 r+3
Weokt1 R — k! T ZCT (k) L (a2m2 _ ) _

Ark+142k+1 9 (Qk)!

k r r+i
k! 1) 1\
- v ; A (r—k) 2 - )
A7k (2k)! ;C ( )r—&—%a (m 4a?



6. Acciones efectivas en dimension impar arbitraria

Observemos que todas las potencias de a presentes son negativas: siendo 1 < r < k, el exponente
2 (r — k) es siempre negativo, o cero (cuando r = k), y en el factor entre paréntesis, que es elevado
a potencias positivas, el tinico término relativo al radio es de la forma a~2. Entonces, al tomar el
limite a — oo, todos los términos con potencias negativas del radio tienden a cero, y s6lo queda el
de a°, correspondiente a r = k.

Por lo tanto, y usando que Cj (k) = 1 para todo k (ver Apéndice C), se tiene que:

Wg2k+1

A G Ve K K 1 2k 42 opir _
asvoo A7k (2R) k4 1 =V s k1 \akr2)™

ok K21 gy o (BEDD e
=D s ar ™ Y mmag™

El resultado obtenido es igual al calculado en el espacio chato, dado en (A.1), considerado por
unidad de volumen.

Lo mismo puede hacerse con la accién efectiva en espacio hiperbélico, el calculo es muy similar.
Partiendo de la ecuacién (6.37) y poniendo explicito el volumen de S?**1, se obtiene:

k _ il
k! A a2(r k) ) 1 2
- (1 \ (k =)
Whktt = (k)] (1) ;C’ (k) Ry (m +4a2)

y luego valen los mismos argumentos dados en el caso de la esfera; en el limite de ¢ muy grande, y
mayor que 1/m, en el factor entre paréntesis es dominante el término m?, y en la sumatoria sobre

r lo es la potencia correspondiente a r = k. La expresion final es la misma que en S2¢+1 y R2F+1,
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7 Conclusiones

En este trabajo hemos realizado un estudio de las acciones efectivas de teorias escalares sobre
variedades méaximamente simétricas de dimensién impar arbitraria, via regularizacién zeta, con
acoplamiento conforme a la métrica. Nos hemos concentrado en dimensiones impares, en virtud de
la reciente bisqueda de funciones C' en tales dimensiones, donde no existe anomalia conforme y,
por lo tanto, no es posible extender de manera directa los conocimientos validos [2] en dimensiones
pares. Nos hemos interesado en el céalculo de acciones efectivas a un loop en virtud de la conjetura
de Klebanov y coautores [5], segtin la cual la parte finita de la accion efectiva a un loop sobre S3
seria esa tal funcién C en tres dimensiones. Ademas, hemos analizado si es posible, a partir de los
resultados en S2**1, reproducir la accién efectiva de la misma teoria en H2*+1,

De nuestro estudio analitico para campos escalares masivos hemos concluido:

1. Debido al cardcter no compacto de H?**1 la traza del nicleo de calor es divergente, segin
el “volumen infinito” del espacio. Dicho volumen se puede factorizar, permitiendo obtener

cantidades por unidad de volumen bien definidas.

2. En todos los casos, la regularizacién Zeta elimina las divergencias UV; sin embargo, aparecen

divergencias IR que requieren renormalizacién.

3. Tales divergencias son debidas a una suma finita de potencias de am, cuyos coeficientes se
relacionan con aquellos del desarrollo asintético del nidcleo de calor, y son potencias frac-
cionarias de (am)? en R?**1, de (am)® + 1 en H***1 y de (am)® — 1 en S?**1, siendo
las dominantes de orden %TH En los casos de espacios curvos, deberian tomarse teorias

conformes en una dimensién més para que las divergencias correspondieran exactamente con

las del espacio chato.

4. Las expresiones asintoticas en IR (cuando se calculan por unidad de volumen) de S2**1 y
H?#+1 ge obtienen facilmente una de la otra mediante extension analitica a “radio imaginario”,
a — ia, y esto es asi debido a que lo mismo ocurre con los desarrollos asintéticos del niicleo
de calor (por u. de volumen) en ambos casos. Fuera del régimen am > 1 esto ya no ocurre:
el niicleo de calor en S%#*1 recibe las “contribuciones topologicas” de la variedad compacta,
que se hacen mas importantes cuanto menor es la masa del campo, y los resultados difieren

significativamente respecto a H2F+1,

5. En virtud de las divergencias IR ya mencionadas, el enunciado del Teorema F como Fyy >
Fip carece de sentido. Tales divergencias no pueden sustraerse completas en S2¢+1, ya
que hacerlo conduciria a una accién efectiva compleja, rompiéndose asi la unitariedad. Se
propuso en S? sustraer los términos dominantes divergentes, pero eso conduce a una funcién

no siempre positiva (no es una funcion C). Por otra parte, no es cierto que la accion efectiva
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7. Conclusiones

sea positiva en el limite UV para cualquier dimensién impar (ver, por ej, en la ecuacién

M1y Los autores de [6] han propuesto como

(6.32), el signo lo determina el factor (—1)
posible funcién C en S2%+1 a (—1)*"! Waars1, que presenta el comportamiento adecuado
en UV, pero, tal como ocurre en dimensién 3, no es siempre positiva al restar los términos

divergentes dominantes.

6. En S3, hemos propuesto una nueva funcién “renormalizada”, dada por

~ 1 d
Wgs = Wgs — 3 d—pWsa = Wgs — %pg cot (mp) ,
donde p = (/a?m? — i. Esta funcién se anula en el IR y coincide con la accién efectiva

en el UV (es positiva en este punto fijo). Ademads, es mon6tonamente decreciente frente al
flujo del RG. Es decir, se comporta como una funcién C en el sentido de las dos primeras
condiciones mencionadas en la Introduccién, aunque su derivada con respecto a la constante

de acoplamiento no se anula en el punto fijo UV.

7. Las correspondientes funciones W para H® y R3 se anulan idénticamente. Por lo tanto, la
funcién W es claramente una medida de los efectos de tamaiio finito de la variedad, alrededor

de la cual “se enroscan” mas veces las particulas escalares cuanto menor es su masa.

Se puede extender la definiciéon de W a dimensién impar arbitraria en la esfera, de manera que
sea una buena funcién C en el sentido de las primeras dos condiciones. Dicha funcién es:

k
. C
Wennsr = (=) Weanns LE S b 2L et .
S2k+ ( ) S2k+ + (2k)' l:1( ) (21+1)p CcO (ﬂ-p)

Un problema de interés a futuro seré la aplicacion de estas ideas a teorias en interaccién, donde
existen otros puntos fijos distintos del UV e IR.
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A Campo escalar masivo en espa-

c1o0 chato euclideo

Sea el espacio chato euclideo RY. Es no compacto, asi que el problema de autovalores no
estard bien definido, por la aparicion de modos no normalizables, y un volumen no acotado.
Entonces, resolvemos en una regién M C RY de volumen finito Vol (M) = V, como puede ser
una caja de lado L, donde sera V = LY.
Dado el operador diferencial, de tipo Laplace, definido sobre funciones escalares ¢ : M — R

como:

D:A+§+m2 A=—-6"V,V, =-V?

El escalar de curvatura en espacio chato es R = 0, asi como los simbolos de Christoffel, por lo
que V, =0,y V2 sera el laplaciano euclideo usual. Habra que afadir condiciones de contorno,
pero se sabe que dicha eleccién no serd relevante cuando pasemos a considerar volimenes muy
grandes. En particular, supongamos condiciones Dirichlet homogéneas. Entonces, el problema de

autovalores de D en el espacio chato es:

Du=Xu , u(z)|y, =0

Trabajando en coordenadas cartesianas, se obtiene un espectro discreto de autovalores positivos,
de la forma X\, = k2 + m?, y autofunciones u, (z) = A, sin (ky, -x), donde escribimos k, =
(k1ms -y kNm), v k2 = ky -kn. Tras aplicar las condiciones de borde, cada componente del
nimero de onda queda cuantizado, de modo que seran k;,, oc 7, n; € N.

Al hacer el limite de volumen grande mediante L — oo, la separacion entre autovalores se hace
infinitesimal, y el espectro pasa a ser continuo. Cuando quiera calcularse la traza del nicleo de
calor, o la funcién Zeta del operador, habra que sumar sobre los autovalores, y resulta que:

[e%e] I +o00
> o= / dk;
= 2 J_ o

y esto por cada parametro n;, que son tantos como la dimensién del espacio. Por lo tanto, sera:

[ i
> —>(2W)N/ dNk

—0o0
ni,nz,...,MN

Los autovalores ahora se escriben en funcién de los k;, y de una forma sencilla, pues va con la

norma del N-vector k:
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A. Campo escalar masivo en espacio chato euclideo

N
A(k) =k +m? =)k} +m?
i=1
Entonces, tenemos finalmente autoestados con autovalores A (k) y degeneracion # Podemos
notar en este punto que las degeneraciones son proporcionales al volumen de RY, que diverge al
hacer L — oo, pero apareceré siempre factorizado. Una forma de regularizar todos los calculos
que involucren sumar sobre los autovalores es dividiendo por ese factor de volumen, para quedarse
con la parte finita del resultado.
Podemos reescribir lo obtenido anteriormente, pasando a coordenadas hiperesféricas en la inte-
gral en dVk, y entonces, como los autovalores sélo dependen de la parte radial, ya puede realizarse

la integracién en la parte angular, y obtenemos asi una densidad de estados para cada k:

oo VN/ dkkN—l/ QN1 = LNLN/ dk kN
nx (2m)7 Jo sV @m) T (%) Jo

00 N-3 N 00
v / a1 v (2 F]S?) = / dk kN1
ON=172T (%) 0 Ttz 92N -4 (g) 0

v 2 [ b ()

N-1Jo

donde es

Con esto, la traza del ntcleo de calor (manteniendo el factor de volumen) se calcula como:

po (k) =

(o9}
K(@)=Tr(e )=V va_l/o dk po (k) e

1 o0 2,2 2 1 > 2
:V—/ dk kN1t (Fm?) = yetm —/ dk kNl th
2N_17T%F(%) 0 ON-175T (%) Jo
Vv —tm? 1 Vv (4 t)*% —tm?
= e —_— = /I8 e
INTZ {2

La funcién Zeta para el campo escalar masivo en R se puede obtener rapidamente a través de
la transformada de Mellin de K (¢):

C(t)= ﬁ/dtﬁ*l[((t) = ‘/(ljl(7;))_2 /O°° di t(s=5)—1,—tm?
0
= GO gl )1t _
Vo ) (m2)€—]¥/o dtt
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A. Campo escalar masivo en espacio chato euclideo

(s %)

_ . - mN—2s
=V (4m) T (s)

El comportamiento de la funciéon Zeta en s = 0 vendra dado por el cociente de funciones Gamma

r(s—4& . s . .
(E(S)Z ), que dependerd de la dimension del espacio. Si es N = 2n par, entonces:

_ _aL(s—n)
=V (47) " m2n-s) 22 0
C(s) =V (dm) "m0 L
Asi escrita, no esta bien definida cuando s —n =0, —1, —2, ..., e interesa poder evaluar la Zeta
y su derivada en s = 0. Usando reiteradas veces la propiedad I" (z 4+ 1) = 2I' (z), se obtiene que:

I'(s—n) 1 (="

T(s)  (5-1)(5-2)--(s—n) =0 nl

Resulta evidente entonces que ¢ (0) # 0, al regularizar la accién efectiva mediante funcion
Zeta en dimension par, el factor de Inu (anadido para mantener las dimensiones correctas) no es
removido en el limite s — 0. No se profundizari mas en estos casos.

Si la dimensién del espacio es impar, escribimos N = 2n + 1 y se tiene:

1 P(s—n—1
(o) = v (my o LB 20)

Ll T (s -n— l)
V (4 n—3 , 2(n—s)+1 2
T (s) (4m) mn ]

I'(s+1)

Esta expresion es analitica en s = 0, y serd ¢ (0) = 0. La accién efectiva en dimension impar

resulta adecuadamente regularizada, y se calcula como:

= f% {V (47) "2 2D (n - ;ﬂ

=V [—4_”_17r_"_5m2”+lf (— (n+1)+ ;)}

1d
W:*§ @C(S)

s=0

y luego puede usarse la siguiente identidad [17], valida paran + 1 € N:

1 1 220D (1) 1 (n+1)!
( (n+ )+2> (=" vm (2n + 2)! (=1 ™ 2n 1 2)!
Llevado a la accion efectiva, se obtiene:
(=" (n+1)! +1
— n = A1
W=V [ — (2n+2)!m N=2n+1 (A1)

En particular, para el caso del espacio chato en dimensién 3, R3, la accién efectiva correspon-

diente al campo escalar masivo es:

T 212

Wigs =V {1 iimi”} 4 [f%mﬂ (A.2)

63



B Autovalores y autovectores del

laplaciano minimo en S° y H?

B.1 Espacio S®

El operador laplaciano minimo sobre la esfera S® se define, en coordenadas hiperesféricas

(x, 8, ), como:

A=—gu, V'V = —L&'( 91979,

Vgl
- _# E sin? 2 + ! 2 Sineg +L872
B aZsin?y | Ox X ox sinf 96 00 sin® 6 O¢?

Consideremos la ecuacién

Au= —u

en la region ¢ € [0,2x] , 8 € [0,7] , x € [0,7], y donde las soluciones u (x,8,¢) deben ser
acotadas y monovaluadas. Se sabe que para este tipo de operadores, definidos sobre variedades
Riemannianas compactas, los autovalores son todos positivos y discretos, por lo que esperamos
obtener una secuencia {\, , A, >0, n € N}.

La ecuacién de autovalores se puede resolver mediante separacién de variables, proponiendo

u(x) = R(x)Yim (0, ), siendo Yy, (6, p) el armonico esférico de orden I, que satisface

Rk Q si gg + 1 izy (0, 0) =1(1+1)Ym (0, ) —1<m<l [=0,1
sing 00 \*"" 80 ) T sz a2 | T\ = im (6, <m< —0,1,...

y son las tnicas soluciones acotadas y monovaluadas (y adecuadamente normalizadas) en ¢ € [0, 27]
, 0 €[0,7).
Luego, la ecuacion resultante para R (x) es:

1 d (., dR I(1+1)
L a2 &) ROX)+AR(Y) = 0
sin? x dx <bm X dx) sin? y %) %)
2 1
sinzxd—]j—i-ZsinxcosXﬁ—l—sinQX ()\_l('l—;— )>R(X) = 0
dy dx sin® x

Haciendo el reemplazo r = cos Y, se obtiene:
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B. Autovalores y autovectores del laplaciano minimo en S® y H>

1(l+1
(1—r2)R”—3rR’+(/\— 1(_r2))R:O

Podemos llevar esta ecuacion a una forma conocida si escribimos R (r) = (1 —7r?)

con algun factor « adecuado. Para la funcion w (r), se tiene que:

= N2 1(1+1 1
( 1) ( )—i-)\—l—a—&-*

— 0
1—12 2"

(1-r*)w” + (20— 2)rw’ +

. _— -1 . .
Entonces, para quitar el término con (1 — 7’2) entre corchetes, es conveniente elegir « tal que

(@ = 1) r? —1(I+1) oc 1 —r?, por ejemplo, si es:

1
2
—- = 1({+1
2
1 1 1
2
S T
¢ Ty ( * 2) 4
1
= l -
of = 1+
En particular, usando o = — (l + %), la ecuacion que se obtiene es:

1-r)uw’+I+D)+D)rw' +A=1(1+2)w=0

Siendo los autovalores todos positivos, podemos escribirlos como A = p (p + 2), siendo p en

principio cualquier nimero real positivo. Entonces, si ademéas definimos v = [ + 1, resulta que:

(1—r2)w”—|—(2u—|—1)rw'—|—[p(p+2)—l(l+2)]w =0
(=) + @+ D + =D (p+1+2Dw = 0
(L=r)w" + @+ rw' + (p-1)(p—1+2Ww)w = 0

La solucion a la tiltima expresion es la funcién de Gegenbauer [16] C)_; (r), definida en términos

de la funcién hipergeométrica, de modo que:

L L F'(p+1+2) 3 1—r
R(r)=1—-r)2CH (r) = (1 —1?)2 Flp+14+2 —p+11+=;——
() =0-r)" L) =01-r) Tp—i+1r@2+2) \P PrLITS T

La funcién hipergeométrica F' («, 3,7;z) se define como una serie de potencias de z, que se
corta si los pardmetros o o 8 son enteros negativos, y en cualquier otro caso es convergente en
|z| < 1, siempre que v # —n (n € N); ademads, es simétrica frente al intercambio « <+ (. Para
asegurar convergencia en |z| = 1, es necesario que Re (a + 8 — ) < 0, en cuyo caso la convergencia

es absoluta.

1—r
5

r = cos x tomando valores entre -1 y 1, por lo que es necesario que sea acotada en |z| = 1. Pero

Para nuestra solucién particular, el cuarto argumento de la hipergeométrica es z = con

alli la suma diverge:

1
Re(p+l+2+(p+l)<l+z)> =2+5>0 W=01,...

Entonces, la tnica manera de lograr una solucién acotada es cortando la serie, pidiendo, por

ejemplo, que:
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B. Autovalores y autovectores del laplaciano minimo en S® y H>

—-p+l=—-N N eN

Por lo tanto, p solo podra tomar valores enteros, y de manera tal que la diferencia con el
parametro [ sea siempre un nimero natural. Escribiendo p = n, serdn permitidos aquellos valores

de [ tales que
n—101=0,1,...
Pero ademéas sabemos que [ s6lo puede ser positivo, asi que debe ser n € N, y luego | =
0,1,...,n.
Finalmente, obtenemos para el problema de autovalores del laplaciano minimo en S3, las sigu-

ientes soluciones:

n
AS3unlm = ?unlm

A=nn+2) , n=01... , I=01....n , —-1<m<l]

3
Unim (¢ 0, ©) = Nuim sin’ xF <n +14+2,—n+1,1+ 5; sin? (>2<)> Yim (0, )

Es facil contar las degeneraciones, ya que, a n fijo, hay 2] + 1 autoestados posibles, por cada
valor de ! permitido (que barre de 0 a n). Entonces, la degeneracién sera la suma de todos ellos;

por conveniencia empezamos a sumar desde [ = n hasta [ =0, y es:

do=02n+1)+2m—-1)+1)+...+1

m+1)+2n+n—-1)4+n—-2)+...+(n—(n—1)))

n+1—|—2ii
i=1

1
n+1+2%

=(n+1)°

B.2 Espacio H?

La propuesta para resolver el problema de autovalores del laplaciano minimo en el espacio H?>
serd aprovechar los resultados ya obtenidos en 2, y relacionarlos con los del hiperbélico mediante
una extension analitica en las coordenadas.

El laplaciano minimo en H? se escribe:

A

o (VIglg" ;)

b
Vol

1 ) 1
- —(sinh®y— | + ———A
a? sinh? y Oy ( 4 8y> a? sinh? y

donde las coordenadas son y € Rt, 6 € [0, 7], ¢ € [0,27], y definimos
1 0 0 1 o2
DNg =— — [sinf — —_— =

e <sin9 a0 (Sme ae> * o 3@2)

que es la parte angular del laplaciano minimo en R? (usando coordenadas esféricas), y es el mismo
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B. Autovalores y autovectores del laplaciano minimo en S® y H>

que aparece en el problema en S°.

Luego, transformando mediante y = iy, se tiene que:

1 .0 .. 9 . 0 ) 1
Ags = —————i— [(—isiny)” i— | + ———SA
& a2 (—isiny)® Ox (( x) 5% a? (—isiny)? ¢
1 9 (., 0 1
= = 2= A
a?sin?y Ox (sm X ax) asin?y "
- —A33

Pasemos entonces a calcular autovalores y autofunciones en H?>:

AHS’U = 7?]
a
donde nuevamente las soluciones v (y, 8, ¢) deben ser monovaluadas y acotadas, y ademés normal-
izables (funciones de cuadrado integrable sobre la variedad); esto tltimo no es trivial si el espacio
en cuestion es no compacto.
Por conveniencia, pondremos A = k2 + 1, y en principio serd k € C.
Recordemos entonces las soluciones mas generales a esta misma ecuacién, en S3, antes de pedir

condiciones de convergencia en el borde:

+2
Agsu(x,0,p) = p(pT‘)U(xﬁ,cp)

u(x,0,9) o sin' X F (p+l+2, —pH L+ g;sinQ (§)> Yim (0, )

Haciendo x = iy, vimos que Ags — —A g3, pero las soluciones (y los autovalores) siguen siendo

las mismas, evaluadas ahora en esta nueva coordenada:

plp+2) .
%U(Z%Gasﬁ)

ASSU(X797¢) — _AH“’U/(Zy707<p) =
Xy
Entonces, las autofunciones del laplaciano minimo en H?® seran:

v (y,0,¢) = u(iy,0,¢) « sin' (iy) F <p+l+2,—p+l,l+ g;sim2 (f)) Yim (0, )

con autovalores

A+ pp+2)
2 - 2

a2 a a
De la dltima igualdad resulta que podemos escribir a p en términos de k, como p = ik — 1.
En la esfera, p s6lo podia ser un real positivo, pero aqui toma cualquier valor complejo. Las

autofunciones quedan expresadas de la siguiente forma:

v(y,ﬂ,go)ocilsinhl (y)F(ik—i—l—i—1,—z'k—|—l—}—l,l—f—z;—sinh2 (g)) Yim (0,9) 1N —I<m<l

Resta analizar el comportamiento de la funcion respecto a la variable y, que barre sobre todos
los reales positivos. Recordamos que la funcion hipergeométrica F («, 8,7; z) esta bien definida
para |z| < 1, y los primeros tres argumentos reales: habra que hacer una extension analitica. Esto
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B. Autovalores y autovectores del laplaciano minimo en S® y H>

ultimo puede hacerse [16] siempre que v + 1 no sea un nimero natural, y « — 8y v — a — 8 no

sean enteros. En nuestro caso:

11
’y+1:l+g§£N a—pF=2ik¢7Z 'y—a—ﬁz—l—i-?%Z

La primera y la tercer condiciéon se satisfacen por ser [ natural. Para que se cumpla la segunda,
habra que excluir valores de k = iq, ¢ € Z; mas adelante veremos que, para que las soluciones sean
normalizables, k s6lo podra ser real, y no tendremos este problema.

Entonces, la funcién hipergeométrica que es soluciéon a nuestra ecuaciéon puede extenderse

analiticamente a |z| > 1, que es univaluada si introducimos un corte sobre el eje real, de z =1 a

z = co. En este caso, es z = —sinh® (£), e interesa estudiar el limite y — co. En dicho limite,
2
podemos aproximar z & — (eyz/ 2) = —% y utilizar la siguiente formula de inversion [20] :
F()TB-ao —a ( 1
Flo,B,vi2) = —F—=——(2) Flal—-v+o,1-8+a, -]+
@852 = FET = :
L'(y)T'(a-B)

F(@)T (v =5)

Como haremos z — —oo, los factores F (a,b,¢; 1) — F (a,b, ¢;0) = 1, asi que no los tendremos
en cuenta en la expresion asintética final.

Si definimos

3
i (y) = i sinh! (y) F (zk + 141, =ik 14 1,0+ 35— sinh (g))

luego las autofunciones son v (y, 8, ©) x fir (¥) Yim (8, ¢), y en el limite y — 0o, su comportamiento

vendra dado por la expresion asintotica de fi; (y), que es:

y(—ik—1)

2T (1 + 3) T (ik) k1) 4 27D (14 3) T (—ik)

frr (y) = VD (ik+1+1) VAl (—ik+1+1)

Las autofunciones seran normalizables si las fi; () son de cuadrado integrable sobre la variedad
(la integral de|f (y)|* sobre y € [0,00) es convergente), lo cual slo seré posible si es k real. !
Ademas, como las funciones fy; (y) son simétricas frente al intercambio k — —k, considerando

unicamente k positivo ya obtenemos un conjunto completo de autofunciones, pues las de k negativo

15i las autofunciones son normalizables, debe ser posible escribirlas de modo que
('U (m)klm ) U (m)k’l'ﬂll) = /H3 dS‘T V9 (117) v (‘r)zl'm v (z)k’l"m’ = 5kk’(sll’(;’rrnn'

donde /g (z) = sinh? y sin 6, y v (y,0, ®) < fri () Yim (0,¢).

Siendo Yj,, (0, ¢) los arménicos esféricos, ya estan normalizados respecto a la medida dQ2 = sin6dfdy, la inte-
gracién en esa “parte angular” ya proporciona las deltas en [ y m, por lo que s6lo es necesario analizar la integral
en la variable y, que es

/0 dy sinh®y fiy ()" ferr ()

s (k) ev(@R=1) 4 ¢ (—k) e¥(=k=1)  como vimos

Cuando y — oo, podemos aproximar sinh?y ~ €2V y fi; (y) ~ ¢
k = k', lo cual dependera del comportamiento de la

antes. Necesitamos que la integral dé un valor finito cuando
funcién a integrar, que es de la forma

Sinh2yfkl (y)* Frl (y) ~ ‘Cl (k)‘2 eZyRe(ik)_Hq (—k)‘Q 672yRe(ik)+cl (k)* a (—k) 672ylln(ik) +¢ (—k‘)* o (k}) e?ylm(ik)

Entonces, si es k imaginario, Im (ik) = 0, y la integral diverge para cualquier valor de k # 0; s6lo puede ser k € R
para que las autofunciones sean normalizables
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B. Autovalores y autovectores del laplaciano minimo en S® y H>

no son linealmente independientes a estas.

Por lo tanto, el espectro del laplaciano minimo en H? es continuo, de la forma:

Ak
A pgsvgim = %vklm

AE)=k*+1 , k>0 , 1=0,1,... , —I<m<I

Estos mismos resultados son reproducidos en [18], donde se calcula también la densidad de

estados:

o [T (ik+1)?

2o
J7 (k) = g %1: |Uklm (O)| |F (Z]{i)|2
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C Relaciones entre raices y coefi-

cientes de un polinomio

n

Sea P (x) = Za,.xr un polinomio de grado n en C [z]; tiene n raices complejas, y se puede

r=0
n

factorizar como P () = a, H (x—ap),qeC.
=1
Distribuyendo en la expresién factorizada del polinomio, se tiene que [21] :

P(x) =a, [2"—(a1+o2+...+ay)z" '+
+ (s + agag + ...+ agas + asas + . F apo1y) "2 -
— (a1 + ajagoy + .. Qo 10) T3 L+

+(=1)" 1z ... qp] -

Entonces, dado el coeficiente principal a,,, los demés pueden calcularse en términos de las raices,

como:

G

"= (e tast.. o)

Qp

A

22 = + (o +araz+ ... +ap_10y)
n

29 = Q—lylalag...an.

Qnp

En forma compacta, esto es:

:(—l)l Z oy Qy o0y, o, I=1,2,.00n. (C.1)

1<i1<i2<...<u1<n

Gn—1

Qn

e Consideremos un polinomio formado tinicamente por potencias pares, de grado 2k y factor-

izado de la siguiente manera:
k—1
P(x)= H <x2—l2) =2 (xQ—l)...(xQ—(k—l)Q) .
1=0
Haciendo el reemplazo z = x2, obtenemos un polinomio en z de grado k, cuyas raices son todos
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C. Relaciones entre raices y coeficientes de un polinomio

cuadrados perfectos :

k—1 k
P(z) = H (z—1%) = ZC’TZT.
=0 r=0

Respecto a los coeficientes, es facil notar que el coeficiente principal es C, = 1, y, como una de

las raices es el cero, entonces Cy = 0. Las raices no nulas son:
— 2 _
an =n n=12,....k—1.

Entonces, usando (C.1), podemos escribir los coeficientes C,. en términos de las raices del
polinomio como:

Cp_r = (—1)" Z nini...n2. (C.2)

1<ni<n2<...<n,<k—1

e Consideremos ahora un polinomio par, de grado 2k y factorizado como:
N k-1
P(z)= H (® +17?) = 2? (z2+1)...<z2+(k—1)2) .
1=0
Reemplazando por la nueva variable z = 22, obtenemos un polinomio en z de grado k, cuyas

raices son todos cuadrados perfectos de nimeros imaginarios puros. Esto es:

k—1 k—1 k
P =T[G+?=]] (z—(il)z) vy P=Y 0z
1=0 =0 r=0

Nuevamente, el coeficiente principal es Cy = 1, y Cy = 0. Las raices no nulas se escriben como:

an:(in)zz—n2 n=12,....,k—1.

b

Llevado a la ecuacion (C.1), los coeficientes C,. son:

Cror = (—1) > (iny)? (inz)* ... (in,)?

1<ni<ne<...<n,.<k—1

= (=1 Z (=1)"nin3...n?

1<ni<n2<...<n,.<k-1

1<ni<ne<...<n,<k—1

Finalmente, de (C.2) y (C.3), encontramos que:

Cr—p=(-1)"Cr—y , obien Cp=(-1)""C,. (C4)
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