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Resumen

Hemos estudiado la teoria abeliana de gauge en 2 + 1 dimensiones conocida como Teoria de Chern-
Simons-Lifshitz. Esta teoria describe las fases adyacentes a un punto critico que presenta invarianza frente
a cambios de escala anisotrépicos (punto critico de Lifshitz). En ausencia del término de Chern-Simons,
la teoria es dual a un campo escalar de Lifshitz, describiendo una transicion de Lifshitz cudntica. Al
encender el término de Chern-Simons, la descripcion en términos del campo escalar dual resulta no local.
El modelo presenta un inico acoplamiento relevante, que sintoniza al sistema a lo largo de una transicion
de fase cudntica entre un estado isotrdpico y un estado anisotrépico. Calculamos soluciones de vdrtice,

coeficientes de transporte a temperatura nula y su comportamiento al agregar términos de Chern-Simons
de orden superior en derivadas.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo vamos a estudiar soluciones de vortice y propiedades de transporte en una teoria pro-
puesta recientemente denominada teoria de Lifshitz-Chern-Simons (LCS). La teoria se construye sumando
al dual electromagnético de una teoria escalar de Lifshitz un término de Chern-Simons. Esta deformacién
no alteraré las propiedades de invarianza de escala en el punto critico en virtud de la invarianza de la
acciéon de Chern-Simons frente a diffeomorfismos arbitrarios. En esta seccién se hard primero una intro-
ducciéon al uso de teorias de campos en sistemas de materia condensada, tomando como ejemplo la teoria
de Lifshitz. Luego se discutira la teoria de Chern-Simons, de manera tal de contar con las herramientas
necesarias para abordar la presentacion de la teoria de Lifshitz-Chern-Simons en la seccion 2. Finalmente
se hard una introduccién a las soluciones de vortice, herramienta que nos permitirad abarcar cabalmente
la seccién 3 que discute soluciones de vortice en la teoria LCS.

1.1. Campos de Lifshitz en Materia Condensada

Parametros de orden

Consideremos las propiedades termodinamicas de un sistema de particulas y/o spines de hamiltoniano H
invariante bajo la accién de un grupo de simetrias G. En general, la fase de equilibrio a alta temperatura
(dominada por la entropia) es invariante bajo todo el grupo de simetrias G del hamiltoniano. Esto significa
que los promedios termodinamicos (valores medios) y las funciones de correlaciéon no nulos a alta tempe-
ratura, son solo aquellos que no cambian bajo la accion de G: corresponden a cantidades que transformen
como singletes bajo G. A baja temperatura (dominada por la energia), el Hamiltoniano puede privilegiar
una fase ordenada. Esta fase de baja temperatura se distingue de la desordenada de alta temperatura
por la aparicion de valores medios no nulos {(¢,) para operadores ¢, no invariantes bajo G. Dichos valores
de expectacion se denominan parametros de orden, y este fendmeno se conoce como ruptura térmica de
simetria. La simetria a baja temperatura resulta reducida G — G’ C G, siendo el grupo de isotropia G’
el subgrupo de G que deja invariante los pardmetros de orden (¢,). La temperatura T, por debajo de la
cual los valores medios (¢,) resultan no nulos se denomina temperatura critica del sistema.

Supondremos a continuacién que el pardmetro de orden es pequeno y uniforme cerca de la tempera-
tura critica T, del sistema. Las propiedades termodinamicas de equilibrio se encuentran completamente
determinadas por la minimizacién de la energia libre F[T,V,N] = E — T S, siendo F' invariante bajo
la accién de G. Esto significa que solo puede ser funcion de aquellas combinaciones del parametro de
orden {(¢,) que no cambian bajo transformaciones de G. F' es en general una funcional muy complicada
de (@), sin embargo, puesto que (¢, ) es cero para T > T, resulta util expandir F' en serie de potencias
de (¢q), alrededor del punto critico ajustando los coeficientes de la expansion de manera de respetar las
propiedades observadas en el sistema y reproducir las magnitudes fisicas como por ejemplo los exponentes
criticos. La energia libre asi construida se conoce como energia libre de Landau.
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Punto critico de Lifshitz

Existen sistemas fisicos en los que, al variar algin potencial o campo externo, la fase ordenada (baja
temperatura) cambia de un orden espacialmente uniforme a otro modulado espacialmente (fase sméctica).
Este comportamiento se manifiesta en términos de tres bordes en el diagrama de fases, que separan la
fase desordenada de altas temperaturas de la fases (de baja temperatura) ordenada uniforme y modulada
(ver fig.1.1). El punto donde estos tres bordes se encuentran define el punto critico de Lifshitz.

1 $
r P LP T P LP

|

|

|

|

|

0 —Cy 0 —C|
(a) (b)

Fig. 1.1: Diagramas de fase esquematicos de la energia libre de Landau para un campo de Lifshitz con ¢, = x?m? .
La fase paramagnética (P) de altas temperaturas, la fase ferromagnética (F) de bajas temperaturas y
la fase modulada (M) se encuentran en el punto critico de Lifshitz (LP). (a) Diagrama de fases para un

parametro de orden escalar, (b) Diagrama de fases para un pardametro de orden vectorial.
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Una posible energia libre de Landau para un punto de Lifshitz genérico es [1]
1
F=g /ddx[ﬁzmﬁ(vu(b)Q + £2m3 (V1) + K2 (V2)? + ug? +ve?]. (1.1)

Donde hemos separado las coordenadas del espacio fisico 2 = (x|, 2 1), en componentes paralelas y per-
pendiculares a la direccién de ruptura de simetria. Para mﬁ y mi positivos la configuraciéon de minima
energia resulta espacialmente uniforme, puesto que variaciones espaciales del pardmetro de orden implica-
rian un incremento de la energia libre. El valor de vacio para el parametro de orden, obtenido minimizando
el potencial, resulta y/—v/2u, en el caso de que el pardmetro de orden sea un vector, la direccion del
mismo no queda determinada.

Para mi < 0, el sistema minimiza su energia creando estructuras moduladas espacialmente. Consi-

derando configuraciones ¢(z ) y variando F' encontramos (suponiendo v = u = 0 para simplificar)
9% (019 —mig) =0 (1.2)

cuyo espacio de soluciones contiene funciones senos y cosenos que varian espacialmente con una longitud
de onda caracteristica A ~ 1/|m|.

Resumiendo, parav > 0y mi > 0 el sistema minimiza su energia libre con un parametro de orden nulo,
esto corresponde a la fase de alta temperatura o fase desordenada, al cambiar v de signo, el pardmetro
de orden que minimiza F' resulta no nulo y nos encontramos en una fase homogéneamente ordenada.
Variando el signo de m? podemos pasar de la fase ordenada homogéneamente a la fase cuyo orden esté
dado por una funcién modulada. El punto dénde se encuentran todas las fronteras (v = 0, m3 = 0)
corresponde a un punto critico de Lifshitz.

En el punto critico de Lifshitz, es natural esperar una simetria frente a cambios de escala. Sumando
a la energfa libre un término cinético canénico 72 = (9;¢)? y haciendo la transformada de Legendre para
obtener el lagrangiano, advertimos que la accién resulta invariante frente al escaleo

t—=XNt, ==\ (1.3)

donde z = 2. Esta simetria sera de ahora en mas la que caracterice un punto critico e Lifshitz (ver capitulo
2). Los puntos criticos de Lifshitz pueden aparecer en metamagnetos para una eleccion apropiada del
término de intercambio.

1.2. Teoria de Chern-Simons

En esta seccion vamos a discutir los aspectos basicos de la teoria de Chern-Simons.

1.2.1. Fotones masivos en una teoria invariante de gauge

La caracteristica fundamental de la teoria de Chern-Simons es la describir un campo electromagnético
masivo invariante de gauge, a diferencia de lo que sucede cuando se incorpora el término m2A#A“ a
la accion de Maxwell. En la teoria de Maxwell-Chern-Simons (MCS) la invarianza de gauge permanece
preservada, esto es, en la teoria MCS sigue existiendo una corriente conservada asociada a las transfor-
maciones de gauge.

Consideremos la densidad Lagrangiana

1 k
L= = F"Fut 5P AD,A, (1.4)
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el segundo término de esta acciéon corresponde al término de Chern-Simons, que parece no invariente
de gauge, por depender explicitamente del campo de gauge A,. Para encontrar la corriente conservada
mencionada anteriormente consideremos la transformaciéon de gauge A, — A, + 9, A. La variaciéon del
lagrangiano (1.4) resulta

5L = gew 9,A0,A,
k urp k vpp
= 0 (AD,A,) = S 0, (A,0,0) (1.5)
= 0u()

puesto que la variacion del lagrangiano es una derivada total, el teorema de Noether nos provee la corriente
conservada dada por

sL
= a, A — Q¥
30, A,
1 v v
= S — k" A0LA (1.6)

Integrando en el plano la componente temporal de la corriente (1.6) obtenemos una carga conservada
cuya expresion resulta (utilizando para Q" la segunda expresion en (1.6))!

QA = /d% (FY — k€’ Aj) 9;A.
= —/d% 9;(F* — ke Aj) A (1.7)

Veamos ahora cémo el término de Chern-Simons da masa al campo de gauge. Las ecuaciones de
movimiento que se derivan de (1.4) son

k
P + S,y =0 (1.8)

de donde la corriente (1.6) se deduce inmediatamente teniendo en cuenta que debido a la contraccién con
el tensor de Levi-Civita, podemos reemplazar en el segundo término de (1.8) F,, — 20, A,. Definiendo
el dual de Hodge F del campo electromagnético F como?

1 .
B = 2V E,, = M = —"’F, (1.9)

las ecuaciones (1.8) pueden ser escritas de la siguiente manera

Oue"PE, —kF” =0 (1.10)

I Notese que al integrar por partes en la segunda linea de (1.7) el integrando resulta ser la ecuaciéon correspondiente a
la Ley de Gauss, por lo tanto on shell el integrando se anula. Es importante entonces conservar el término de superficie
despreciado al integrar por partes.

2 Recordar que en signatura Lorentziana n = diag(— + +) se tiene que €y, = —eHVP
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Multiplicando por €,,4 y tomando la divergencia 9 obtenemos®

2y — kegun® FY = 0
O*Fy —k’Fs = 0 (1.11)
Transformando Fourier obtenemos
P'pu+k =0=p® =k (1.12)

donde p es la masa del fotén.

1.3. Formulacién de Lagrange de la dindmica de un fluido bidimensional

Consideraremos la descripcion de un fluido no disipativo constituido por un conjunto de particulas
idénticas no relativistas « = 1,...,n, moviéndose en el plano segun el lagrangiano [2]

m.,.
L= ZE(X(Q))Q - U(X(1)7X(2)7"') (113)

donde x(») representa el vector posicién de la particula o y U la energia potencial de interaccién entre
particulas. Asumiendo que el sistema se comporta como un fluido, el limite al continuo (n — o) se obtiene
reemplazando el indice discreto « por coordenadas continuas y = {y1,y2}. Las coordenadas y, pueden ser
pensadas como las condiciones iniciales para x%, de manera que y, = x4(yq,t = 0). Estas coordenadas y
etiquetan los puntos materiales del fluido y se mueven con él, la descripcion para la dindmica del sistema
es entonces en términos de un par de campos continuos x = {z,(y,t)} con a = 1, 2. Sin perder generalidad
podemos elegir las coordenadas y de manera tal que el nimero de particulas por unidad de &4rea en el
espacio y sea una constante pg. El vinculo sobre el nimero total NV de particulas se expresa como

b
N = /dzypo _ /d2xp0 ai‘ (1.14)

donde % es el jacobiano que conecta ambos sistemas de coordenadas. La densidad de particulas p en el
espacio fisico x es entonces

dy
Ox

Suponiendo que el potencial U, proveniente de fuerzas de corto alcance, conduce a una configuracion
de equilibrio de densidad constante py en espacio fisico*, podemos reescribir el lagrangiano (1.13) como

L= /dgypo [Z&Q - V(po )} (1.16)

donde hemos expresado la energia potencial U — V en términos de la densidad de particulas en el espacio
fisico p.

p=po (1.15)

9y
ox

3 Para escribir la primera linea de (1.11) hemos usado la identidad de Bianchi para el campo electromagnético F' que en
términos del dual de Hodge toma la forma 0o F'* = 0.
4 El jacobiano para la conifguracion de equilibrio vale 1.
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El lagrangiano (1.16) es invariante frente a difeomorfismos, en el plano y, que preserven el area (notar
que también preservan el vinculo (1.14)). Para hallar las consecuencias de esta invarianza, consideremos
la transformacién infinitesimal

Yo = Ya + fa(y) (1.17)
tomando a los campos de posicion x como escalares frente a (1.17), esto es X' (y") = x(y), obtenemos
oz
g = —2 ) 1.18
o o) (1.18)

La condicién para que f preserve el area es

d*y = d*y = ‘E;yy/ =1 (1.19)
a primer orden en f tenemos ,
1:‘?; ~1+4+0.fa (1.20)
de donde se sigue que
Do =0 fo = ey 20 (1.21)
Oyp

con A una funciéon de gauge arbitraria. La ecuaciéon (1.18) para difeomorfismos que preservan el area
(DPA) toma la forma

0xq OA(y)

= 1.22
fed 8yc ayd ( )

0x,

Circulacion, vortices y difeomorfismos que preservan el area

Como la transformacion (1.22) es una simetria del lagrangiano (1.16), el teorema de Noether nos
provee de una magnitud conservada Q dada por

Q = /d2yna5xa (123)

donde II, es el impulso canénico asociado a z,, explicitamente

Oz, OA
d? €od Ly —t —
/ ypo{ Dy, 3yd]

0 ox
_ 2 _ H 274
/d Y Po va <€cd Tq ayc> A. (1.24)

Considerando que la expresion es conservada para A concluimos que

d|[ 0 . Oz, B
ACACEE IR )

Q

Integrando (1.25) en el area S encerrada por una curva cerrada I' = 05 y usando el teorema de Gauss
en el plano y, obtenemos el teorema de conservaciéon de la circulacion de Lord Kelvin
d

il Y- dx = 1.2
g 1“x dx =0 (1.26)

infi
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“La circulacion a lo largo de una curva cerrada T' que se mueve con el fluido (que encierra los mismos
elementos del fluido) es constante en el tiempo”. Expresado de manera mas simple, el teorema establece
que si observamos a un dado tiempo un contorno cerrado I' y 1o seguimos a lo largo del tiempo, siguiendo el
movimiento de todos los elementos del fluido, la circulacién sobre el contorno no cambia. Desde un aspecto
formal, la conservacion de la circulacion se deriva de la invariancia de (1.16) frente a difeomorfismos que
preservan el area (cf. nota 1).

En analogia con en el electromagnetismo donde las fuentes donde V- E corresponden a cargas eléctricas,

oz,
0y

) # 0 se denominan vortices. Un fluido libre de vortices satisface

0 0x,
— ta— | =0. 1.2
8yd (ch Tq ayc> 0 ( 7)

los puntos donde Biyd (ecda'ca

Formulacién de Lagrange y su relacién con la teoria de Maxwell

La analogia con el electromagnetismo observada en (1.25)-(1.27) se puede fortalecer si restringimos
nuestra atencion a pequefios movimientos del fluido. Asumiendo que el potencial V' en (1.16) tiene un
minimo para p = pg, la solucién para un fluido en reposo resulta

T = Yq- (1.28)

Consideremos pequefias desviaciones de esta solucién de equilibrio parametrizando la posicion de las
particulas en términos de un campo a; definido por

1
Tq = Yo + ﬁeabab (129)
donde hemos elegido usar una a minuscula para evitar confundirlo con el campo electrmagnético fisico
A,,. Los DPA (1.22) resultan entonces equivalentes a una transformacion de gauge U(1) para a

OA

1.22) = dap = 2wpg——. 1.30
(1:22) g (1.30)
Asumiendo que, para pequenas desviaciones de la densidad fuera de su valor de equilibrio, el potencial

toma la forma

P 2
ai‘ - p0> . (1.31)

V=p (Po
y puesto que de (1.15) y (1.29) a primer orden resulta®

1
p=p—5-(V xa), (1.32)

el lagrangiano (1.16) para pequefias fluctuaciones respecto de un fluido en reposo toma la forma®

1 2 1[0 2005 2

5 BEn (1.32) llamamos V X a = €,q0caq-
6 Notar la similitud con L = g% J de% [e2 — bﬂ si hacemos e = —ay b=V X a = €59,q;-

freevc

invgauge
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donde la constante de acoplamiento g esta definida por

g* = (2m)2 2. (1.34)
m
y la velocidad de la luz esta dada por
2 2
2= % (1.35)

El lagrangiano (1.33) coincide el lagrangiano de Maxwell en el gauge temporal ag = 0 y los fotones del
analogo electrodinamico corresponden a ondas sonoras en el fluido. La ausencia de vortices (1.27) en la
aproximacion lineal toma la forma

V-a=0 (=V-e=0) (1.36)

Podriamos obtener esta ecuacion del Lagrangiano (1.33) introduciendo un multiplicador de lagrande ag
y recuperando la invariancia de gauge (1.30)7.
Fluido Cargado en un Campo Magnético uniforme y su relacién con Chern-Simons

Supongamos ahora que las particulas constituyentes del fluido estan eléctricamente cargadas y se
mueven sujetas a un campo magnético B transversal al plano del fluido. El lagrangiano que describe la
interaccién de una particula puntual de carga ¢ con un campo magnético uniforme es

. _gB .
Lint = Aaxa = 7€abxaxb (138)
Para un fluido con un cociente carga/masa igual a g/m, el término a adicionar es

qB .
Ly = 7/d2yp()€ab EqTp (1.39)

La densidad de momento canénico conjugada a x, estad dada por

oL’ B
= = ueabl‘b (1.40)

11, =
¢ 9, 2

En ausencia de campo magnético, el rol de las cargas estaticas era representar vortices en el fluido. Cuando
el campo B es encendido, el comportamiento lejos del origen es dominado por el témino de Chern-Simons.
Miremos que pasa en este caso.

El lagrangiano (1.39) es invariante frente a difeomorfismos que preserven el area, pero ahora el gene-
rador de gauge conservado es

10 Oxq 1 Oy Oxq
5874] {Eijﬁabl‘bai} = ieijeabaiyjaiyi (1.41)
7 Por completitud es conveniente reescribir las ecuaciones Maxwell en 2+1 dimensiones
Maxwell : §,F** =0 V-E=0, VXxB=E
Bianchi: 8,F*=0 VxE=-B (1.37)

where V X B = €440y B. En 2+1, la identidad de Bianchi se expresa como la conservacion de la corriente F de componentes
Fe = (B, Ey,—E). Bianchi se resuelve facilmente en términos de un vector A, haciendo F'® = e*$7954,.
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Esto es simplemente el Jacobiano de z a y dado por pg/p. Se deduce entonces que la densidad del fluido
a un punto acompanante fijo y es independiente del tiempo.
En ausencia de vortices, el generador conservado vale uno. Esto se debe a que el mismo es una
constante de movimiento y en t = 0, x; = y;. Siendo asi, surge la restriccién
]. a%b 5‘% o

ii€a 1.42
]6 bayj ayl ( )

Las ecuaciones de movimiento y la restriccion pueden ser derivadas de una tnica accién
eB,Oo 2 . 1 €ab
L' = € d Tq — —— {q,a0} | a 1.43
e [ @y (0= e (rman} )+ 52 (1.43)

En esta ecuacion aparece el corchete de Poisson

{F(y),G(y)} = €;0:F0;G (1.44)

Retornemos ahora a la aproximacion lineal para pequenas oscilaciones del fluido. Sustituyendo (1.29)
n (1.39) se obtiene

/
d*yeqpaqa 1.45
87T2p0 / Y€ablalp ( )
Esta es la forma usual del lagrangiano de Chen-Simons en el gauge temporal. Se puede ver que la masa
w del «fotény coincide con la frecuencia de ciclotron eB/m.

Usando la expresion (1.32) vemos que la ley de conservacion requiere que el «campo magnéticoy en
cada punto y sea independiente del tiempo. El andlogo de un vortice es un campo magnético que sea una
funcién §:

V x a = 2mpoqd>(y) (1.46)

donde ¢ mide la magnitud del vortice. La solucién a esta ecuacion es tinica a menos de una transformacion
de gauge. En el gauge de Culomb, V - a = 0, viene dado por

a; = Woﬁj%~ (1.47)

Como €;5a;/2mpg es el desplazamiento del fluido, vemos que el vortice de Chern-Simons es un despla-
zamiento radial desde o hacia el centro del vortice de magnitud ¢/27r. Esto implica un déficit o exceso
de carga eléctrica ordinaria en el vértice d magnitud

€qp = POYE. (1.48)

El vértice cargado es una cuasiparticula de Laughlin.
Para entender mejor esta cuasiparticula, debemos cuantificar el fluido. Haremos esto de manera semi-
clasica. Si el fluido esta compuesto por particulas de carga e, el momento de una particula sera

IT

Pa = == eBGQbIL'b/Q. (149)
Po
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La condicién de cuantificacion de Bohr-Sommerfield es
j{padxa =2mn = ijé 6“;% dz, (1.50)

que nos da el area real (x-space) de la region.
La «cargay del vortice estara dada por

eBg = 2mn (1.51)
de donde podemos ver que la carga eléctrica de la cuasiparticula sera

P
B

eqp = 27

(1.52)

1.4. Integrales de Movimiento Topolégicas

1.4.1. Integrales de Movimiento Topolégicas en sistemas mecanicos

Considérese una particula unidimensional moviéndose en un campo con potencial V (), y supongamos
que dicho potencial tiene una divergencia positiva en el punto x = a. La particula no puede penetrar
la barrera de potencial infinitamente alta. Si en un principio esta a la derecha de a, permanecera a la
derecha de a y viceversa. Esto vale tanto para particulas clasicas como cuanticas.

Para enunciar esto en lenguage topolégico, sea U el conjunto de posiciones que la particula puede
ocupar. Si U es disconexo, la particula debe quedarse en la misma componente conexa donde arranco.

Consideremos ahora un sistema clasico con n grados de libertad, descripto por el hamiltoniano H =
T +V, la energia cinética T es una funcién cuadrética del momento y la energfa potencial V (x!,...,2")
puede tender a infinito para ciertas configuraciones del sistema. Asumamos que el dominio U donde V'
es finito es disconexo y tiene componentes conexas Uy, ..., Ux. Una vez maés, si una particula comienza en
U;, alla permanecera todo el tiempo. En otras palabras, la componente donde la particula yace es una
constante de movimiento.

Un enunciado similar puede realizarse si cuantizamos el sistema. Si una funcién de onda ¢ (z) es cero
afuera de U;, lo mismo valdra para la funcién de onda obtenida resolviendo la ecuacién de Schridinger
dependiente del tiempo con condicion inicial ¥ (z).

El dominio U donde la energia potencial es finita, es el espacio de configuraciones del sistema. En su lu-
gar, podemos considerar el espacio de fases del sistema, esto es, el conjunto de puntos (pi, ..., Dn, T1, .., Tn,)
donde el hamiltoniano es finito. Una vez mas, la particula no puede abandonar la, componente del espacio
de fases donde empezé. Para el sistema coniderado, el hamiltoniano cinético es siempre finito y el espacio
de fases tiene el mismo nimero de componentes que el espacio de configuraciones.

En resumen, tenemos integrales de movimiento topoldgicas siempre que el espacio de las fases de un
sistema -el conjunto de (p, q) para el cual H(p, q) es finito- es disconexo. La integral de movimiento es la
componente conexa en la cual permanece el sistema. En el caso de sistemas cuénticos, se las denomina
«numeros cuinticos topologicosy.

1.4.2. Integrales de Movimiento Topolégicas en Teoria de Campos

Las integrales de movimiento topologicas no sélo aparecen en sistemas con finitos grados de libertad,
sino también en teorias de campos. Consideremos una teoria que describe un campo escalar ¢(z) = ¢(&,t)
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en una dimensién y asumamos que la accion es [4]

S = /ﬂdwdt / <<g‘f) (gi)Q —2X\(¢? — a2)2> dxdt (1.53)

v la energia tiene la forma

E= %/ <7r2(a:) + (gjﬁ)Q —2\(¢? — a2)2> de =T+, (1.54)

donde 7(z) = L/dp(x) = H(x) es el momento generalizado correspondiente al campo ¢(z).
Para que la energia sea finita, es condicién necesaria tener lim|g|_ 4+ [¢(2z)| = a. Siendo asi, las
posibles configuraciones son:

¢(+00) = ¢(—00) = a; (1.55)
$(+00) = —¢(—00) = a

¢(+00) = ¢(—00) = —¢;

¢(+00) = —¢(—0) = —a

Un campo satisfaciendo una de estas condiciones no puede ser transformado en otro de manera
continua de modo tal que todos los campos intermedios tengan energia finita. Entonces, campos de
distintos tipos estds verdaderamente separados por una barrera de potencial infinita. Por otro lado,
campos con el mismo comportamiento en infinito si pueden ser deformados de manera continua de uno a
otro, con un gasto finito de energia. Entonces las porciones conexas del espacio de configuariones son las
determinadas por estas cuatro configuraciones.

El minimo de energia es alcanzado cuando 7(z) =0y ¢(x) = +a. A estos puntos se los conoce como
vacios clasicos. Por convencién, normalizaremos la energia de los vacios clasicos a 0. Las soluciones clasicas
estan relacionadas con estados de vacio de teorias cuanticas de campos en la aproximaciéon semiclasica.
En nuestro ejemplo, como entre distintos soluciones clasicas tenemos barreras de potencial infinitas, cada
una corresponderd a un estado de vacio del sistema. Esto implica la rotura de la simetria ¢(z) — —¢(z).

Ahora debemos expandir alrededor del estado de vacio, entonces, en lugar del campo ¢(x) considera-
remos al campo {(z) = ¢(x)—a 6 £'(x) = ¢(x)+a. En términos de {(x), la accion pasa a ser S = Sy, + 51,

con
2 2
o= () - () e

Sp=—\ / (4a&® + €*) dxdt. (1.57)

El término S; lo podemos tirar por ser de orden superior. La cuantizacion de la accion Sy, resulta en
particulas escalares de masa m = 2ahv/2\. Lo mismo se puede hacer con &’.

Consideremos ahora el minimo de la funcional energia en las componentes del espacio de fases donde
@(—0) # ¢(+00). Asumamos por definicién que ¢p(—o0) = —a y ¢(c0) = a. El campo que minimiza la
energia, es

#(z) = atanh(aV2A(z — ¢)) (1.58)
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donde ¢ € R es arbitrario. Su energia minima es M = %ﬁﬁag’ que coincide con la masa de las particulas

cuénticas correspondientes al campo (1.58). Esto vale en general.

Un campo como (1.58), que representa el minimo local de una funcional de energia es llamado «so-
litény. Los solitones no son invariantes traslacionales, asi que el minimo es degenerado: si un minimo es
alcanzado por ¢(z), también serd alcanzado por ¢(x — d), porque la funcional energia si es invariante
traslacional.

Un solitén es una solucién independiente del tiempo de las ecuaciones clasicas de movimiento. Para el
caso de acciones invariantes relativistas, podemos obtener la solucién dependiente del tiempo mediante
una transformacién de Lorentz y hablaremos entonces de un solitén con velocidad v.

1.4.3. Un Modelo Bidimensional: Vortices de Abrikosov

Ahora vamos a analizar el andlogo a la accion (1.53) para un campo escalar complejo ¢ en dos
dimensiones:

1 - 1
S = /ﬁd% = 5/ <au¢a~¢ - 1/\(|w|2 - a2)2> d3x (1.59)
donde u=0,1,2, z = (2%, 2%, 2%) = (20, %) e R3, 00 =" y 0; = —0° para i = 1,2.

La funcional energia puede ser expresada en términos de las coordenadas generalizadas ¥(x) y el
momento generalizado 7(z) = 9L/0Y(z) de la siguiente manera:

1 N o P 1
E=T = _ 2 - 2 22| 2 1
‘v 2/<|7r(x)| o |+ |+ AR a2 ) P (1.60)
Primero estudiamos el conjunto de campos que satisface
/(|z/1|2 —a*)?d*r < (1.61)

y se comportan bien en infinito. Para ser mas precisos, asumiremos que en coordenadas polares (7, ¢), el
limite
lim ¥(r, o) = (p) (1.62)
T—>00
existe y es finito para todo ¢ y que la convergencia es uniforme en ¢. Como % es continua, también debe

serlo ®(¢). Ademas, (1.61) implica que |®(¢)| = a, asi que podemos escribir |®(¢)| = ae’¥), donde
a(p) es una funcion real y continua en el intervalo [0, 27] y satisface

a(2r) — «(0) = 27n, (1.63)

porque ®(0) = ®(27). El entero n = n(P) caracteriza el tipo topologico de .

Asumimos que ®(p) varia de manera continua con el campo 3. Como el entero n no cambia bajo
una transformacién continua de ®, tampoco lo hard bajo una variacién continua de . Entonces, los
campos que satisfagan (1.61) se dividen en componentes caracterizadas por el ntimero topologico n.
Geométricamente hablando, n es el nimero de vueltas que da la funcién @, vista como un mapeo del
circulo ¢ en R?, subespacio del espacio fisico a un circulo |z| = a en el plano complejo, el espacio donde
vive ®.
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Aunque el espacio que satisface (1.61) es disconexo, eso no implica que la accién (1.59) tenga una
integral de movimiento topolégica, ya que cada solucién de energia finita es topologicamente trivial. Para

ver esto, escribamos
e 2 / /
d°x rdrdp

Para que esto sea finito, 9®/J¢ debe ir a cero a medida que r — oo, lo que implica que ® debe tener un
comportamiento asimptotico trivial.

Podemos modificar la accion (1.59) de manera tal que existan integrales de movimiento topologicas.
Para hacerlo, hacemos que v interactiie con un campo electromagnético A,, con lo que obtenemos la
integral

—Chp (1.64)

8%2

1. 1 (-
5= [ (3DuiD"0 - A - = 5 ) o (1.65)

donde D,, =0, —iA, y Fu, = 0,A, — 0, A, el tensor de campo electromagnético. El campo magnético
serd B = 01 A — 0241 y el eléctrico (Eq, E2) = (A1 — 0140, As — 32 Ap). La accién (1.65) es invariante
bajo transformaciones de gauge

Ay — A, — O, P — et (1.66)

Usando la invarianza de gauge, imponemos la condicién de gauge Ag = 0. Considerando a ¢ y A;
como coordenadas generalizadas y a m = 7,/; y E; = A; como sus momentos conjugados, podemos escribir
la funcional energia como

1 1
-y f (a(Ef + B3+ B%) o [l 4 IDu P+ (Do + AP —a2>2) P (L67)

Ahora podemos construir campos (¢, A;) de energia finita de manera tal que ¢ tenga el ntimero
topologico n que uno elija. La energia en coordenadas polares tomara la forma

1 2 1 2 1 2 2)2 1 A2 1 A2 2
E:2/(|DT.¢| D P — a2+ g (2 L2 B rdrdp (168)

La siguiente combinacién de campos tiene energia finita:
b(r,p) = a(r)e™?,  Ag=0, A, =0, Ay=r(r), (1.69)

donde «(r) = a+ B(r), v(r) = —n + A(r) y las funciones B(r) y A(r) decaen rapidamente a medida que
r — o0o. De esta manera, la energia de este sistema enté localizada en un disco alrededor del origen.
Agregar un campo de gauge, solucioné efectivamente el problema de energia infinita.

Hay ademéas maneras elegantes de escribir el ntmero topologico n

1 1
= _— ¢ A, de* = — | Bdz. 1.
27r7{ udx 27r/ d’x (1.70)

Esto se debe a que la finitud de la energia implica que Dy = 0,9 + 1A, tienda a cero a medida que 7
tiende a infinito. Como 1 se comporta como ae**(¥) cuando r — oo, vemos que

o i Oh = OpA (1.71)
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de manera que
! 2Tr(“) Ado 1 2TrA do L %A dxt (1.72)
= — = — = — . .
2w ¢ 21 ® 21 "



2. TEORIA DE LIFSHITZ-CHERN-SIMONS

De manera general, uno puede imaginar teorias invariantes de escala con un exponente critico dindmico
z. En estas teorias, bajo una transformacion de escala controlada por el parametro A, tenemos

t— Nt = Az (2.1)

con las componentes de un campo de gauge escaleando como potencias inversas de A. Un término de Chern-
Simons es topoldgico y no prefiere ninguna eleccién de escaleo. Eligiendo z = 1, la teoria es consistente
con el término de Maxwell invariante de Lorentz. Sin embargo, uno puede preguntarse que pasa si se elige
algin otro z. Acé, vamos a considerar el caso z = 2. Para hacerlo, tenemos que encontrar una teoria de
Maxwell deformada de manera tal que respete esta invarianza de escala. Para ello, introduciremos una
teoria dual al campo escalar de Lifshitz.

2.1. Acerca de las dualidades

Un sistema de materia condensada que presenta una invarianza de escala con z = 2 es por ejemplo
un sistema en el punto de Lifshitz, que serd descripto por la accion

Sy, = %/dtd%[(atgb)z — K2(V2¢)? (2.2)

donde ¢ es adimensional frente a escaleo. Si encontrasemos un dual de esta teoria que sea una teoria de
Maxwell deformada, tendriamos nuestra teoria de gauge con z = 2. La misma tendrd una accién de la
forma [10]

S = /dtd2l’ (;2 (aoaiei + 61'&1') - 12 (&ei)z — 12b2> (23)
1

@ 293

donde b = 61‘]‘81‘(13'.

2.1.1. Maxwell en 2 + 1 dimensiones

Para entender a qué nos referimos cuando decimos teoria dual, vamos a empezar con un caso bien
conocido y luego ir complicandolo de a poco. El lagrangiano de Maxwell en 2 + 1 dimensiones es

L= B A (A (2.4)

donde F. Al =0,A, —0,A,
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y las ecuaciones de movimiento resultantes son
0, F"[A] =0 (2.5)
donde Fu Al =0,A, —0,A,
que pueden ser reemplazadas por el par
O F" = 0 (2.6)
PO F,, = 0

donde ahora F),, se puede entender como una variable independiente. Resolviendo la segunda ecuacion
de (2.7) tenemos

Fo = 0,A, —0,A4, (2.8)

En términos de un nuevo campo A, y remplazando en la primera (2.6) recuperamos (2.5).
De manera alternativa, uno puede resolver la primera ecuacién (2.6) para obtener

1
F = e 0 (2.9)

en términos de un nuevo campo dual ¢, y reemplazando en la segunda ecuacion (2.7) obtenemos
0, F"[p] =0 (2.10)
donde F, 6] = 9,0

donde usamos la notacion abreviada F* = %e“‘”Fpa. El conjunto (2.10) representa al sistema dual y
puede ser derivado de la accién

Law =~ Ful61P¥19) (1)

con Fu (6] = 00

que corresponde a un tipico campo escalar.

2.1.2. Dual a la accién de Lifshitz en 2 + 1 dimensiones

Consideremos el lagrangiano en 2 4+ 1 dimensiones

1 1 1
L= (e ge) — —(8e:)? — —blal? 2.12
g% (ezaz + ag zez) 295( ze]) 2932) [a] ( )
donde bla] = €70;a;
las ecuaciones de movimiento resultantes son
ng2€i = 93(51'(10 — ;) (2.13)
diet =0 (2.14)
gieji0;blal + g3é; =0 (2.15)

donde bla] = €70;a,
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resolviendo la primera ecuacion de (2.13) tenemos

g% 1

2V (Giao — @) (2.16)

€;

en término de los campos ag, a;, y remplazando en (2.14) y (2.15) obtenemos un conjunto de ecuaciones
modificadas

1 )
o [W(alao - al)} =0 (217)
1 .
gie;i0iblal + 9393 oz (Dido — i) = 0 (2.18)
donde bla] = €7 0;a,

De manera alternativa uno puede resolver la segunda ecuacion (2.14) para obtener
e =€el0;¢ (2.19)

en términos de un nuevo campo dual ¢, y luego reemplazar la solucién en (2.13) y (2.15) para obtener

9t V%9 = gieij(ai — diag) (2.20)
gi bla] + 939 = 0 (2.21)
donde bla] = € 0;a,

tomando la derivada en la direccién z; en la primer ecuacion (2.20) y usando (2.21) y la definiciéon de
bla] esto pasa a ser

K2V2V26 = ¢ (2.22)

con k2 = g3 /g3g3. El conjunto (2.22) representa al sistema dual y puede ser derivado de la accién

Lo = % (052 — &2(V2¢)2) (2.23)

que es la accién para un campo escalar de Lifshitz.
Por lo tanto podemos decir que la accion (2.3) representa al dual electromagnético de la acciéon de
Lifshtz (2.2)

2.1.3. Accion dual de Lifshitz en 2 + 1 dimensiones fuera del punto critico.

Consideremos ahora la densidad Lagrangiana (2.2) en 2 + 1 dimensiones, deformada por términos
potencias del campo e

m2

2
e
293

62— X prap? A 622
(8716.]) 293 b[a] + 493 (e’i )

2_
i

1
L= — (elaz + ao&»ei) — (2.24)

1
91 293
donde bla] = €7 0;a,



2. Teoria de Lifshitz-Chern-Simons 21

Las ecuaciones de movimiento resultantes son

gr (V2 +m? — Ae?)ei = g2 (0;a0 — ;) (2.25)
0ie' =0 (2.26)
g3 €j;:0;bla] + g3é; = 0 (2.27)
con bla] = €70;a,

Uno puede resolver la segunda ecuacion (2.26) para obtener
el =¢e90;¢ (2.28)

en términos de un nuevo campo dual ¢, y remplazar en (2.25) y (2.27) para obtener

g2 (V2 +m? = AN(V$)2)d ¢ = g2 €15 (a; — Dyap) (2.29)
gi bla] + 93¢ =0 (2.30)
donde bla] = €7 0;a,

tomando la derivada en la direccién z; de la primer ecuaciéon (2.29) y usando (2.30) y la definiciéon de
bla] se tiene

K2 (V2 +m?)V2¢ — \0;((V9)20;0) = ¢ (2.31)

El conjunto (2.31) representa el sistema dual y puede ser derivado de la accion

Lo = 5 (# = (202 1 20 (Vo) - 25(70)") (2.32)

que corresponde a la accion de Lifshitz con perturbaciones cuadratica y cuértica.
A bajas energias domina el término que acompaiia a m? haciéndose la teoria relativista. A altas

energias, el término V2¢ es el dominante de manera tal que se pierde la invarianza relativista. Por eso se
dice que la de Lorentz es una simetria accidental del sistema.

2.2.  La teoria de Chern-Simons-Lifshitz

En la accion (2.3), considerando que los campos se transforman de manera inversa a la coordenada
que los etiqueta, tenemos invarianza de escala anisotropica con z = 2. Deformando esta accion con los
términos mencionados, se obtiene la accion (2.24). El operador e? resulta dominante en el limite IR y debe
ser ajustado cuidadosamente en cero si se desea poner al sistema en el punto de Lifshitz. Si el coeficiente
que lo acompaiia es positivo, podemos ignorar el término (d;e;)?. Uno puede integrar el campo eléctrico
recuperando la teoria de Maxwell con «velocidad de la luzy determinada por el coeficiente que acompana
a €2. Si en cambio el coeficiente que acompafia a e? es negativo, un término de orden mas alto, como (e?)?
debe estar presente con signo positivo para estabilizar la teoria y tener energias acotadas por abajo. En
este caso, el sistema puede presentar ruptura espontanea de simetria rotacional. Este tipo de términos se
hace irrelevante si e? es acompaiiado por un coeficiente positivo. En caso de que (e?)? venga acompaiiado
por un coeficiente negativo, serfa necesario agregar un término (e?)® para estabilizar el sistema.
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Consideremos ahora una deformacion adicional de (2.2) dada por el término de Chern-Simons
L= %(eidi + agdie;) — ﬁ(@‘@j)Q - éb[a]Q +5ea,d,a, (2.33)
con bla) = € 0;a,;

Comparando la accion (2.3) con la accion deformada, vemos que b juega el papel de una densidad de
carga. Es importante resaltar que, debido a la presencia del término de Chern-Simons, la versién dual de
la presente teoria es no local en el campo ¢.

Para obtener la forma de la carga conservada asociada a la invarianza de gauge de la accién, notemos
que frente a una transformacion de gauge a,, — a, + 9, A la variaciéon del lagrangiano es

5L = geu,,p(A&,ap) (2.34)

pero por otro lado tenemos, variando respecto a a; la expresion de la corriente si la accién fuese invariante

. oL 1 k
Jo = m&A = (g%ez + 26ijaj) O; A\ (235)

ala cual le debemos sumar el valor de la variacion de la densidad Lagrangiana (2.34). Esto implica, tener
una carga conservada

Q(A) = —/d% (gl%aiei + k:b) A (2.36)

Mirando la ecuacién de movimiento que se obtiene de variar respecto de ag, que mas adelante se estudia
en detalle, nos damos cuenta que Q(A) = 0.



3. SOLUCIONES DE VORTICE

El sistema en la fase anisotrépica presenta un vacio no nulo, lo que da la posibilidad a la existencia
de soluciones de vortice. La existencia o no de «winding» va a hablar de la forma geométrica particular
en la que aparece la anisotropia. Un detalle interesante es que la teoria se ve enriquecida por el término
de Chern-Simons que permite la existencia de soluciones con topologia mas rica.

3.1. Vacio no trivial

El lagrangiano en la fase anisotrdpica es

1 k .. by 2\ 2 4
5 2blal? + kaobla] + e ani <e§ _ ﬂ;) m

1 1
,C = —(61(11 -+ ao&vei) — 7(816 ')2 — — + ——
i 2057 203 493 g3

91

con bla] = €70;a; (3.1)

donde se lo escribié de manera de que sea evidente la existencia de un vacio no trivial para e? = m?/\,
en la densidad hamiltoniana,
m2

diei L, 1 P S 2ot
= il —(Dse; (e - —) - 2
H ag ( P +kb) + ggb + P (0ie5)” + i (el 5 190 (3.2)

Tal solucién de vacio toma la forma general & = m/v/A (cos(a(p)), sin(a(y))), donde a () es una funcién
que satisface

a(2r) — a(0) = 2nm (3.3)

porque se debe cumplir que e(0) = e(2x). El entero n caracteriza el tipo topologico de €.

Siendo asi, corresponde preguntarse si existen soluciones de las ecuaciones de movimiento que tengan
vacios topoldgicamente no triviales como condiciéon de contorno en infinito. En particular, nos concentra-
remos en soluciones que tiendan al vacio que tiene n = 1.

3.2.  Soluciones en el disco

Las ecuaciones de movimiento resultantes de la accion (3.1) son, para el caso estatico
gt (VZei + me; — Aejes) = g5(0;a0)
die' +kgib=0 .
9;(bla] — g3kao) =0 (3.6)
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De las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6) se puede obtener la siguiente ecuacion en la que solo aparece €

—C9;V - &+ V3e; + m?e; — Ae?e; = 0 (3.7)
2
con __9
k2gtg3

Nuestra intencion es resolver estas ecuaciones para n = 1, siendo asi, nuestro «Ansatz» considerara al
campo eléctrico radial y dependiente sélo de la coordenada radial, es decir & = e,.(r)7, con e, — m/v/A
en el infinito.

Para el caso k = 0, tenemos que la ecuacion (3.5) en cordenadas cilindricas se escribe

%Br(rer) =0 (3.8)

lo cual implica que e, = ¢/r, cuyo decaimiento como 1/r contradice la condicion de contorno e, — m/ V.
Es decir que en ausencia del término de Chern-Simons, no existen soluciones con topologia no trivial.
Veamos que pasa para k # 0. En ese caso, la ecuacién vectorial (3.7) pasa a ser una tnica ecuacion

1 1
(1-0) (e;’—i— ;e;— T2€T> +m?e, —Xe2 =0 (3.9)

Analicemos su comportamiento en el origen y en el infinito introduciendo un término Sr® del desarrollo
en series de e,. Al hacerlo, la ecuacion (3.9) toma la forma

(1—C)Br*—2(s* = 1) + m?Br® — A\B*r* =0 (3.10)

Para r pequefio tenemos que s = 1. Esto significa que existe una soluciéon regular en el origen. Como
queremos que e, vaya a una constante para r grande, tenemos que mirar el caso en que s = 0. En ese
limite vemos que %2 = m? /), es decir, que efectivamente va a vacio en infinito.

Teniendo en cuenta este analisis, resolvimos la ecuacion (3.9) numéricamente utilizando Mathematica,
obteniendo el grafico que se muestra en la figura 3.1

Como e, va constante en el infinito, la ecuaciéon (3.5) nos dice que b ird a cero como 1/r. Por lo
tanto, el término con b? en la densidad hamiltoniana (3.2) va a cero como 1/r?. Considerando el factor
r en la medida de integracién, esto implica que la contribucién a la energia de dicho término diverge
logaritmicamente. Por otro lado, el término (9;e;)? para nuestro «Ansatz» toma la forma (9,e,)* +e, /1%,
que también tiende a cero como 1/r% contribuyendo con una divergencia logaritmica. Teniendo en cuenta
que el factor que acompana a ag en (3.2) no es més que una relacion de vinculo que se anula on shell,
concluimos que la solucién propuesta tiene energia infinita.

Se podria pensar que la mencionada divergencia se debe a que el «Ansatzy» con n = 1 considerado es
demasiado sencillo. Sin embargo al analizar la ecuacion (3.5) nos enteramos que sélo es posible posible
anular b en el infinito respetando las condiciones de cotorno si ey es lineal en @, lo cual rompe con la
periodicidad que se necesita en dicha coordenada.

Por lo tanto, las solucién aqui construida sélo tiene sentido fisico como una solucién en una muestra
con forma de disco de radio finito.

El problema de la energia infinita aparece también en los vortices de Abrikosov para un campo escalar.
En ese caso, el problema se soluciona agregando un campo de gauge. Teniendo en cuenta esto ultimo, tiene
sentido buscar soluciones con energia finita de esta teoria agregando con un campo escalar de Lifshitz.
Esta posiblidad queda abierta para investigacion futura.
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Fig. 3.1: La curva roja muestra el campo eléctrico radial en funcién de la posiciéon para m?/\ = 0,2. La linea azul
corresponde al valor de vacio del campo E.

3.3.  Soluciones en la esfera

Nuestra solucion puede presentarse en dos formatos, como un campo radial saliente o como uno
entrante. Siendo asi podriamos considerar pegar estas dos soluciones poniendo sus origenes en los polos
de una esfera. El intervalo sobre la superficie de una esfera es

ds* = R%*(d#* + sin®(0)d¢?) (3.11)

El «Ansatz» equivalente sobre la esfera va a ser considerar ey = 0y ey = eg(#). Siendo asi, vamos a
tener que la ecuacion (3.7) toma ahora la forma

(1-0)

7 (e + ctg(0) ep — csc®(0) eg) +mPeg — AR*el =0 (3.12)

donde ey = eg(6), y la ecuacion (3.9) se recupera para 6 cercano a cero o a 7. Esto significa que seguira
se respetando el comportamiento lineal alrededor de los polos. Sin embargo, en el ecuador no tiene por
qué ir a su valor de vacio, ya que al hacer un desarrollo en series de potencias, debera considerar también
los términos de orden superior.

Resolvimos la ecuacién (3.12) numéricamente en Mathematica, pidiendo que la derivada del campo se
anule en el ecuador y haciendo un «shooting» sobre los posibles valores que puede tomar el campo ahi,
hasta obtener soluciones que vayan a cero en los polos. Es interesante notar que estas soluciones tienen
energia finita siempre que el radio R de la esfera donde habitan sea finito. El limite de R yendo a infinito
se corresponde con el caso de espacio plano.
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Fig. 3.2: Campo eléctrico radial en funcién de la posicion para m2/)\ = 4,5 en una esfera de radio 1.

3.4.  Soluciones en el espacio hiperbélico
La métrica de un espacio hiperbélico en coordenadas polares es [13]
ds? = dr® + R?sinh®(r/R)d6* (3.13)
Los tnicos simbolos de Christoffel no nulos son
rg,. = 1l = %ctgh(r/R} (3.14)
b = %cosh(r/R) sinh(r/R). (3.15)
Siendo asi, la ecuacion (3.7) toma la forma

1 1
1-0) (e'r’ + Ectgh(r/R)e’T — chschQ(r/R)eT> +m?e, — e =0 (3.16)

donde se ha tenido en cuenta el «Ansatzy e, = e.(r) y eg = 0.

Introduciendo esta ecuaciéon en Mathematica y dejando correr las condiciones de contorno en el origen,
se puede encontrar una solucién como la que se ve en la figura (3.3). Se puede ver que la misma va
asint6ticamente al valor de vacio del campo m/v/\.

De la ecuacion

1 1

b= ——e% = —— (e, +T%,¢” 3.17
P A ) (3.17)

ere
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Fig. 3.3: En azul, el campo eléctrico radial en funcién de la posicién para m2//\ = 4,5 en un espacio hiperbolico

con curvatura 1. En violeta, el valor de vacio esperado. Cémo se ve, ambas curvas tienden a super
a medida que nos alejamso del origen.

onerse

erh

podemos ver que, dado que el campo e, va a una constante para radios grandes, el comportamiento de b
estard regido por el simbolo de Christoffel, lo cual resulta en b ~ ctgh(r/R) ~ cte. Teniendo en cuenta que
la medida de integracion en este sistema de coordenadas es Rsinh(r/R), se ve que la contribucion a energia
total del sistema proveniente del término b? en la densidad hamiltoniana diverge exponencialmente.



4. COEFICIENTES DE TRANSPORTE

Se suele construir una teoria de Chern-Simons alrededor de la existencia de una corriente conservada,
la cual permite inmediatamente definir un campo de gauge de la siguiente manera:

1
JH = %ewp&,ap (4.1)

Una vez definido, el lagrangiano para el campo a,, serd el discutido més arriba, por ser aquel que respeta
la simetria z = 2. Al mismo, lo reescribiremos dejando el nimero minimo necesario de constantes libres
de la siguiente manera

1 2 1 A k
g — / dzxdtg—z [eiatai + 4,056 — %(aiej)i’ - 50— g(ei)2 = (e + Semraudian (4.2)

Vale la pena preguntarse como se comportaré el sistema, frente a la accién de un campo externo de
gauge A" que se acople minimamente a la corriente conservada, de manera tal que

58 = / d?xdtA*J, (4.3)

A orden cuadrético en la accion, podemos integrar para escribir una accion efectiva para el campo
externo. La accion completa tiene la forma

1
S = /d%dt <2Omnaemaen + JpAp> . (4.4)

donde m,n =0, ...,4, &, = a,, param =0,1,2 y &, = e, param = 3,4y p,v =0, ..., 3. La forma del
operador O, se puede leer de la expresion 4.2. Siendo asi, podemos encontrar la siguiente ecuacion de
movimiento para la transformada de Fourier

. . 1 . .
O in (iwn,, P) &y (iwn, P) — geApuzppA)‘(zwn,ﬁ) =0 (4.5)

que se puede reescribir usando la definicién del campo @ y de la corriente J:

) 1 . )
Ja(zw'rum = geaﬁvzpﬂay(lwnym:

| .
= 7R0ul}(zwnam eaﬁuekpupﬂppA)\(anam- (46)

donde

0.4 = (aa(—iwn, —P)ag(iwn, 7)) (4.7)
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La misma ecuacion de movimiento se puede obtener de la siguiente accion efectiva varidndola respecto
a A,

1 . . .
Sep = 9 Z/dszu(_ZWm —D) K (1wn, P) Ay (i, D) (4.8)
donde
1 2
Kool = (52 ) onvesnnsn (o i, ~)as i, 7) (19)

Por otro lado, la definicién tradicional de la conductividad es
Ji = O'ijEj. (410)

Si ademés consideramos el caso de momento nulo, tenemos que E(iw,,,p) = iwA!(iw,, p), lo que implica
que la conductividad serd [11]

1
0ij = aKij(iw,O) (4.11)

Como las funciones de Green tendrin polos para ciertos valores de w, aun queda elegir cémo saltar
dichos polos. El cambio iw, — w + id nos asegura que las funciones de Green que utilicemos sean las
retardadas. Siendo asi, la expresién para la conductividad queda

035 = mKﬂy((JJ + Z(S,ﬁ: O) (412)

Para calcular la conductividad es necesario en primer lugar calcular los propagadores, para lo cual es
necesario fijar un gauge. Nosotros elegimos el gauge 0;a; = 0 e hicimos explicita dicha eleccién agregando
un término (a/2)(d;a;)? en la densidad lagrangiana. Finalmente, tomamos el valor « = —1 ya que
simplifica los cédlculos, y corresponde al gauge de Feynman en la teoria del electromagnetismo comun.

Veamos cudl es el valor de dicha conductividad en las distintas fases y en el punto critico.
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4.1.  En el punto critico, r = 0

Los propagadores son

s el ®) 9OR2 k2265 + gt kwnei;

w2+ Rj2ptT Y w2 + Rk2p*
_ GPwa PT(p) — 9" &2 kpi€;rpi

w% + E2p4 ) w% + /232174
_ —ig*((wn + w°p*)pi — K2 g kwneijp;)

p2 (UJ% _|_ k‘:2p4)

_ gRP? T(p) — 9° pip;

W2+ R2pi U 2 p?
- , ig*piwn  igt K" kpPei;p;
<at(_lwn7_mai(lwnam> = p4 - p4(w721 +Iz62]p4j)
9*(wp + (2 + R:)wpp? + K*p%)

p4 (w% + /2«/2p4)

<ei(_iwn7 —ﬁjej(iwn,ﬁ” = (413)

<ei(_iwn7 _ﬁ)aj (iwmﬁ» =

<ei(_iwn7 _@at(iwnaﬁ)> =

<ai(_iwn’ —ﬁ)aj (iwn’ ﬁ»

(ar(—iwn, —p)at(iwn, P)) =

donde PJ(p) = &i; — pip;/p® es el proyector en la direccion transversal y &% = x?(1 + x%g*k?). Los
mismos muestran como en esta teoria el término de Chern-Simons no le da masa a los campos de gauge,
en contraste con lo que sucede con la teoria con z = 1.

Sutituyendo los mismos en la ecuacion (4.9), se obtiene

1 KQQQPQ(WZ +H2p2p2)
K. (1 = — Y 4.14
zz (in, D) 82 w2 + R2p? (4.14)
1 k2g%p*(g%kwy, — papy)
Koy (it ) = — y
ry (1, ) 82 w2 + k2p*

de donde se deduce de manera inmediata que el sistema es absoloutamente aislante en el punto critico,

Opp =0 (4.15)

Opy =0

4.2.  En la fase isotropica, r > 0

En la fase con r > 0, es de esperarse que el comportamiento sea el mismo que para la teoria tradicional
de Maxwell-Chern-Simons, ya que el término e? rompe la invarianza de escala con z = 2, y a bajas energias
nuestro lagrangiano y el de Maxwell-Chern-Simon coinciden. No daremos la expresion explicita de los
propagadores, ya que es sumamente engorrosa. En cambio las funciones de respuesta son

1 g rPpy + KPP (wp + &Pppp?) + gPr(wy + 267pip?))
87T2 g8k-27a2 + W% + 92rp2 + 252g2k2,".p2 + K2p4 + K:4g4k-2p4

RS 9*(9Pkwn — papy)(g°r + K*p*)
87T2 98k2r2 _i_w% +92rp2 + 2%292]{327"})2 + I<32p4 + H4g4k‘2p4

Ko iwn, ) = (4.16)

Kmy(iwmﬁ) =
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de donde se deduce

i w/gkr
= 4.1
Oer = gr2k 1 - (w/g*kr)? (417)
1 1

Toy T g2k 1 - (w/g*kr)?

Vemos que el efecto del término de Chern-Simos es introducir una conductividad Hall en la direccién
transversal al cmapo eléctrico. A frecuencias bajas, la parte real de la conductividad longitudinal se
anula y la conductividad Hall se hace 1/87%k.

4.3. En la fase anisotropica, r < 0

Para r < 0, e; desarrolla un valor de espectacion, rompiendo asi la simeria rotacional SO(2). Su-
poniendo que no haya winding, podemos elegir al campo de vacio como e; = (1/—r/\,0). Los campos
dinamicos, seran perturbaciones lineales alrededor de este valor de vacio, es decir e; = (\/—1r/A+ ez, €y).
Sustituyendo esto en (4.2) obtenemos

2
S = /dzxdtgi2 {eiatai + a.0;e; — %(&ej)Q _ %bQ 4 r(er)Q + 0(63) + ge#w\a#&,a)\ (4.18)
donde tiramos los términos constantes y los de orden superior en los campos. En esta expresion, se puede
ver como uno de los grados de libertad del campo tomé masa mientras que el otro no, correspondiéndose
con un boson de Goldstone (ver apéndice).
Dado que nos interesa la fisica de bajas energias, podemos elegir quedarnos ademéas a orden mas bajo
en derivadas, en cuyo caso debemos hacer el reemplazo (d;e;)? — (d;e,)?. Con esto obtenemos

1 K*g°p (Wi + g°rpy)
472 w2 + gzrp%/ + k2p2(gSk2r + p2)
1 g?(wp + &Prp2p®) (2r + K%p°)

K, (i, ) = — 4.19
wy P) 472 w2 + gzrpi + k2p2(gSk2r + p2) ( )

Kzz(iwruﬁ') =

Koy (i, P) = 1 K22 (g% kwn — papy)P*(2r + K2p?)
T G g P (R 4 R)

Entonces tenemos para las conductividades.

Opz(w) = 0

g>r igr
Oyy(w) = gé(w) + 570 (4.20)
Opy(lw) = 0

Lo que implica que el sistema es aislante en una direccién y superconductor en la direccién transversal.

Vale la pena aclarar que la simetria rotacional puede no ser una simetria exacta del sistema que estemos
analizando. Dicha rotura de simetria puede venir de la red cristalina del material, que despreciamos a
bajas energias, o de efectos de desorden o impurezas. Para tener en cuenta dichos efectos, vamos a
suponer que podemos cargarlos todos en la parte cuadratica del campo eléctrico, de manera tal que
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nuestro lagrangiano se vera modificado cambiando €? — (e2 + (1 — 042)6?3) en el término que acompana

a r. Esta ruptura explicita de la isotropia estara controlada por el parametro de anisotropia a?, el cual
puede ser tanto positivo como negativo, y se anula para el caso isotropico.

En este dltimo caso la teoria efectiva a bajas energias en la fase anisotrépica serd una teoria anisotro-
pica de Maxwell-Chern-Simons. Las funciones de respuesta seran pequeias modificaciones de las (4.17)
y las conductividades seran

() = i w/gtkra
ae\ @) = OG- (w/g*kra)?
1 i w/g*kra
=— . 4.21
yy () a 812k 1 — (w/gkra)? (4.21)
1 1
Oay(w)

" 82k 1— (w/g*kra)?

Vemos que en este caso, el efecto de la ruptura explicita de simetria rotacional conspira con el término
de Chern-Simons para dar origen a una conductividad Hall trasnversal al campo aplicado.

4.4. Correcciones en derivadas mas altas

Siguiendo la filosofia de [12], podemos pensar términos del estilo de Chern-Simons pero con derivadas
més altas, que no son topoldgicos y que no rompen la invarianza frente a cambios de escala con z = 2.
Para ello, podemos agregar al lagrangiano términos de la forma

ge€ijeiliej + gybeijoie; (4.22)
Con estas correcciones, si analizamos la conductividad en el punto critico, tenemos que la misma es

Ozz(w) = 0 (4.23)
4
ooylw) = —L %
Y 2m% ge
donde definimos g, = (1 + 2g4gel;:). Podemos ver que que aparece una conductividad Hall debida a uno
de los nuevos términos.

En cambio, la conductividad en la fase isotropica, r > 0, sera

: 2

i g rw
Tar(w) = T 4n? gtk 4 w22 (4.24)
_ 94 kr? 4+ 2gegew”
Tay(w) = an? g2 + 252

donde nuevamente los términos de Chern-Simons en derivadas mas altas contribuyen a la conductividad
Hall.
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Para la fase anisotrépica, con r < 0, obtenemos las siguientes conductividades

Opz(w) = 0
gzr 7 g2r
1 9496
Oy (W) T e

Una vez mas, podemos apreciar también en este caso, la aparicién de una conductividad Hall debida a
las nuevas deformaciones incorporadas a la teoria.
Para el caso en que SO(2) no es una simetria exacta del sistema

() ia? *(1+ g*)rw
Ogx\W - - o
472 2¢4(1 4 g?)k?r2a? + w2 g?
. 2
i g*rw
_ 4.26
Ty () 272 2¢4(1 + g?)k%r2a? + w?g? (4.26)
B 94 kr2a2(1—1—92) +ge,§ew2
Oay(w) =

el 2g*(1 + g?)k2mr2a? + w2g.>

ahora la conductividad transversa tiene contribuciones debidas a los nuevos términos y contribuciones
debidas a la ruptura explicita de simetria. Es importante destacar que, al igual que en el caso anterior,
la ruptura explicita de simetria se pone de manifiesto en la conductividad Hall s6lo en presencia de un
término de Chern-Simons



5. CONCLUSIONES

En este trabajo de diploma estudiamos la teoria de Chern-Simons-Lifshitz, que es una teoria invariante
de escala con escaleo anisotropico entre tiempo y espacio, y que se obtiene de deformar con un término
de Chern-Simons el dual electromagnético de un campo de Lifshitz.

Esta teoria describe un sistema al cual podemos sintonizar en su punto critico variando r, el coeficiente
que acompaiia al cuadrado del campo eléctrico e?. De cada lado del punto critico yacen las siguientes fases.
Cuando r es positivo, la teoria en el infrarojo se corresponde con la teoria de Maxwell-Chern-Simons.
Para r negativo, el vacio rompe espontaneamente SO(2) y tenemos entonces un boson de Goldstone. Si en
cambio el sistema s6lo tiene simetria rotacional discreta, las dos componentes del campo eléctrico tienen
masa. Cualquiera sea el caso, el estado de simetria rota tiene una direcciéon preferida y las fluctuaciones
alrdededor de este estado son invariantes frente a la inversién de dicha direccién. Siendo asi, la fase tiene
simetria nematica.

La fase anisotrépica admite también soluciones con nimero de winding n = 1, que no existen si se
apaga el término de Chern-Simons, haciendo que dicho comportamiento no pueda aparecer en la teoria
dual escalar local. Dichas soluciones tienen una energia que crece con el tamano del sistema, haciendo
que solo puedan aplicarse a sistemas fisicos reales en muestras pequenas.

Si consideramos a la corriente conservada de esta teoria como una corriente electromagnética, entonces
la teoria describe una transicion de fase entre un estado de Hall cuantico (para la fase con r > 0) y una
fase anisotropica (para r < 0). Para r positivo, las conductividades coinciden con la teoria de Maxwell-
Chern-Simons, la descripcién efectiva del efecto Hall. Cuando r se anula, el sistema se vuelve aislante
para todas las frecuencias. Cuando r es negativo el sistema es aislante a lo largo de la direccién ordenada,
mientras presenta una delta de Dirac en la conductividad longitudinal, como un superconductor, en la
direccién ortogonal. si se introducen términos con ruptura explicita de la simetria rotacional en la accién,
el sistema estara en un estado de Hall cuantico con la misma conductividad Hall que en la otra fase de
la transicion y una conductividad longitudinal anisotropica y finita.

Si agregamos ahora a la teoria términos de Chern-Simons en derivadas mas altas, que respetan la
simetria de escaleo del sistema, encontramos un comportamiento cualitativamente distinto en el punto
critico y en la fase anisotropica para el caso de un sistema con simetria SO(2). Por otro lado, tanto en la
fase Hall como en la fase Hall anisotrépica para un sistema con ruptura explicita de simetria rotacional,
el comportamiento es cualitativamente el mismo, pero con un pardmetro libre més a tener en cuenta.
Tanto en el punto critico como en la fase anisotropica aparecen conductividades Hall independientes de
la frecuencia que otrora eran cero.

Como perspectivas para futuras investigaciones queda abierta la posiblidad de introducir en la teoria
un campo escalar de Lifshitz cargado con respecto al campo a;, con la esperanza d eobtener soluciones
de vortice con energia finita.



Apéndice



A. ROTURA ESPONTANEA DE SIMETRIAS

El estudio de rotura espontinea de simetrias tuvo una explosion desde la propuesta del mecanismo
de Higgs para darle masa a las diferentes particulas del modelo éstandar. Resulta interesante cuando
uno se encuentra frente a la rotura espontanea de alguna simetria global saber que ocurrird con los
distintos grados de libertad de la teoria: ;Cuales tomaran masa? ;Cudles no?. Respecto a esto, en fisica
de particulas se cuenta con el teorema de Goldstone.

Una demostracién general del mismo, requiere de hipétesis que no siempre se cumplen. Por ejemplo,
tratar con una teoria que viva en un espacio tetradimensional de Misnkowski, que no se trate de una
teoria de gauge, o que la simetria global rota sea interna. Estos requisitos no son siquiera cumplidos por
el modelo estandar, sin embargo los resultados del teorema de Goldstone nos ayudan a entender que
pasa con los distintos grados de libertad involucrados y su conocimiento resulta de utilidad a la hora de
estudiar rotura de simetrias globales en diferentes contextos. Siendo asi, presentaré a continuaciéon dicho
teorema, y un ejemplo sencillo donde se lo puede ver actuar en una teoria que satisface todas las hipotesis.

A.1. El teorema de Goldstone

Consideremos una teoria descrita por un lagrangiano £ que tiene una simetria global continua G, ge-
nerada por cargas QQ°. Entre otras cosas, la teoria contiene campos escalares elementales ®;, i = 1,...,n,
que tomaremso reales. De ser complejos, podrian ser transformados en reales con solo duplicar el nimero
de vectores en la base. El teorema enuncia que la rotura espontanea de G involucra polos en p? = 0 en
ciertas funciones de Green lo cual implica la existencia de bosones sin masa en le espectro.

Sea entonces la funciéon de Green[5]:
G (@ —y) = (0|T355 () Pk (y)]0) (A1)

donde ]Z(m) es la corriente correspondiente al generador Q% y T significa que el producto esta ordenado
temporalmente. Su derivada sera

iy Gk (e —y) = 8(2° — y°) (0[5 (), 1 (y)]|0) (A.2)
Sabemos ademas que los campos transforman segin

Dy = B = 1% P & B + id0r, [Q7, Dy (A.3)
y si comparo con

D, — CI); = (5” — i5aaTi‘;)<I>j (A4)
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deduzco inmediatamente
6 (x,1), Pr(y, )] = =T (y, )0 (x — y) (A.5)
Entonces, haciendole una traslacion al campo
D;(0) = P Ve d(y)e P Yn (A.6)

y teniendo en cuenta que p* |0) = 0, obtenemos

0y Gl —y) = =0(z — y)Ty; (0[®;(0)[0) (A.7)
Las corrientes conservadas no estan sujetas a renormalizacién y las constantes de renormalizaciéon de
los campos ®F = Zi1 12— gv 2®E no llevan los indices de grupo porque el lagrangiano es invariante

bajo G. Asi pues, los campos renormalizados transforman bajo el grupo G de la misma manera que los
campos desnudos y la identidad de Waard (A.7) vale tanto para las funciones de Green desnudas como
renormalizadas. Introducimos la transformada de Fourier G, ; (p)

4 ~
Giala =) = [ Greanlin(e — )]G (A8)
para obtener
"G () = TE, (012,(0)]0) (4.9)

De la invarianza de Lorentz, la estructura general de G, «(p) puede ser escrita como

7w (0) = puFE (p°) (A.10)
de manera que
F(p®) = —iTy; (012;(0)[0) /p* (A.11)

Vemos que la funcién de Green presenta un polo en p? = 0. Falta entonces demostrar, que dicho polo
implica la existencia de bosones sin masa en el espectro fisico. Con este fin, consideremos el elemento de
matriz

(0% (x)|7* (p)) = ifipu exp(—ipx) (A.12)

donde el vector ]7r’“(p)> describe una particula de masa my que es un cuanto del campo ®;. Usando el
procedimiento de la féormula de reducciéon de Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ) [6]

[T, [ dwie™ @ [T, [ dyse®ivi x (O[T ®(x1)... @ (2m) P (y1)-.. 2 (ya)|0) =
- (H?ll k\_/i) (H}Ll p\_/i) (p1..nliT k1. )

uno puede relacionar el elemento de matriz (0[;%(z)|7*(p))con la funcion de Green ézk(p) Veamos
como.
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Teniendo en cuenta los tiempos a los cuales estan definidos los operadores, y su acciéon sobre le vacio,
podemos hacer las siguientes identificaciones:

@I @) = V2EZ72(0|ji(@)al,|0) = 2Bz (0| Tji(@)al, | 0) =
= V2EZ7Y? <0 ’Tjg(x)(ajn - alut)‘ o> (A.13)
donde
(2E)2al ™ = —iz=1/? Jim [ d*ze o5 @ (A.14)
y
(2E)ay ™ = —iz7V? lm [ Poe o7 (A.15)

Por otro lado, tenemos que

( llm — lim )/d?’xf(x) /O:O dt%/d%f(x) (A.16)

t——+o0o t——o0

donde jugando un poco con la integracién por parte obtenemos para f(z) = —iZ~/2e=**5<
2B Y2 (a0 — oDy = iz=1/2 / d*e™ ™ (O +m?)®(x) (A.17)
Con estas consideraciones, concluimos que el elemento de matriz se puede escribir como
Ol () = 127172 [ atyem(@, + m?) O[T (a) 2 (w)|0) (A18)
Haciendo una integracion por partes y uso de la definicion de la funcion de Green (A.1) obtenemos
(Oljg (@) |7 (p)) = iz~ /? /d‘*ye’””y(p2 +m?)Gy, (z —y) (A.19)
Para reescribir esta expresion, vamos a hacer uso de las propiedades generales
d4q 7§k/k .
Guply —2) = iq(y—2) A.20
kk(y Z) /(27’(’)4 q2—mi+iee ( )
/d4yG_1(x —y)Gly—2)=6(x —2) (A.21)

entonces introduciendo una delta, obtenemos
Ol @) = [ats [ty [ @6y - 06w - e 7 (4 4 )G (o~ )
_ / e / d'y / WG y — w)G(w — 2)e P> (—p? +m?)G2 (x — y) (A.22)
= /d4z/d4y/d4wG_1(y —w)d(w — z)e_iszZ’k(m —v)

/d4z / d'yGH y — w)e P (=p* + m?) Gy (w — y).
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Ahora, debemos escribir exp(ipz) como exp(—ipz) exp[ip(x — y)] exp[ip(y — z)], de manera que quedan
explicitamente como transformadas de Fourier y luego tomar el limite on-shell, ya que es entonces cuando
las particulas tienen sentido fisico. Siendo asi:

2]

(Oliz@)ln* (@) = lim , exp(—ipe) G, (PG i (p)

= lim —iexp(—ipm)é;k,(p)(p —my) (A.23)

p2—m?
Una comparacién con la ecuacion (A.12) nos da nuestra ecuacion final

lim G4 . (p)(p* — m}) = —fipu (A.24)

p2—m3

Si G‘Z w (p) presenta un polo en p? = 0 producido por la rotura espontanea de simetria entonces la ecuacion
anterior implica mi =0y f2 # 0.

fi = 1T (0125(0)]) (A.25)

Siendo asi, tiene que haber bosones sin masa |I1*(p)) = iTy; (0|®;(0)[0) [7x) en el espectro fisico que no
dejan invariante el vacio Ty; (0|®;(0)|0) # 0.

Antes de aplicar el teorema, hagamos incapié en los casos para los cuales no vale el mismo, asi no
mentemaos.

El teorema de Goldstone no vale para rotura esponténea de simetrias de gauge. Esto se puede ver si se
trabaja en el gauge fisico, el gauge en el cual el campo tiene solo grados de libertad fisicos. Fijar un gauge
requiere la especificacién de cierto tetravector n, y la forma general del elemento de matriz que involucra
la corriente de gauge fuente no es mas (A.10): un término proporcionnal a n, puede presentarse.

Otro dato relevante, es que el teorema fue demostrado sélo para simetrias internas, y en un espacio-
tiempo tetra-demiensional y de Minskowski. Relajando algunas de estas condiciones, es probable que el
teorema de Goldstone deje de valer. Por ejemplo, no hay bosones de Goldstone en 1+ 1 dimensiones [7].

A.2. Elmodelo o

El modelo o surge como una alternativa para estudiar la rotura de simetria quirial en QCD. El mismo
es un modelo fenomenolégico, donde los campos escalares son introducidos como campos elementales y
sus interacciones son fijadas para que se produzca rotura inmediata de la simentria quiral.

El modelo o contiene dos fermiones de Dirac

¥ = < Z > (A.26)

y cuatro escalares o’ y @ = (7, w2, 3). El lagrangiano, viene dado por[8]
L= 4(0u0') + 30 - 1

2 (0"
/

2
i + gip(o’ +i

) %(0_/2 + 7?2)2
Y)Y, (A.27)
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donde & son las matrices de Pauli. Al mismo, lo podemos reescribir como
Llin = 17p(9,5t0rs) — LT (SHS) — L [Tr(STE))2
+prL L + YrPVR + gULEVR + gURS YL, (A.28)
donde definimos ¥ = ¢’ + 85 7, que satisface
1
o? + 7%= 5Tr(zfz). (A.29)

Para que el lagrangiano sea invariante frente a simetria quirial, ¥ tiene que transformar como un bidoblete

Y, rR > UL rYLr, X —=UrXUgr
con Uy, r matrices arbitrarias de SU(2)
UL.r = exp(—iaj ro"/2)
Usando que Tro® =0y que 0’0’ = Be7*o* + §%7, tenemos
o =o' + %(&’z —aky. 7
k k k k

1 1
T —  — §(aL —aj)o’ — ieklmwl(a? +af)

El teorema de Noether predice la existencia de corrientes conservadas [9]

oL

T = e

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

Usando entonces la expresion explicita para la variacion respecto a transformaciones L y R, obtenemos

- ok )
Thu = Yrmgr - gTrle" (20,51 - 9,550 =

k
- o 1 1
— wL’Y/L?wL o 5((_),/5.”7_‘,lc o ﬂ,ka“O_/) + §€klmﬂ,la“ﬂ,m

O_k

- 7
T = Yrngn+ gTrlo* (59,51 - 9,250

k
- o 1 1
wL’Yy?wL'i‘g(OJa,u'/Tk_Wka,ual)"‘Qlem’”laﬂ’”m

Estas corrientes pueden ser combinadas para dar la corriente vectorial

k
7 g m m
VE=Jp, + Ik, = U+ Fmrlo,m

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)
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y la corriente axial
k k k - a" k / / k
Ay =Jru— IRy = 1/’%’7571/) + 70,0 =o' 0, (A.39)

que tendran sentido fisico méas adelante.

Dependiendo de los parametros del potencial escalar , el vacio del sistema puede no ser invariante
frente a simetria quiral y decimos que la misma estd espontaneamente rota. El potencial escalar puede
ser escrito, a menos de una constante

r_k _)‘ =2 M2 2
V(O’,ﬂ')—z o'+ 7 +7 (A.40)

Si ;2 > 0, entonces el minimo de potencial se alcanza para ¢’ = 7% = 0 y el vacio es también invariante
bajo simetria quiral. Esto significa que las excitaciones corresponderan con multipletes degenerados, es
decir que los cuatro escalares tendrin la misma masa, al igual que Iso dos fermiones.

Por otro lado, si x? < 0, el minimo de potencial ocurre cuando los campos satisfacen

0?4+ 7= =% (A.41)

El verdadero vacio corresponde a un punto en esta variedad y cualquier decision es fisicamente equi-
valente, ya que estan todas relacionadas por la simetria del lagrangiano. En particular, podemos elegir

(o) =v, (a*)=0. (A.42)

Con esta eleccion, el vacio es todavia invariante bajo simetria de isoespin (la que arriba asociamos a la
corriente vectorial), pero no bajo simetria axial. Entonces, tenemos un patrén de rotura de la simetria
SU(2)r x SU(2)g siendo rota espontaneamente a SU(2)y. Veamos que ocurre con el espectro.

Para preservar la orogonalidad del vacio, definimos el campo fisico

o=0 —v (A.43)

tal que (o) = 0. El lagrangiano, se puede expresar ahora
_ _ 1 1
L = i+ gudn) + 5[(6M0)2 —2x%0?] + i(auﬁ')2 +
_ A .
+g¥[o +i5- T — 1(02 + 72)% — Mo (o? + pi2) (A.44)

que describe un nucleén de masa —gv, un mesén o de masa m, = v/2Av y un triplete de isospin de piones
sin masa 7 y sus interacciones.

Noétese que como es predicho por el teorema de Goldstone, hemos encontrado tres bosones no masivos,
que se corresponden con los tres generadores rotos. Usando las relaciones de los generadores

(17, kT2 5] = i7" T g, [T}, Th] =0 (A.45)
obtenemos

(19,4 T, 4l V* T, [T, TY] = i7" T (A.46)
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La ultima ecuacion nos dice que los generadores rotos transforman como un triplete bajo el grupo no roto
de isospin. Que los bosones de Goldstone transformen como un triplete, esta entonces de acuerdo con el

teorema.

., Qué pasaria si incluyésemos un término que rompa la simetria de manera explicita en el Lagragiano?

Consideremos el término que preserva isospin pero rompe simetria quiral
’ €
L=—eoc' =—=Trx%.
2
Siendo asi, la corriente axial ya no es mas conservada
oA = —pa L = —€bpa0’ = —en®
Otra implicacién es que el minimo de potencial se ve modificado

0V = 0'[1® +7(0” + 7)) + e

0V =72 410" + 7]
de manera que la degeneracién del minimo es rota y el vacio clasico se consigue cuando
<7Ti> =0, (¢'Y=w
con v raiz de p?v + yv2 + € = 0. Definiendo o = ¢/ — v obtenemos la masa para los piones

2

m2 = p? + 2? = —¢/v

que es distinta de cero.

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)
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