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1. Resumen

Se calculan las ecuaciones clasicas de movimiento que describen la dindmica de una
D6-brana en un espacio de fondo AdSy x CP?. Se estudia una solucién estatica particular
que describe, via AdS/CFT, un lazo de Wilson recto en la teorfa de gauge dual cono-
cida como teoria ABJM. Posteriormente, se calcula la dindmica para las fluctuaciones
bosoénicas y fermidnicas a orden cuadratico. Finalmente, se estudian los modos cero de

las fluctuaciones bos’onicas.



2. Introduccion

2.1. Motivaciones

La correspondencia gauge/gravedad conjetura una relacién de equivalencia (dualidad)
entre teorfas de gauge y teorias de cuerdas [1, 2]. Un aspecto sobresaliente de esta
dualidad es el modo en que relaciona los regimenes de acoplamiento de ambas teorias.
Maés precisamente, la correspondencia gauge/gravedad relaciona regimenes fuertemente
acoplados de teorias de gauge con teorias de cuerdas en espacios débilmente curvados.

Una teoria de cuerdas en un espacio-tiempo cuyo radio de curvatura R es muy grande
(en comparasién con la longitud caracteristica de la teoria de cuerdas [y = Va! ) puede
estudiarse mediante técnicas semiclasicas. Esta posibilidad introduce una nueva herra-
mienta de cédlculo en el estudio de la dinamica de sistemas fuertemente interactuantes
que escapan a las técnicas perturbativas usuales. La principal motivaciéon para realizar
el estudio semiclasico de D-branas en este trabajo de diploma, es entonces que este per-
mitiria la descripcién de ciertos observables de la teoria de gauge dual en el limite de
acoplamiento fuerte.

En el contexto de la dualidad gauge/gravedad, las simetrias globales de la teorfa de
campos se traducen en las isometrias del background en la teoria de cuerdas dual y la
informacion extraida de la teoria de cuerdas se codifica mediante una proyeccién de la
dindmica sobre la frontera del espacio 10-dimensional. A la coordenada que determina
esta frontera se la denomina direccion hologrdfica. El ejemplo candénico de este tipo de
correspondencias establece que la teorfa N' = 4 Super-Yang-Mills (SYM) es dual a una
teoria de cuerdas en un background gravitacional en 10 dimensiones cuya geometria es
AdSs x S°[1]1.

Los lazos de Wilson (Wilson loops) pueden entenderse como el agregado de particulas
cargadas de prueba a la teoria de gauge. Estos operadores se construyen a partir del
factor de fase no abeliano,

U(C) = PeoJe @i = TT (14 igA,(x)da") (2.1)

zeC

1Un espacio-tiempo Anti de Sitter n-dimensional (AdS,,) es una variedad de curvatura hiperbélica el
_ 0(2,n—-1)
- O(1,n—-1)"

cual puede escribirse como cosets de la forma AdS,, En coordenadas de Poincaré, su

geometria puede escribirse como

2 2 2 2 dr?
dSAdSn =T (7dt erx )+7"T

donde ¥ representa n — 2 coordenadas cartesianas. Cabe aclarar que en esta parametrizacién no
cubre la totalidad de la variedad, es decir que no son coordenadas globales.
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donde C es una curva cor que representa la trayectoria de la particula de prueba, A,(x) es
un campo de Yang-Mills no-Abeliano y g alguna constante de acoplamiento. P denota el
ordenamiento del producto en el lado derecho de (2.1) a lo largo del camino C. Se puede
mostrar que, para trayectorias C' cerradas, la traza del operador U(C) es invariante de
gauge. Se define entonces el lazo de Wilson como

W(C) = %uﬂ ()]

donde C' es una curva cerrada y N es un parametro relacionado con el grupo de gauge
(e.g. U(N)).

El valor de expectacién de estos operadores queda definido en términos de la integral
funcional sobre todos los campos de la teorfa de gauge en consideracién (campos de
gauge, fermiénicos, escalares, etc),

W)y =271 / DA,DYDY ... SAntt ) () (2.2)

donde Z es la funcion de particién del sistema.

En el limite de N muy grande se puede ver que la teoria se simplifica y que los
correladores que involucran varios Wilson loops se factorizan. La importancia de este
tipo de operadores en el contexto de teorias de gauge es que, en el limite especificado
anteriormente, es posible no sélo expresar todos los observables invariantes de gauge
en términos de (W(C)), sino que se puede reformular toda la dindmica de la teoria en
términos de los mismos [4].

Las integrales funcionales que definen (W (C)) en (2.2) se pueden calcular perturba-
tivamente usando herramientas de teoria de campos en el limite de acoplamiento débil.
La correspondencia AdS/CFT permite el calculo de (W(C)) en el régimen opuesto, es
decir en el limite de campos fuertemente acoplados, mediante un calculo semiclésico en
la teoria de cuerdas dual. En la dualidad AdS/CFT la teoria de gauge estd, en cierto
sentido, definida en la frontera de AdS. El célculo semiclasico en la teoria de cuerdas dual
que corresponde a (W (C)) incorpora la informacién de la curva C' como una condicién
de contorno en la frontera de AdS. La propuesta de Maldacena fue igualar el valor de
expectacion del lazo de Wilson con la funcion de particion de la teoria de cuerdas dual,
siendo C' la condicion de contorno que define el espacio de configuraciones de cuerdas
sobre el que se realiza la suma

W)= Y, et (2.3)

S/0S=C

Mas precisamente, la suma del lado derecho se realiza sobre todas las superficies de
cuerdas que terminan en la frontera de AdS a lo largo de la curva C'. Por su parte,
Agr(S) corresponde al drea de estas superficies, y coincide con la accién de la teoria de
cuerdas.

En conclusién, la dualidad gauge/gravedad para Wilson loops se basa en la proporcio-
nalidad existente entre el valor de expectacién del Wilson loop y la integral funcional de
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la teoria de cuerdas sobre un fondo de gravedad determinado. En el limite semiclasico,
la funcién de particién (integral funcional) es dominada por la configuracién clésica y
obtenemos

<W(O)> ~ €xp (_Astr(sclas)) (24)

aqui Sgqs es la solucion clésica para la hoja de mundo de una cuerda que termina en el
borde de AdS a lo largo de la curva C. El parametro de la teoria de cuerdas que permite
quedarnos con la aproximacién cldsica es R?/a’ <+ 1/h. El siguiente término O(1) en la
expansién en o/ /R? de la integral funcional corresponde a aproximar la teorfa a orden
cuadratico alrededor de la solucién clasica y calcular las correspondientes integrales

gaussianas. Explicitamente,
—1/2
>) (25
Tel

donde x; denota genéricamente los campos involucrados en la teoria de cuerdas, zy
representa la configuracién clasica de estos campos mencionada arriba y Ag(Seas) €s la
accion evaluada en esta configuracién clasica.

De todo lo expuesto se infiere el interés en calcular los espectros de las fluctuaciones
cuanticas de los campos de la teoria de cuerdas, los mismos proveen la primera correcciéon
al valor de expectacion del Wilson loop dado por (2.4).

52 Astv‘

(5%2‘(ij

(W(C)) = exp (— A (Setas) (det (

Los lazos de Wilson dependen también de la representacién elegida para los gene-
radores del grupo de gauge en el factor de fase (2.1). La prescripcién en términos de
cuerdas (2.3) discutida arriba computa el Wilson loop en la representaciéon fundamental
del grupo de gauge. El calculo de WL en otras representaciones se describe en términos
de Dp-branas. Para que esto sea posible, la p-brana apropiada para describir un WL de-
bera envolver (p-1) de sus direcciones en una variedad compacta del fondo gravitatorio,
ya que el dato que imponga la Dp-brana en la frontera de AdS debe ser una curva.

La relaciéon discutida a lo largo de esta seccion entre valores de expectaciéon de WL y
cuerdas o Dp-branas en la teoria de cuerdas dual vale en general y no sélo para la realiza-
cion prototipica mencionada mas arriba. En particular, vale también para una realizacion
més reciente de la correspondencia AdS/CFT desarrollada por Aharony, Bergman, Mal-
dacena y Jafferis (ABJM) [3], la cual relaciona teorias de campos conformes en (2 + 1)
dimensiones con teorias de cuerdas en backgrounds de la forma AdS, x B, donde B es
una variedad compacta 6-dimensional.

Para el estudio que llevaremos a cabo en este trabajo nos centraremos en el lado
AdS (bulk) de la realizaciéon de ABJM. La teoria ABJM es una teoria de gauge con
grupo U(N) x U(N) del tipo Chern-Simons, los niveles para cada grupo son (k, —k).
En limite de N muy grande, la teoria admite una descripcion semiclasica dual definida
sobre la geometria AdS, x S”/Zj;. Cuando el nivel k es muy grande?, la teoria admite

2En este contexto se define el limite de t’Hooft el cual consiste en N — oo y k — oo manteniendo
A= % constante.
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una descripcién en términos de un fondo 10-dimensional con geometria AdS, x CP?
soportada por campos de Ramond-Ramond (més especificamente una 2-forma y una
4-forma).

En el presente trabajo estudiaremos las fluctuaciones de una configuracién clasica de
D6-branas enrollando apropiadamente una variedad 5-dimensional en CP3. La confi-
guracion que analizaremos describe ciertos lazos de Wilson rectos en la representacion
totalmente antisimétrica de orden n del grupo de gauge.

2.2. Breve resena sobre Dp-branas

Consideremos una teoria de cuerdas abiertas en d dimensiones espcio-temporales. La
dinamica para dichas cuerdas estd dada por la accién de Nambu-Goto

SnalX] = —T; / V—gdrdo, g =detg,, (2.6)

donde X™(0*) determina la inmersién de la cuerda en el espacio-tiempo de fondo (target
space) con métrica G, (X) (m,n=0,...,d—1),

Guv = Gmn(X>auXm8an (27)

es la métrica inducida sobre la hoja de mundo de la cuerda parametrizada por o = (7, 0),
y Ty, = 1/27a’ representa la tensidn de la cuerda®. Las ecuaciones de movimiento se ob-
tienen realizando la variacién de la accién respecto a los campos X™ (7, 0) e imponiendo
condiciones de contorno apropiadas en los extremos de la cuerda de manera de elimi-
nar los términos de borde y tener un principio variacional bien definido. En el caso
de cuerdas cerradas los términos de borde se cancelan, para cuerdas abiertas, las po-
sibles condiciones pueden ser de tipo Dirichlet o de tipo Neumman. Supongamos que
se imponen d — (p + 1) condiciones de tipo Dirichlet para los extremos de la cuerda.
De esta manera queda definida una hipersuperficie (p+1)-dimensional determinada por
los puntos en los que el extremo puede moverse libremente. A esta hipersuperficie se la
denomina Dp-brana.

Todo objeto extendido (hipersuperficie) en una determinada geometria provee una
manera natural de proyectar la métrica del fondo al volumen de mundo de objeto, la
métrica asi definida se denomina métrica inducida y la denotaremos como g,,. Se puede
mostrar que al cuantizar una D-brana, el volumen de mundo de la misma contiene como
grado de libertad a un campo elctromagnético que denotaremos por una 2-forma F
[6]. Las fuentes de estos campos se relacionan con cargas y corrientes definidas por los
extremos las cuerdas que terminan sobre la D-brana.

La importancia de estos objetos macroscopicos extendidos en diversas aplicaciones de
la teoria de cuerdas desencadend diversos desarrollos en el estudio de Dp-branas ocu-
pando éstas un caracter fundamental en la teoria. De hecho estas Dp-branas tienen una

3La constante o’ se conoce como pendiente de Regge, en el presente trabajo fijaremos o/ = 1. Notese
que la tensién hace las veces de la "masa”de la cuerda ([Ts] = L™2).
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dindmica propia, es decir que deben satisfacer ciertas ecuaciones de movimiento. No es el
objetivo de este trabajo realizar una deduccién exhaustiva de la accién correspondiente a
la dinamica de las Dp-branas, sino que nos limitaremos a indicar que la consistencia de la
teoria de cuerdas con extremos fijos a una Dp-brana impone que dicha Dp-brana con un
campo F debe satisfacer la ecuaciones que minimizan la la accién de Dirac-Born-Infeld?,

SDBI = —Tp/dO'p—He_(I)\/— det(gW + Fuy) (28)

aqui @, G, (X) son los campos de fondo donde se propaga a D-brana. El campo de
dilaton @ se relaciona con la constante de acoplamiento de las cuerdas g, de la siguiente
manera e® = g;. A su vez, g, es la métrica inducida en volumen de mundo (2.7) y F,

el campo soportado en la Dp-brana. Por tltimo, Tp, es la tensiéon de la Dp-brana,

T,
T, =L
b 27?\/&

Finalmente, debemos sealar que las Dp-branas se acoplan también a eventuales (p+1)-
formas presentes en el fondo mediante términos de Wesz-Zumino (ver cap.??).

(2.9)

2.3. Descripcién del trabajo

En el presente trabajo consideramos la descripcién dual en la correspondencia AdS/CFT
de ciertos Wilson lines (Wilson loops con trayectorias rectas) en la teoria ABJM. Ms
precisamente estudiaremos D6-branas en el espacio-tiempo de fondo AdS,; x CP?. Las con-
figuraciones que estudiaremos corresponderan a D6-branas extendidas a lo largo de la di-
reccién holografica y envolviendo subvariedades 5-dimensionales 7! deformadasc CP3.
El volumen de mundo de dichas D6-branas resulta AdSs x Tl*l, es decir que en la frontera
de AdS, dan origen a una linea recta que corresponde al soporte del Wilson loop dual.

Los pardmetros de la teoria de gauge (i.e. los enteros N y k) se relacionan con el radio

R de AdS, de la siguiente manera
R3 [2N

En el capitulo ?? se estudia el espacio-tiempo de fondo AdS, x CP?, su métrica y las
correspondientes formas (Ramond-Ramond) que lo soportan. En el capitulo ?7? se estudia

4El modelo de Dirac-Born-Infeld fue desarrollado como una alternativa a la teorfa cldsica del electro-
magnetismo. El objetivo de esta formulacién era dar, a nivel cldsico, un origen electromagnético a
la masa de las particulas conocidas hasta ese momento. La idea principal consistié en modificar las
ecuaciones de Maxwell de manera de imponer una cota maxima a los valores posibles del campo
electromagnético, de manera de eliminar divergencias en el cdlculo de la autoenergia de particulas
cargadas. El descubrimiento del neutrén (es decir que la masa no estaba necesariamente ligada a la
carga), las dificultades para su cuantificacién y el éxito de la electrodindmica cudntica (QED) fueron
las causas principales del olvido de esta teoria. Finalmente, fue reconsiderada en los anos ’80 en el
contexto de las teorias de cuerdas.
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la configuracion clasica discutida arriba que resulta de minimizar la accién de una D6-
brana inmersa en el fondo ABJM. En el capitulo 7?7 se encuentra la dinamica para las
fluctuaciones bosonicas y fermionic as sobre la configuracion clasica a orden cuadratico.
En todos los aspectos relativos a los campos bosénicos seguiremos [7], mientras que
para las fluctuaciones fermiénicas utilizaremos las ideas planteadas en [8] y [9]. En el
capitulo 7?7 se exponen los resultados obtenidos a lo largo del trabajo, las conclusiones
y se plantean posibles cédlculos futuros. Finalmente, en el Apéndice se explicitan las
convenciones de indices, representaciones de las matrices de Dirac en 10 dimensiones,
estructuras geométricas y una breve resefia sobre arménicos esféricos en espacios T
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3. Espacio-tiempo de background

3.1. Meétrica del Espacio-Tiempo

El espacio de fondo del presente trabajo corresponde al tipo ABJM de teoria de cuerdas
tipo ITA correspondiente a un espacio 10-dimensional con una métrica AdS, x CP*:

R3
= (

en donde alsjds4 es la métrica de AdS, y puede ser escrita en coordenadas de Poincaré de
la forma:

ds? ds%gs, + 4dstps) (3.1)

dr®

dshys, = r° (—dt* + da® + dy®) + = (3.2)

Por su parte, dsépg, es la métrica candénica de Fubbini-Study. Para escribirla en una
forma conveniente consideremos cuatro coordenadas complejas 2 (i = 1,...,4) que pa-
rametrizan una 7-esfera, es decir > | z* |* = 1. Representaremos estas coordenadas
complejas en términos de las 7 variables angulares a,01,05,01,p02,x v £ de la forma:

Q 0 i a . 0 i
2! = cos = cos —eiFTXFD) 52 — o5 —gin —e1(T2PrXTE)
2 2 2 2
o Oy i _ .o 2 i(_9p,—
23 = sin — sin —e#(2P27XH) 24 — gin — cos —ei(T2P2XFE)

Se puede ver que la métrica de S” puede escribirse en estas coodenadas como un bundle
de U(1) sobre CP?:
dsgr = dstps + (dv + A)?

En esta parametrizacién, e identificando 1 ~ ¢, obtenemos la métrica de CP? de la
forma:

1
st = 7 |da®+ cos® (03 + sin? 1) + sin® I (d03 + sin® Oadp}) + 0
sin? % cos® % (dx2 + cos O1dpy + COSQQdQDQ)z}
y la conexién de U(1) resulta:
2 & 2 &
A = cos ady + 2 cos ) cos 01dp; — 2sin ) cos Oadps (3.4)

10
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Los rangos de las coordenadas angulares son 0 < «, 01,05 < m, 0 < ¢1,p00 < 27y
0 < x < 4r. Es importante notar q ue, en esta parametrizacién, las subvariedades con
a = cte corresponden espacios 5-dimensionales 7! deformados.!

3.2. Soporte de la Geometria

El soporte de esta geometria consta de un campo escalar constante ¢ (dilatén) y dos
campos Ramond-Ramond, més explicitamente una 2-forma F®) y una 4-forma F®),
tales que:

R3 3 k
20 _ 1V FW _ 2R3 F® = 2q4 3.5
€ kg Y 8 AdS47 4 ( )
donde Qaq45, = 72dt A dr A dz A dy es la forma de volumen correspondiente a la métrica
(3.2).

Las componentes no nulas de la 2- forma F'®) resultan ser entonces:

Fg) = —sinacos 6 F4(§) = —sinacos b

F4(92) = —sina FEE?) =-2 cos2%sin th (3.6)
FG(? — 2sin? %sin 0,

Por su parte, la 4-forma F® sélo posee componentes sobre AdS,. Sus componentes
6 . . C e . T
no nulas sern Félgg = 2R*? y las 4! combinaciones antisimétricas de estos indices, las

cules, por definicion, sélo diferiran en un signo.

A su vez, se define la 6-forma F© como el Hodge dual de F®. En esta geometria
esta dado por:

3RS
FO = p) — A sin® ador A €5 (3.7)

La variedad topolégica T1! puede pensarse como un U(1) bundle sobre S? x S2, o bien como la
variedad del grupo cociente SU(2) x SU(2)/U(1). El grupo de isometria de esta variedad es SU(2) x
SU(2) x U(1) 2 50(4) x U(1). Utilizando las coodenadas (01, ¢1) y (02, p2) para parametrizar las
esferas S? y la coordenada x € [0,47) para parametrizar la fibra U(1), la métrica de TH! puede
escribirse como:

2
ds® = a (dx + cos O1dpy + cos Oadipa)® + b (d6? + sin® 0;d?)
=1

Se puede ver que si a = % yb= % se corresponde con un espacio de Einstein, es decir que R, = Agu.,

con R, el tensor de Ricci. Un espacio T! deformado (T%!) no es mas que el caso particular en el
que las 2-esferas de la métrica de T™! poseen radios distintos, como es claramente el caso de este
trabajo.

11
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donde €5 = sin 0 sin Odf; A dfy A\ dxdp; A deps.

Definimos la 5-forma C5 tal que sea el potencial de Fg (i.e. Fg = dC5). Es facil ver
que:

RG
05 = —ﬂc<&)65 (38)
en donde
C(a) = cosa (sin® o + 2) — 2. (3.9)

12



4. DO6-branas

Consideremos una D6-brana extendida en el espacio-tiempo. El embedding® de la mis-
ma se realiza en términos de coordenadas X (o*), i.e. son funciones de las coordenadas
del volumen de mundo de la D6-brana. La métrica inducida es el pull-back de la métrica
del espacio-tiempo sobre el volumen de mundo, es decir:

oX™oX"
ot Hov

Introducimos un campo F,,,,, el cual es una 2-forma soportada en el volumen de mundo.
El término de Dirac-Born-Infeld en la accion clasica de la D6-brana es:

Sper = —T'p, d70'6_¢\/ —det (g + ./—") (42)

3
donde T, es la tensién de la D6-brana y es tal que Tp, = ﬁ (}%) 2.

El término de Wesz-Zumino en la accién acopla el campo F,,, del volumen de mundo
a la 6-forma F©® =* F( del fondo via el potencial (3.8):

Guv = Gmn (41)

SWZ = TD6 /05 ANF (43)

La accion clasica serd la suma de estos dos términos, es decir:

S:SDBI+SWZ (44)

4.1. Fijado del gauge

La invarianza frente a difeomorfismos (reparametrizaciones) de la accién (4.4) nos
permite imponer el gauge estatico. El embedding resultante es de la forma:

ot = {t,r,01,02, 01,02, x}
r=uxz(c"), y=uyld"), a=ald")

(4.5)

1Sea ¢ un mapeo suave entre dos variedades M y A tal que ¢ : M — N y dim M < dim . Entonces
decimos que:
a)¢ es una inmersién de M en N si el mapeo diferencial ¢, : T, M — T,y es inyectivo.
b)¢ es un embedding de M en N si es injectivo y ademds es una inmersién, i.e. tanto ¢ como
¢« son injectivos. En este caso a la imagen ¢(M) se la denomina un subvariedad de N. En la
préactica, ¢(M) es difeomorfo a M.

13
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Notemos que, en un abuso de notacién, en (4.5) hemos denominado a las coordenadas
del volumen de mundo de la misma manera que las del espacio-tiempo. Esto es posible
debido a que en el embedding estético se identifican coordenadas del volumen de mundo
con coordenadas en el espacio-tiempo, sin embargo no hay que perder de vista que no son
elementos equivalentes. En este gauge se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange para
los campos z(c?%), y(d*), a(c*), A,(c"), donde A, son las componentes del potencial
del campo F, i.e. F,, = 0,A, — 0, A,.

4.2. Solucidon de las ecuaciones de movimiento

Consideremos un embedding estatico:

z(ot) = xg y(ot) =1 alch) = ag (4.6)

Se comprueba que este embedding solucién de las ecuaciones de movimiento generales
del sistema y es el que se utilizard para la configuracion clasica de la D6-brana.
Por otro lado, la solucién de las ecuaciones de movimiento para los campos A, en este
embedding corresponde a un flujo radial de campo eléctrico, mientras que el resto de las
componentes son nulas. Mas explicitamente:

R3
Ag = — 880, q—0i=1,....6 (4.7)
4k
dando lugar a un flujo constante en la direccion radial que resulta:
R3 cos oy
y = — 4.8
Fo n (4.8)

Introduciendo la forma (ref) para el potencial C5 e integrando en las coordenadas
angulares, el lagrangeano efectivo en el embedding estéatico resulta:

RY . 3 16k2
= W |:SlIl (%)) 1-— FJ—"&“ + C(Oéo)]:oT] (49)
Finalmente, introduciendo la solucién (4.8) para el campo eléctrico obtenemos la ac-
cién clésica efectiva en términos de ag:

R sin*[%]

La geometria interna de la D6-brana en esta configuracion cléasica corresponde a una

variedad 7-dimensional con métrica AdS, x TH!, con TH! un espacio T deformado.
Las expresiones correspondientes para los intervalos son de la forma:

R3
dsgl — E (dsid& + ds%(l’m) (411)
dr?
ds’ys, = —r2dt* + = (4.12)
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4. D6-branas

e ,

shoan) = cos T (d6F +sin® 61d?) + sin® 7 (d65 -+ sin a3 + (4.13)
13
+ sin? % cos? % (dx* + cos O1dpr + cosﬁgdgpg)z
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5. Fluctuaciones

5.1. Fluctuaciones Bosodnicas

Consideremos ahora las fluctuaciones en torno a la configuracién clasica estudiada.
Para ello definimos los campos x, &, v f, los cuales represenaran las fluctuaciones en las
coodenadas transversales al volumen de mundo y en el campo F respectivamente. Por
lo tanto tenemos que:

r=x0+Y, a=an+¢& F=f+f (5.1)

donde xg, o y f son los valores de los capos correspondientes a la configuracién clésica.
Cabe aclarar que en esta seccién el simbolo x denota a los campos cartesianos = e y y por
lo tanto y representa la fluctuacion en ambos campos. Sin embargo, dada la equivalencia
entre estos campos, esta notacion no genera ambigiiedades de ning’un tipo.

En términos de estos campos fluctuados se realizard una expansiéon a segundo orden
del Lagrangeano del sistema. Debido a que la configuracién clasica no es més que una
solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, es claro que el primer término sera nulo o
igual a una derivada total.

Consideremos en primer lugar el desarrollo a segundo orden de la métrica inducida. Para
ello definimos g como el orden 0 del desarrollo (i.e. la geometr’ia correspondiente a la
configuracion clasica). A su vez, § concentrara los términos lineales y cuadréticos del
desarrollo. Denominamos X} a los valores clasicos de las coordenadas de la D6-brana
y 6X™ a las fluctuaciones. A su vez denotamos con G a la métrica de espacio- tiempo
evaluada en la configuracién clasica del sistema. Con esta notacion, tenemos que:

g=3g+37 (5.2)

G =G 0,0X™0,0X™
+ 0, X750, X002 Grind XP5 X1
+ 0, X0, X0, G rnd XP
+0,X70,0X"GS,

(5.3)

donde esta implicito que las derivadas de la métrica son evaluadas en la configuracién
clésica.

Por otro lado, notemos que podemos escriibir:
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5. Fluctuaciones

—det(g + F) = y/—det(g + f)\/det(1 + X) (5.4)

con X = (g+ f) G+ f).
En nuestro desarrollo haremos uso de la expresion:

Vdet(1+X) =1+ %TT(X) - iTr(X2) + é (Tr(X))* + O(X?) (5.5)

Denominemos My a (g + f). La reescribimos en términos de su parte simétrica y su
parte antisimétrica:

=01+ (5.6)
Notemos que J sélo recibe contribucién de f, y por lo tanto sus tinicos elementos no

nulos son:

4k cot oy
R3 sin oy

jOT‘ — _jTO —

(5.7)

Por su parte, G! es la inversa de la denominada open string metric y sus elementos
no nulos son:

4k 4k  r? 4k .
o0 _ _ =N o [ ——Y 5.8
g R3 r2sin? a g R3 sin® oy g R3Y (58)
donde los fndices 4,7 = 2,...,6 v § es la métrica de T%!. Por lo tanto tenemos que la

open string metric es de la forma:

R
Gdotdo” = 1 (sin® aods?y g, + ds?f(l,l)) (5.9)

En el calculo de Tr(X) debemos evaluar 5 términos. El primero es:

G+ )" 0,6Xm0,0X"GS, (5.10)

Haciendo uso de que G es diagonal en las variables fluctuadas (z,y,«) y de que

0,0X™0,0X" es simétrica ante el intercambio i <> v, se obtiene la expresion final para
;s p
(5.10):

G22G" Oux Oy X + GaaG" 0,£0,€ (5.11)
donde nuevamente x y x denotan respectivamente a ambas coordenadas cartesianas y
sus fluctuaciones.
El segundo término a analizar es:

(G + )" 0,X70, X502 G 6 XP5X1 (5.12)

prq mn

Ahora bien, recordemos que Gy = G (7, @, 01, 02) mientras que §X? = (x, a), por
lo que p,q = a. Por otro lado, sélo G;; con 4,5 € T*' dependen de . A su vez, en el
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5. Fluctuaciones

ebedding que estamos estudiando, para ¢ = 5,...,9, 9, X} = 5;. Haciendo uso de todo
esto obtenemos la correspondiente expresién para (5.12):

ak
ﬁg]aZaGi]fQ (513)

Mediante argumentos similares podemos ver que:

v 4k ..
(G + ) 0, X050, X00,Grnd XP = ﬁg”aaaijg

(G + )" 0,X50,6X G, = 0

(5.14)

Finalmente, dada la antisimetria de f, sélo puede contraerse con 7, obteniendo:

G+ )" fuw = =2T" for (5.15)
Tengamos en cuenta que:
Ak ;. Ak ;.
ﬁg 10,Gi; = 6 cot ﬁg 100aGij = 3cot? oy — 1 (5.16)

Para obtener la expresién final, reunimos (5.11), (5.13), (5.14) y (5.15) y reemplazamos
por los valores correspondientes para los distintos elementos:

k cot
Tr(X) = —on ol

for + 6 cot apé + (3 cot® ap — 1)E2+

R? R?
RO DS + LGN

R3 sin a

(5.17)

Para calcular X2 nos quedamos con los términos lineales en las fluctuaciones. De (5.14)
sabemos que uno de ellos es nulo. A su vez definimos:

Ay = 0, X170, X110, G0 X? = 00G 6 (5.18)

Notemos que A, sélo posee componentes en 7! y es simétrico frente al intercambio
<> v. Entonces tenemos que:

Tr (X?) = M (Apo + for) M (A + fo) (5.19)

Consideremos el término:
MgpAngg”Ayu (5.20)

Dada la simetria de A,,, cualquier contraccién con la parte antisimétrica de M es
nula. Por lo tanto, y debido a que A, sélo posee componentes en 7!, tenemos que
(5.20) queda:

16k%_, .
Fgl pg 8aGp06aGyp§2 (521)

Por otro lado, tenemos dos términos de acople entre ¢ y f los cuales son de la forma:
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5. Fluctuaciones

G" Ape G fo = —G" ApeG7" [
—G7 A — G [ (5.22)
= —G" A0 fuu
donde en el ultimo paso hemos hecho k <+ [ y m <+ n. Concluimos entonces que estos

términos son nulos.
Por dltimo tenemos los términos cuadréticos en f, los cuales son:

gupgayfpafzxu + gupjgyfpafz/,u

5.23
jﬂngprUfuu + jupjayfpafup ( )

Analicemos el segundo término:
g#pjayfpcrfu,u = gupjorprfru + g'upjrofprf(),u (5 24)

= jOTg,up (prfru - prfru) = 0

Mediante un razonamiento analogo concluimos que el tercer término de (5.23) es tam-
bién nulo.

Finalmente, reeemplazando los valores correspondientes en los términos no nulos de
(5.19) y haciendo uso de que:

16k>
RS

" 37" 060G pe0a Gy = 4(3 cot g + 1) (5.25)
obtenemos:

Tr(X?) =4(3cotag + 1)&2 + Q“pg"”fpgfw—i-

32k? cos? aof (5.26)
Or

RS sin? oy

Para calcular (7r(X))* nos quedamos con los términos lineales en (5.17) obteniendo:

96k cot? 64k? cot?
Tr(X)? = 36 cot? ape? — o o0 20 aog for 4 o G080 g2 (5.27)

Finalmente, introduciendo las expresiones (5.17), (5.26) y (5.27) en (5.5) obtenemos:

4k cot ay R3

det(1+X)=1— —— f0r+3cota0£+—g“”8 £0,&+
R3 sin «v
R3
+ 8—krzg””8“x8,,x + Zg“pg””fpyfw—l- (5.28)

12k 12k cot? oy
R3 R3 sinay

> (Beot? ag — 1)¢* - Efor
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5. Fluctuaciones

Notemos también que:
9
91072
Calculamos el desarrollo a segundo orden del término de Wesz-Zunino. Para ello ob-
tenemos el desarrollo de la funcién C(«), el cual es de la forma:

e P/ —det(g+ f) = sin® a sin 6 sin 0, (5.29)

C(a) = Clag) — 3sin® apé — g sin? a cos apé? (5.30)

Luego, el desarrollo del lagrangeano de WZ resulta:

9

Lws = — TDGR— sin 6, sin 6 [C’(ao) cos g + C'ap) for—
210k (5.31)

2

ap cos? o€ — 2

. 9 .
— 3sin® ag cos apé — 7 sin sin® apé for

R3

Haciendo uso de (5.28), (5.29) y (5.31) obtenemos el lagrangeano cuadratico en las
fluctuaciones:

Rg -3 . . R3 2 ny R jz
L= _TD6W sin” o sin 0y sin 0, S—kr G" o0,x0,x + —Q 0,606+
1 3 9 12/’{:2 (5.32)
2 GrPGov _ _
4Q G JovIno 2 sin? aof R3 sin® g Efor

Notar que los términos lineales provenientes de (5.17) se cancelan con los de (5.31),
como era de esperarse.

5.1.1. Ecuaciones de Movimiento para las fluctuaciones bosdnicas

En términos del lagrandeano (6.2) para los campos fluctuados, aplicamos las ecua-
ciones de Euler-Lagrange (i.e. 0,(0y,4L) = 04L) para obtener las correspondientes
ecuaciones de movimiento:

Modos Cartesianos

Para los campos Y, el lagrangeano sélo posee término cinético y es facil ver que la
ecuacion puede escribirse de la forma:

9, [rz \/Egﬂ”aux] — 0 (5.33)
Teniendo en cuenta la forma de G y multimplicando la ecuaciéon por L 42“\}“0 obtene-
mos:
r? sin” o
0 (40) = AR+ =700, (V3G 0,x) =0 (5.34)
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5. Fluctuaciones

donde i,j € TH!. Sabemos que, para una dada una grometria genérica con métrica g,
operador el laplaciano se define como:

1

VIl

por lo que la ecuacion (5.34) puede reescribirse como:

V2= ——0, (VIglg"%) (5.35)

Oy (r*0,x) — 95 x + r’sin® gV, 1 x (5.36)

Proponemos una solucién de la forma:

X = Yo 0, (TH)(r) (5.37)

donde Yy, 4,(T") son los arménicos esféricos de T!. Remplazando (5.37) en (5.36) y
haciendo uso de (A.47) tenemos que la ecuacién para ¢(r) resulta:

Oy (r'0,0) + E*¢ — r’A(l1, £z, )¢ = 0 (5.38)

donde A(¢q, 05, v) esté definido en (A.46).

Estudiaremos el comportamiento de la funcién ¢ en la frontera de AdSs,, es decir,
cuando r — oo. Para ello supongamos un comportamiento de la forma ¢ ~ r? en este
limite. A su vez, dado que r es muy grande, nos quedaremos sélo con los términos de
(5.38) que son O(r?), es decir el de la derivada y el que involucra el autovalor A(¢y, €y, v):

(v + 3)r7 2 = N(ly, by, v)r T2 =0 (5.39)

Obtenemos entonces una ecuacion cudratica en v de la forma:

V(v +3) = Allr, ba,v) =0 (5.40)
cuyas raices son:
3 9 3 9
Tom = —5 * \/z_l + Al by v) = —0 F \/4_1 +0(0+ 2y +6(6+2)(1-v)  (5.41)

La solucion en r grande se comporta entonces de la forma:

A1) ~ cyr™ Feyr’, T =00 (5.42)

Notemos que '+ es divergente en la frontera para cualquier valor de /1 y /5.
Se puede ver [7] que estos exponentes obtenidos se relacionan directamente con las
dimensiones de los operadores duales en el lado de la teoria de gauge.
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5. Fluctuaciones

Modos Acoplados

La ecuaciéon de movimiento para el campo & resulta:

, 12k B
4k \/’ (fgu 8”5> o T s ag o 0 (5.43)

Reemplazando los valores Correspondlentes para la open string metric y multiplicando
por sin? g puede llevarse a la forma:

1 3 12kE
On(r?0:8) = 5058+ ——+ =5 —for =0 (5.44)

sinfap  R3sin® o

Definimos los potenciales a, del campo de gauge fluctuado (f). Dado que el lagran-
geano s6lo depende de f, tenemos que las ecuaciones seran de la forma 0,(0s,4,£) = 0.
Las ecuaciones resultantes para estos campos de gauge dependen del indice 0 = 0,7r,7 y
son 7 ecuaciones de la forma:

720, (V397G 1) + Ty e (057 — i) =0 ()

Proponemos la siguiente solucion para los potenmales no nulos:

ar = Yy o (T00) 4= €YY (T)0(0) (5.46)
De aqui que las componentes del campo f seran:

fOr = 80(17« = Z.EeiEtnl,fz (Tl,l)w(,r)
foi = Opa; = iEeiEtVz’YzLez (Tl’l)zﬁ(ﬂ

o . (5.47)
fri = Ora; — partial;a, = (0,40 (r) — Y(r))VYe, 0 (TH")
fis = Oy — Oa; = PP(r) (Vi Yoy 00 (TH) = VYo, (TH)) = 0
Y para el campo £ proponemos:
€ = ", 4, (TP 2(r) (5.48)
Introduciendo los ansatz (5.47) y (5.48) en la ecuacién (5.44) y operando obtenemos:
E? 12kE
2 .
8T(T 8,,2) + FZ + (3 - )\(El, Eg, I/))Z + Zmd} =0 (549)

Haciendo lo mismo para (5.45) con o = 0 se obtiene:

3

BRC
— i Sin ag0rz =0 (5.50)

P20 — Ml L, V)
Mientras que para o = r se obtiene:
3

B2 + M0y, by, V)12 (0,0 — ) + i T

sinapgz =0 (5.51)
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5. Fluctuaciones

Para 0 = i la ecuacion (5.45) es de la forma:

1

\/Ea“ (\/Eg“f’g” fpj> =0 (5.52)

Teniendo en cuenta que para nuestro ansatz f,; # 0 sélo si 4 = 0,7 y reemplazando
los valores correspondientes G se puede llevar a la forma:

B9 Yo, (T + g9V Yoo P20, [ (00 = w)| =0 (559

De la ultima podemos extraer la condicén:

B2 + 12, [rQ(aﬂ/? - w)} —0 (5.54)

Notemos sin embargo que la ecuacién (5.54) no es independiente de las deméds. De
hecho, es posible obtenerla derivando (5.51) y restando (5.50). Finalmente, de (5.50)
tenemos que:

3

~ 3R
.2 o
Ay, by, ) = 1r 0 Z4Ek:

Podemos utilizar esta tltima expresion para eliminar 1; de (5.51), obteniendo una
ecuacién que relaciona ¢ y z:

r? sin a0,z (5.55)

E? 3R3sin E?
O (r°0.) + =) v — Aly, b, V) i [@(r 0rz) + o) z] 0 (5.56)

La cual, junto con (5.49) forman un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas
para las funciones ¢ y z.
Para desacoplar el sistema definimos nuevas funciones:

R 3R3
U sinalphayz, n =1 — Z4kE

A su vez, definimos el operador O tal que actia sobre una funcion genérica f de la
forma:

Z=—1

sin oz (5.57)

OF = (°0.1) + 1 (5.58)

Haciendo uso de que ¥ = 1 — 3% podemos reescribir (5.49) y (5.56) en forma matricial
como:

(0= M) <f]) _ (5.59)

con

. 6+)\(€1,£2,I/) —3
M o < —3)\(61, 62, V) )\<£1a 62, l/)) (560)
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5. Fluctuaciones

Notemos que M es diagonalizable con autovalores:

A = A(ly, 63,v) + 3(1 £ /1T + Ay, o, v)) (5.61)

y los autovectores pueden escribirse como:

ba = (VIF A, by v) £ 1)2 4+ (5.62)

En términos de estas autofunciones, el sistema queda desacoplado obteniendo las ecua-
ciones:

O (r*Oaps) + (T—EQ — A<i>) Yy =0 (5.63)

Nuevamente supongamos un comportamiento de la forma r7 para r grande. Despre-

ciando el término que es orden % obtenemos entonces las correspondientes ecuaciones

cuadraticas en 7:

Yy +1) = A® =0 (5.64)

que posee raices de la forma:

1 /1 1 1

Por lo que el comportamiento de las funciones 14 en la frontera es:

Vi = e 4 eor (5.66)

Notemos que A > 0 para todos los valores posibles de A(f1, f5,v), por lo que i
es divergente y r72 es bien comportada en la frontera. Por otro lado, A7) < 0 si
0 < Al ly,v) <3y AT > —1 /4, por lo que las soluciones no presentan oscilacio-
nes y tenemos que r’t es divergente para cualquier valor de A({, lo, 1) y 5 es bien
comportada para A({q,l, V) > 3.

Nuevamente, es posible derivar las dimensiones de los operadores duales en la teoria
de gauge en términos de estos exponentes [7].

5.2. Fluctuaciones fermiodnicas

Notemos que nuesra solucién de background no considera ningin tipo de campo fer-
mionico, es decir que son nulos en la expresion a orden cero de la accién del sistema.
Al considerar las fluctuaciones a segundo orden introduciremos una accién cuadratica
en los campos fermionicos que sea compatible con las simetrias del sistema. Para ello
seguiremos los resultados de [8], el cual porpone una accién cuadrética de la forma:

Sp = % d'oe™®/—det(g + F)0(1 — T'p) [(Mﬁl)WFVDu - A] 0 (5.67)
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5. Fluctuaciones

donde 6 representa a un espinor de 32 componentes, las cuales son funciones de las
coordenadas del volumen de mundo, y I', = 9,X™I',, = 9,X™ELT,. Notemos que
dado que el vielbein E% es un covielbein (ver Apéndice), el pulback sobre las 1-formas
del vielbein del espacio-tiempo evaluado en la solucién clasica (&« — o) no es més
que el vielbein de la geometria inducida. Por esto ultimo, en lo que sigue escribiremos
T, = e;l', (ver Apéndice). Por otro lado definimos:

My, = guw + T a0y F o (5.68)
A su vez, D, = P[D,,], con D,, de la forma:

Dy = DO + W, =V, + —— Hyp T 1) + Wi, (5.69)

4.2
donde V,, es la derivada covariante aplicada al espinor, es decir V,,, = 0,, + %Q%’F@. El

pullback en este caso corresponde a hacer 8,, — 9, v {Q%} — {w;"}.
Por otro lado definimos:

1 1 n, 1 npqr
Wy, = WT,, = _ge@ (§FT§§)F PT10) + 4|F7§;‘,ZFF Pa ) T, (5.70)
y A =A® 4+ A® con:
1
AL = 3 (F"@ o + 531 Hmnpr PTq )) , (5.71)
A®) — leé §F(2)pnpp 1 — @) pnear (5.72)
- 8 2 np (10) — 4' npqr .

donde cabe aclarar que estos operadores se definen en el contexto de un teoria del tipo
ITA, siendo ligeramente distintos en el caso I1B.

Notemos que en el sistema de estudio de este trabajo, el campo dilatéon ¢ es constante
y el campo H es nulo, por lo que AV =0y D =v,..

Por ltimo definimos:

—detg 0 p2 x—~ (—1)/(L(19))*
I'pp = T (Ciroy) 2 > q!—%()r’” P2 s -

For i (5.73
—det(g + F) pag-tig (5:73)

q

con:

6“1---“p+1
(p D= detg "

Es muy importante recalcar que, dado que la accién (5.67) ya es cuadritica en las
fluctuaciones fermidénicas, todas las cantidades que involucren campos bosénicos deben
evaluarse en la solucién clasica de los mismos.

Antes de calcular la forma explicita de la accién fermidnica (5.67), seguiremos [9] y ha-
remos algunas transformaciones que la llevaran a una forma més transparente.

0) _
Dp —

(5.74)
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5. Fluctuaciones

Definiremos ahora algunos objetos que nos seran ttiles en los proximos célculos. Pri-
mero, se puede mostrar que siempre es posible realizar una transformacién de Lorentz
conveniente de manera que el campo F en el volumen de mundo puede escribirse de la
forma:

(p—1)/2
F = tanh ¢pe? A et + Z tan ¢,e2" A 2L (5.75)
r=1
donde ¢, son angulos convenientemente escogidos. A su vez, definimos una 2-forma Y (%)
sobre el volumen de mundo tal que:

(p—1)/2
Y(z) — ¢069A el_|_ Z ¢r62i/\ BM (576)
r=1
En términos de esto ultimo definimos:
1 "
R = ZYWI‘— (5.77)

Por ultimo, definimos la matriz X, tal que X = FZ y el operador:

T=+v1- X2 (5.78)

Ahora evaluemos estos objetos en nuestro sistema de estudio.Recordando que las mag-
nitudes bosoénicas est’an evaluadas en la solucion clasica, notemos que:

R3
F = %dt A dr = cos ape? A et = tanh ¢pe? A et (5.79)

con ¢y = tanh ™' (cos ag). Reemplazando en las expresiones (5.76) y (5.77), tenemos:

Y® = e A et (5.80)

1
R= Egborﬂ (5.81)
Por su parte, la matriz X resulta ser de la forma:

0 cosag O

X=| cosay O 0 (5.82)
0 0 05
por lo que (5.78) resulta:
sin oy 0 0
T = 0 sinag 0 (5.83)
0 0 Is
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5. Fluctuaciones

donde I5 es la identidad correspondiente a las coordenadas de T De esta dltima
expresién y de (A.28) tenemos que:
ey =TeeZ M= (T1)Zet (5.84)

v

En lo que sigue haremos uso de operadores de la forma exp (QRF(lo)), por lo que es 1til
evaluarlo en términos de los parametros del sistema. Haciendo uso de que [F“—b, F(w)] =0

y de que (Im)% = I3, y lo mismo para I'(9), tenemos que:

((00)™ = he (MTa0)™ = 1T (589
A su vez, haremos uso de las siguientes igualdades:
1 cos T
h (tanh ™' = inh (tanh™' = 5.86
cosh (tanh™" (cos(z))) - sinh (tanh ™" (cos(z))) P (5.86)
Haciendo uso de (5.85) y (5.86) se obtiene:
e=2Ra0) = =+ cot a9 (5.87)

sin oy

Por otro lado, haciendo uso de la expresién (5.68), es facil ver que:

T2 sirll2 oo (10) Scii)lzof;(i) 0
~ 4k cos ap r?
M_l — ﬁ _P(IO) sin2 g sin2 [ ~ 0 1 (588)
0 0 (Tl’l)

Estudiemos los términos de la forma M #T',V,, provenientes de (5.67). Haciendo uso
de (5.88), del veilbein y las conexiones del Apéndice tenemos que:

Wk 1 2Vk

M™eoVo = ~ 1 —— e (ao + grﬂ) (5.89)
NI, v = %/Eg_;ﬁ%r(w)rl (ao n gr@) (5.90)
MYefT V, = —%//E(ﬁ—z)rr(m)rﬁl (5.91)
MU, v, = 2vk 7 ) (5.92)

R3/2sin?ay

De (5.89) y (5.90) vemos que el términos que involucran a dy es:
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5. Fluctuaciones

2VEk 1 1
\/_ FQ ( ; + cot CY(]FOlF(lo)) 80
sin ay

2\/E1(1

R3/2 , Sinao FO -+ cot Oéor(lo)rl) 80

Csinag T R32rsing,
vk 1
© R3/27sing,

~010 2RI
= QF*G (10)80

0 2RI
[“e (10) 80

0 _2RD
= F (& (1(])80

(5.93)
donde hemos hecho uso de (5.87), de la espresiéon Vielbein en el Apéndice y de que
' = enre.

Analicemos ahora los términos que involucran a la conexion wy = %wﬂf‘@ = l01:

2k 1 7 1 oo 1 0
R3/2 , Sinao 5 (— FQF(L + cot Oéor(lo)F1F01) = GO—F* <—F01 — cot Q&()F*FLFQF(:[Q)

sin ap sinag

AT 1
- FO§FO*1 (sina +cot aOFmF(lo))
0

(5.94)
donde hemos hecho uso de {w,} = {w,} (ver Apéndice).
El proceso es andlogo para los términos (5.91) y (5.92) que involucran 9y, obteniéndose:

v, e2ilao (5.95)

Dado que I'? y I't conmutan con RT(10), podemos reescribir (5.93), (5.94) y (5.95) de
la forma:

eflao) <f‘0@0 + f1@1> efil o) (5.96)

Finalmente, haciendo uso de que {T'%, RT3} = 0 con i € T, y que M¥ = g/ = §iJ
sii,j € TH', podemos reescribir estos términos de la forma:

MYT,;V; = §"T ;e fraoefifaoy,

= T an [y eflao (5.97)

En conclusion, sumando (5.96) y (5.97), tenemos que:
M"T,V, = eflan ey o (5.98)

Calculemos ahora el proyector Fg% de la expresién (5.74):

P

FSDO% = E—Fm---m
7/ —detg
Vs (5.99)
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5. Fluctuaciones

Consideremos una situacién en la que v; = v;. De (A.20) vemos que esto ocurre sélo
si pi, pi; = 4,5,6 y v; = v; = 6. Sin embargo, siempre habrd un término que se obtiene
de cambiar p; <> pj tal que Uy, i vy Dosgjy POTO 1 T = —htte vty T,
Entonces solo quedan los términos diagonales. Haciendo uso de la antisimetria de los
productos de matrices de Dirac y de la antisimetria de e*'#7  éstos resultan en 7!
términos iguales. A su vez, recordemos que el producto de los elementos diagonales del
vielbein no es mas que y/— det g. Entonces:

I =Ty 6 (5.100)

notemos que (F%%Y = I, por lo que resulta ser un proyector.
Por otro lado, notemos que:

G + Frw = Gup (00 + FL) = g, (00 + X?0) (5.101)

entonces tenemos que:

v —det(g + F) = /—det(g) det(1 + X) (5.102)

Hagamos uso de esto para calcular:

V—detg 10)
[H1-H2q F Lo F 2q—1H2q
_detg+FZ |2q H1p H2q—1H2q
1
_ Ful...lquJT-' L - - F 2¢—1H2q
—det(1 + X) o o
B 1 an-lﬂqf f (5103)
—det(1 + X) L ]
1
— (1 — cos apI'™ T 1))
sin g
—2RT(10)

=€

Es posible ver a su vez que {Fg%, RI'10)} = 0. Haciendo uso de esto y reemplazando
(5.103) en (5.73) tenemos que:

T pg = a0 =Rl ao) (5.104)

donde Fg}; = F(DO%(F(N)) . Notemos que en este caso (p = 6), tenemos que (I'10))* = I3

y entonces Fg;’ = Fgé.
Definimos un espinor rotado © tal que:

0 = effung (5.105)

Notemos que:
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5. Fluctuaciones

6 = (efang)' 1o

IRt
= gt o0

(5.106)
— 9712 L (10)
— gl a0
donde hemos hecho uso de que I'’T'“ = —(T'#)T2 y por lo tanto R'T? = I'"R.
Definimos los operadores hat de la siguiente manera:
W = e BLao /el o)
A®@) — oBlao) Ae— Bl 00 <5'107)
Para evaluar las expresiones de (5.107) estudiaremos la accién de e*#'00 sobre las
matrices de Dirac. Haciendo uso que [I'2, TUT ()] = [I1, T2 (19)] = 0 tenemos que:
=TY9_ (1F Flrum) (5.108)
sin oy
otR0 (0 P Lpt RN 10y — Le+2RT 10)
i 1 (13 [0 (5.109)
SIn &
A su vez, para i = 2...6, debido a que {T, %10} = 0, tenemos que:
et Pl o) it Rl o) — T (5.110)

Haciendo uso de (5.82) y (5.83), estas ultimas expresiones pueden reescribirse de una
manera mas elegante:

eI o) THeER 10) — ¥ (1 T F(lO)X)f (T_l)g (5.111)

Ahora definimos el vielbein deformado extendido tal que se define sobre todo el
espacio-tiempo 10-dimensional y coincide con el vielbein del espacio-tiempo en las coor-
denadas transversales al volumen de mundo. Por ejemplo, definimos €] conm,a =0...9
tal que, sobre la variedad inducida no es més que el vielbein deformado convencional y
e = BT sim = 2,3,4. Extendemos el operador X de manera que sus componentes en el
espacio transversal son nulas. Esto lo hacemos porque en (5.70) y (5.72) entran en juego
contracciones 2-formas y 4-formas definidas sobre todo el espacio tiempo y queremos
aplicar (5.111) para evaluar (5.107). De esta manera, tenemos que:

30



5. Fluctuaciones

eiRF(IO) le sz GZFRF<10> — e:l:RF(l()) leeiRF(IO) GZFRF<10> Fmg e:FRF(w)

= cay T2 (13 Tag) X ), (T ey T2 (14 Tag X) 0 (T71)5°

=& e T (L£ T X)), (L£Tan X)),
= TUT% (14T X)," (1 £ TagX), &'é
=T8Tk (14£T0X), (1 £Ta0X),

(5.112)
donde hemos hecho uso de la propiedad (5.84) y en la tltima expresién, los indices
de (1 FlupnX ) son respecto a la geometria deformada. Sin embargo no se ha hecho
incapié en denotar X ya que, como {et} y {é~} difieren s6lo en una constante, es facil
ver que X = Xfel‘jeg = Xféﬁég = X. Se puede ver que esta igualdad vale para casos
mas generales [8].7La tltima expresién es valida para cualquier producto de la forma
™ .T"™ con n par, por lo que también se generaliza para calcular el término de
(5.70) v (5.72) que involucra a F(®),

Haciendo uso de las propiedades vistas hasta ahora se obtiene:

1 [k
W=\ [(r@Jr TS — [68) [y — FM} (5.113)

o 1 [k
A® = 2 /ﬁ [3 (~T42 — P37 4 P68Y Py — FM} (5.114)

donde los indices planos de las matrices de Dirac en estas expresiones corresponden al
espacio tangente 10-dimensional.

Apliquemos todas estas transformaciones a la accién (5.67). Para ello, escribiremos
los espinores en términos de los espinores rotados, e introduciremos convenientemente
identidades de la forma e*#'10 TR 10) Entonces:

6(1 — Tpg)| (A1) T,D,, — A} 0=

@efRF(IO)(l _ FDG)eRF(m)efRF(m) [(Mfl)/wFVDu _ A] e*RF(lo)@ (5.115)
— @(1 . Fg%’)e—RF(lo) [(M—l)mzry (vu + Wu) B A(Q)} e~ Flaon g

donde hemos hecho uso de (5.104), de (5.69) y de que A1) = 0. En la ltima expresion
puede hacerse uso de la igualdad (5.98) y de la definicién (5.114) obteniendo:

O(1 — TV |V, + e Frao (A1) T, W,,e~ Rl ao) — e—RFuwA(?)] S (5.116)

Estudiemos ahora el término que involucra a W. Para ello, reescribamos M de la
siguiente manera:
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5. Fluctuaciones

M, = g + Loy Frw
= g (64 + L 10)F7) (5.117)
= o (0 + T X})
donde hemos usado la definicién de X. Cabe sealar que la convencién utilizada aqui es
de la forma:

Xuﬁcolumna (5118)

p— fila

Por lo que la ultima expresion puede reescribirse en forma matricial como:

M= (14TupX)g (5.119)

Por lo que la inversa es M~ = g ! (1 + g X )_1, la cual puede escribirse en com-
ponentes de la forma:

(MY = g"[(1+ oy X) 12 (5.120)

Entonces tenemos que:

e—RF(lo) (M_l)MVFVWMG_RF(m) _
= ¢ a0 g [(1 4 T 19 X) "' J4T, W e~ Rl a0
= e 20 gh[(1 4+ T (10)X) _1](’;6%656RF(10>FV6RF<10> We oo, e~flao
- (5.121)

donde hemos hecho uso de (5.107) y de que [I'(10), R] = 0.
Consideremos ahora los casos i, = 0, L en (5.121). En estos casos tenemos que [I',, RT(10)] =

0yey = ﬁéﬁ, por lo que reescribimos (5.121) como:
po B o
€—2RF<10) Sl‘rql—ao[(l —+ F(lO)X) I]Zé%é%FZQQRFﬂO) WG_QRF“O) F& (5.122)

Ahora notemos que, dado que [(1 + g X )_1] es diagonal por bloques, y que el viel-
bein es diagonal en la parte de AdS;, tenemos que o = 0, 1, por lo que ¢g"? es la métrica
de AdSs, la cual en este caso cumple que ¢*° = sin® o§"?. Por otro lado, notemos de
(5.113) que W solo posee productos de la forma I'® con ab = 4,5,6,7,8,9, por lo que
es facil ver que [IW, RI'(19)] = 0. Aplicando todo esto y la definicién de las matrices de
Dirac de la métrica deformada en (5.122) podemos reescribir estos terminos de la forma:

e~ 2100 g (14 T ) X) 12D, W, (5.123)

donde no hemos hecho explicito que las componentes de [(1 + g X )_1] son en la
métrica inducida o en la deformada debido a que son equivalentes como se aclaré ante-
riormente.
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5. Fluctuaciones

En el caso de pu,v = 2,3,4,5,6, sabemos que e = ¢, Ademds, {l'y, Rl 1)} = 0. Fi-

a

podemos llevar el resto de los términos de (5.121) a una forma equivalente a (5.123).
Por 1ltimo, notemos que:

nalmente, haciendo uso de que [(1 -+ 1“(10))()_1]Z = 0%y que §" = g" para v € T

g,ul/ = Gu — upgpa"rau
= (0, = FiF7) 9n

lo que puede escribirse , segin nuestra convencion de indices, en forma matricial como:

(5.124)

i=(1-X%yg (5.125)
Por lo tanto podemos escribir:
det(g + F) = det g det(1 + X) = — LI (5.126)
e = det gde = —F .
g g det(1 — X)
Definimos entonces un nuevo campo dilatén tal que:
. -
. — (5.127)

Vdet(1 —X)

En conclusién, la expresion final de la accién fermidnica (5.67) se reescribe de la forma:

T N _ ~ ~
Sp=—2% [ d'oe™*/=det {0 (1-T8) tv,0+

(5.128)
#6 (1Y) e (7114 o X) DT, - A®) 0}

Puede demostrarse que esta expresién es vélida en general [8] teniendo en cuenta los
términos del campo H y AWM los cuales no se han escrito en (5.128) debido a que son
nulos en nuestro caso. Tengamos en cuenta que, a pesar de haber redefinido el campo
dilatén, AWM sigue siendo nulo ya que X es constante en el problema de interés de este
trabajo.

La idea de reescribir (5.67) de la forma (5.128) es poder expresar la accién fermidnica
en términos de una métrica que incorpore la acciéon del campo de gauge F en la geo-
metria. De esta manera, se obtiene una expresion encabezada por un término candnico
de Dirac (i.e de la forma I'*V,) y posibles términos de masa. La similitud de esta ex-
presion con la accion candnica de campos fermidnicos es lo que la hace la manera mas
elegante de estudiar el problema.

Calculo del término de masa

Consideremos el término de la forma:

§"[(1+TaoX) 0, WT, (5.129)
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5. Fluctuaciones

Para ello notemos que:

1 Sin21 ap - (S:?rfgg F(l[)) 0
(1+TapX) =| —SeTay  grar O (5.130)
0 0 I

donde estas componentes son las correspondientes al espacio tangente, i.e. métrica plana.
Estudiaremos primero los términos que poseen p = 0:

§™1(1+ Ty X) 0, Wy = 3%[(1 + Doy X) " 12egesesesT, W,

) (5.131)
= n20ePel[(1+ Ty X) ' LegenebesT, W,

El haciendo uso de (A.20), (A.21) y (5.130) tenemos que el término con v = 0 es de
la forma:

1
120ee0 —5—égégéqégToWTy = oW,
sin” a sin? Qp
. (5.132)
W

sin? oy

donde hemos hecho uso de (5.113) para comprobar que {T'2, W} = 0.
Haciendo lo mismo para el término con v = 1 en (5.131) obtenemos:

0 A —191 A0 1 A1 ~ _cota -
negéol (1 + Loy X) ]Oege%eieglﬁ W, = OF(lo)FlWFQ
in a,
ot - (5.133)
—_ — F(lo)F*W
sin «

Se puede ver que los términos con g = 1 resultan en las mismas expresiones. Por lo
tanto, si u = 0, 1, podemos escribir los correspondientes términos de (5.129) de la forma:

2 . X
: ( —— + cot aOFmF(10)> W= ————¢*flaoly (5.134)
SIn (g \ SIN (g

Para o,v € TH! tengamos en cuenta que:

= 0g€5¢, (5.135)
= &zel = o
Teniendo en cuenta esto ultimo, notemos que:
¢TI, WL, = nelelete T, WT
& E (5.136)

=T,

Teniendo en cuenta que:
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5. Fluctuaciones

M't=1r%ae¢=0,1,5,6,8,9 (5.137)
es facil ver que, si p = 2,3,4,5,6:

TET4D )0y = =30 (1) (5.138)
TETOTD )Ly = =2 (4 (5.139)
TETT ()T, = =TT (49 (5.140)

[ETUBr | = 57012 (5.141)

Tenemos entonces que, si denotamos 4, j a las direcciones en 7T

FI(1+ Do X) DWW, = —3W% — W7 4+ W — 51, (5.142)

1 [k 1 [k
W= @l Wa= (@ (5.143)

Reuniendo (5.134) y (5.142) obtenemos el resultado final:

donde hemos definido:

B TR 2 A
§1(1 4 TagyX) UL, W, = ———=—e2 a0t — 3w — w7 4 W — 5w, (5.144)

sin oy

Por otro lado, tenemos que A® = —3(W* 4+ W5T — W) — Wy, por lo que:

T 2 2
g1+ Do X) LW, — AR = — = RT00TY 4 2(W57 — W) — 4, (5.145)

sin o

Podemos realizar el célculo explicito de esta tltima expresion en términos de la repre-
sentacién propuesta en el Apéndice. De esta manera es facil ver que:

FQF(H)) = —iUg ® I ® Fg, Fﬂr(lo) = —03 ® (o) ® F?A,
F®F(1o) = —03 X o9 &® F;ﬁ, Fmr(lo) = —03 X 09 X F%, (5146)
T2 — 5o @ [ @ T

Con todo esto se puede ver que:

W = e—QRF(m) (_LQQRI‘(:LO)W + 2(w57 - WGS) o 4w4)

sin ag
(w0
- \0 W

(5.147)
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5. Fluctuaciones

donde los bloques son de 16 x 16 y podemos construirlos en términos de bloques de 8 x 8
que involucran solo a las matrices de Dirac en 7 dimensiones:

Wi = Wa2 = -22 <F$ - 3F%1> — 2cot qpI'™ (F?A — 31“%5)
sin g
Wy = —wi2 = 4cot oyl (5.148)
Wi = Way = —W11, Wia = —Wa] = —Wia
Finalmente, la accién (5.128) se puede escribir de la forma:
Sp = % doe=®/— det ie) <1 — Fgé’) [fw@u + W]@ (5.149)

donde la forma explicita de IV se encuentra en el Apéndice.

Es interesante notar que, en el caso de fijar ag = 7/2 la geometria deformada queda
identificada simplemente con la geometria inducida en el volumen de mundo (i.e. § — g).
Notemos que este caso corresponde simplemente a una configuracion clasica con campo
de gauge nulo (recordemos que Fy, ~ cosap) por lo que la equivalencia entre § y g
es natural debido a la definicién de la geomtria defromada. Finalmente, recordando la
definicién de los espacios T (ver nota al pie de pdgina en la seccién 1 del capitulo 3),
y dado que cos /4 = sin7/4, el espacio compacto de la geometria inducida deja de ser
un 75! deformado y pasa a ser un 7! convencional.

Reduccion dimensional

La expresion (5.149) describe la accién de un espinor de 32 componentes, es decir un
fermién en un espacio de 10 dimensiones. Este espinor puede pensarse como dos espinores
en la representacion 16 de SO(1,6) con quiralidad definida. Definimos las conjugaciones
de Dirac y de Majorana de la siguiente manera

6p =01s, Oy =07C (5.150)
donde C' es el operador de conjugacién de carga en 10 dimensiones y § es una matriz
tal que AI,,87! = —TI'l . En 10 dimensiones se puede imponer la condicién de Majorana

[10] que implica que el conjugado de Dirac es igual al conjugado de Majorana, por lo
que puede expresarse como:

eo'p=0"C=0e"=pH'cTe (5.151)
Se puede ver que 3 = I'?.
Dada la representacion conveniente de las matrices de Dirac en la que estamos traba-
jando, es facil ver que:

C=0®038C (5.152)

con C' el operador de conjugacién de carga en 7 dimensiones (ver Apéndice). Teniendo
en cuenta que I'® = (T'%)" y que en nuestra representacién (ver apéndice) I'? es real,
podemos reescribir (5.151) de la siguiente manera:
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5. Fluctuaciones

©* = BO (5.153)

donde definimos B = —I'%C' y hemos hecho uso de que en 7 dimensiones el operador de
conjugacién de carga es simétrico y real [10]. Ahora bien,notemos que la representacion
de las matrices de Dirac de SO(1,9) como SO(1,6) x SO(3) ~ SO(1,6) x SU(2) (ver
Apéndice) es la mas natural para realizar la reduccién dimensional. De hecho, deja en
evidencia la posibilidad de expresar al espinor de diez dimensiones como cuatro espinores
U? en 7 dimensiones, cuyo indice i indica que se mezclan entre ellos por la accién de
las matrices de SO(3). La reduccién dimensional consiste entonces en escribir a los
espinores de la representacién 16 de SO(1,9) en t’erminos de la representacion (8,2) de
SO(1,6) x SO(3). Notemos que los espinores de la representacién 8 de SO(1,6) son de
8 componentes complejas. Vemos aqui que la condicién de Majorana simpléctica (o de
realidad simpléctica) (A.16) que cumplen los espinores en 7 dimensiones se desprende
de la descomposicién 16 — (8,2) y de la condicién de Majorana en 10 dimensiones. De
hecho, el cardcter simpléctico actia sobre los indices de la representacién 2 de SU(2)
[10].

En términos de (5.152) podemos expresar B de la siguiente manera

B=io,®®B (5.154)

Consideremos un espinor genérico de 2 de SU(2). Claramente siempre puede expre-
sarse en términos de los autoestados del operador de spin o3, los cuales denotaremos 7,,
con a; = +1 y cumplen que

O1May = Mgy O2Ma; = LNy O3Na; = il (5'155)

Teniendo en cuenta esto tltimo, podemos reescribir el espinor en 10 dimensiones de
la forma:

O => 1, ®noy @ T (5.156)

Qg

donde W*1*2 son 4 espinores de 8 de SO(1,6) y concentran toda la posible dependencia
funcional de las coordenadas. Aplicando la condicién de Majorana (5.151) y haciendo
uso de (5.154) y de (5.156) obtenemos la siguiente condicién:

(Pr92)* = o BU— 192 (5.157)

Definiendo ! = ¥l ¥2 = ¢! ¥3 = ¢~ y ¥4 = ¢~1-1 5 1iltima condicién se
traduce en:

(\111)* — B\If?’, (\II2>* — B\If4

(\IJS)* — _qul (\114)* — —B\Ifz

Notemos que en realidad se reducen a dos condiciones independientes si hacemos uso de
que en 7 dimensiones BB* = —1.

(5.158)
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5. Fluctuaciones

Encontramos entonces que de los cuatro espinores provenientes de la descomposicién
16 — (8,2) s’olo dos son independientes. Elegimos entonces 1! y 1? como los espinores
independientes y, aprovechando que W en (5.149) es diagonal por bloques podemos
reescribir la accién como:

S =Tpe Y / do’e /= det g (1-T8)) [[49, + Wy | v
+Tog / doe /= detg W' (1)) Wpw? — 8 (1= T ) wow|

(5.159)
donde todas las matrices de Dirac pertenecen ahora a la representaciéon de SO(1,6).
Notemos que la parte de SU(2) del proyector Fgg; no es mas que una identidad, por lo
que introducir la reduccién dimensional en este operador es trivial.

Hemos obtenido entonces una teoria en 7 dimensiones, ya que tanto los campos boséni-
cos como los fermionicos dependen de las coordenadas del volumen de mundo y todas
las estructuras involucradas en las correspondientes acciones se derivan de la geometria

inducida en la D6-brana.

5.2.1. Ecuaciones de Movimiento para las fluctuaciones
fermidnicas
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6. Conclusiones

6.1. Resultados

Se estudiaron las ecuaciones de movimiento cldsicas de una D6-brana en AdS, x CP3
que se proyecta en sobre una trayectoria recta en la frontera de AdS; dual a un Wilson
line en el modelo ABJM. Se obtuvo el embedding estatico de la forma:

R3

m 0 1 2 3 4 5 6
X" ={0",0", 20,90, 00,0°,0°,0%,0°,0°}, fOTZECOSOéO (6.1)

Luego se obtuvieron los correspondientes lagrangeanos cuadraticos para las fluctua-
ciones de los campos bosénicos y fermidnicos sobre el embedding estatico, los cuales
resultaron de la forma:

9 RS RS
sin® ag sin 6, sin 0 [S—kﬁgwauxa,,x +5p 0" 0E0,6+

3 12k? : ]

2sin? oy R3sin® ag

1, 107.2
20k (6.2)

1
Zgupggyfpufuo -

_ TD6 ey/=det 30 (1-T)) [*9, +W]e (6.3)

donde las definiciones de los operadores que aparecen en estas tultimas expresiones se
encuentran en las correspondientes secciones del trabajo.

Para el caso bosénico se estudié el comportamiento en r — oo de las soluciones
correspondientes a los modos 0 ("fluctuacion clasica”).

6.2. Calculos Futuros

Un calculo que puede desencadenarse de este trabajo es el estudio del espectro comple-
to de autovalores de los lagrangeanos cuadr’aticos bosénico y fermiénico. En base a estos
espectros se podr’a calcular el correspondiente determinante con el que construimos la
aproximacién semicldsica del problema (ver Introduccién).

Apéndices
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A. Convenciones y estructuras

A.1. Convenciones

Se designan las letras m,n,... para los indices correspondientes al espacio curvo 10-
dimensional AdS, x CP?. La métrica de este espacio se denota Gy, v las correspondientes
coodenadas estaan escritas de la forma:

Xm = {t7raxay7 a7017027¢17@27>€} (Al)

Se reserva la notacion u, v, ... para los indices correspondientes al volumen de mundo
de la D6-brana cuya métrica inducida es g,, = P[G],,, y P| | denota el pullback sobre
el volumen de mundo.! Los indices de las coordenadas del vielbein (espacio tangente)
se designan con a,b,.... Las 1-formas del vielbein del espacio tiempo se designan con
E% mientras que las del volumen de mundo se designan con e£. Las conexiones de la
geometria del espacio tiempo se denotan {2} mientras que {w”’} son el pullback de
estas conexiones sobre la geometria inducida en el volumen de mundo.

La métrica deformada se denota con g,,, y con é£ y W a su vielbein y sus conexiones
respectivamente.

A.2. Representacion de las matrices de Dirac

Denotamos ' a las matrices de Dirac que cumplen el algebra de Clifford para un
espacio-tiempo plano 10-dimensional, es decir:

!Consideremos una variedad M parametrizada localmente por las coordenadas o* embebida en una
variedad N parametrizada localmente por las coordenadas X™. Por lo tanto existe un mapeo suave
¢ : M — N que en este caso estd dado por el mismo embedding X™(c*). Este mapeo induce
un mapeo diferencial ¢, entre los espacios tangentes, ¢, : T,M — T¢(p)J\/ . A su vez, el mapeo
diferencial induce un mapeo entre los espacios tangentes duales en el sentido inverso, ¢* : T;‘( p)N —
TyM. A este tltimo mapeo diferencial se lo denomina pullback y su accién sobre una 1-forma
w estd dada por {(¢p*w,V) = (w, ¢.V). En términos de las componente, es facil ver que la tltima
relacion equivale a:

axm™

ot

El concepto de pullback puede generalizarse a un mapeo entre tensores (0, ¢). De esta forma dado

un tensor A del tipo (0.q) con componentes Ay, m,...m, definido en N, el pullback es tensor P[A]

definido en la M cuyas componentes son:

Qb*wu = Wm

OX™ 9X™2  9X™a
mimz...Mq 60'“’1 80-/142 agwuq

P[A]ulltzmltq = A
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A. Convenciones y estructuras

{02, 1% = 2 (A.2)

donde n2t = diag (—1,1,1,1,1,1,1,1,1,1).

Las matrices de Dirac de SO(1,9) son de 32 x 32 y en el presente trabajo utilizamos
una representacién en términos de productos SO(1,6) ® SO(3) ~ SO(1,6) ® SU(2) de
la forma:

03®03®F$ para a=pu=0,1
o9 ® I, ® Iy para Qz?
=< —01®L®Ig para a=3 (A.3)
o3®o1®1Ig para a=4
o3 @03 @Y para a=pu+3=>5,6,7,8,9

donde o; son las matrices de Pauli. A su vez, I’? denota las matrices de Dirac de SO(1,6)
las cuales son de 8 x 8 y pueden escribirse en la siguiente representacion:

It=Ley, TIregel® (A.4)
con:
V2 =ioy ® I, V=01 ®0;, (A.5)
Es decir que:
0 ot ot = (I, 0)
B >
Y < 50 ) con (— I, 5) (A.6)
A su vez, tenemos que:
-1 0
P =ity = ( 0 I > (A7)
Por otro lado, definiendo:
ﬁl =098 Iy
’3/2 = —01 ® [2 (A8)

’~}/§:03®01

es facil ver que conforman una representacién de las matrices de Dirac en SO(3), (i.e.
(3,72} = 269).
Los fndices a de las matrices de Dirac se suben o bajan con la métrica n.

La asignacién de indices que se hizo en (A.3), que en principio puede parecer poco
natural, estd justificada en que queremos que las matrices de SO(1,9) que no involucran
matrices de SO(1,6) se asignen a la coordenada tangente del espacio transversal al
volumen de mundo, es decir z, y, «, de manera que la reducciéon dimensional resulte
directa (ver seccién Fluctuaciones fermidnicas).
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Las matrices de Dirac del espacio-tiempo curvo son:

™ = Erre (A.9)

donde E* son los coeficientes del Vielbein. Utilizando la tltima expresion y el hecho
que G, = EL E2n, es facil ver que:

(™ T} = 26" (A.10)

Por otro lado, definimos:

1
gz an EF[CAFQ' .. ] (A.11)

donde el ultimo término representa un producto antisimetrizado el cual se reduce I'“1['%2 | .

haciendo uso de la propiedad (A.2) de las matrices de Dirac.
En este contexto definimos:

F(w) _ T012..9 (A_12)
y
[rume..mn 6;?1 62”;2 . egilnrw' (Al?))

Por otro lado, denotamos con I'* al pullback de I'™ sobre el volumen de mundo y
I'% = ez, donde {e} son las 1-formas del vielbein de la métrica inducida. Notemos
que, dado que {E%} con oo — oy es un covielbein (ver seccién Vielbein y Conexiones de
este Apéndice), tenemos que:

{Pe} = (1%, 14, T2, 1% T%, 15,19} (A.14)

Los espinores en 7 dimensiones satisfacen la condicién de Majorana simpléctica, la

cual puede expresarse en términos de la matriz de conjugacién de carga C' o en términos
0 L, . > .

del operador B = —I'7C' que generan la transposicion y la conjugacion respectivamente:

Cr,c-'=-r), BI,B'=T; (A.15)

y puede expresarse en dos formas equivalentes:

v = -0, (U9 =€ B*y, (A.16)
Se puede ver que C =Ty B =T2,

A.3. Vielbein y Conexiones

En la expresion (3.3) se escribié la métrica del espacio de manera que se haga evidente
la conformacién del Vielbein. Las 1-formas del espacio tangente entonces son:
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A. Convenciones y estructuras

R: R: 1
EY = 2];1 rdt Fl = 2]:1 —dr
7 3T
7l e
F2 = lerdx E3 = 2klrdy
2 2
R R
Fi= 21 da F5 = 21 oS gd@l (A.17)
2k2 2k2 2
R> « R> o
E¢ = sin —d# ET = cos — sin 6, d
ok 2 R
R3 R3
R — e sin % sin fydpy E? = = coS % sin % (cos 01dp; + cos Oydps + dx)

Definimos los coeficientes del Vielbein E% tales que:

F = B4 dg™ (A.18)

Notemos que el indice a, correspondiente al espacio tangente, se sube o baja con la

métrica plana 7,,; mientras que el indice de espacio curvo m se sube o baja con la métrica
G-
Consideremos un vielbein genérico {E%, E*}. Lo denominamos un covielbein si cumple
que {e£} = P[E%] es un vielbein para la métrica inducida en la variedad correspondieen-
te al volumen de mundo y P[F? = 0. Dada la estructura simple del pullback sobre el
embedding estatico que nos concierne en este trabajo, es directo confirmar que el viel-
bein (A.17) es efectivamente un covielbein. En conclusién, tenemos que el vielbein {e”}
correspondiente al volumen de mundo no es més que:

a

uy_ J {e*t  para a=0,1 A19
{es {{ea*?’} para a=2,...,6 (A-19)

donde hay que tener en cuenta que, al hacer esta identificaciéon, también hay que llevar

o — Q.

Debido a la frecuencia con la que se los utiliza en este trabajo, escribiremos explicita-

mente y en forma matricial a las componentes de ey y su inversa ey:

sinagr 0 0 0 0 0 0
0 sme 0 0 0 0
R3/2 0 0 cos<t 0 0 0 0
= 0 0 0 sin % 0 0 0
2vk 0 0 0 0 cos G sin 0 0 0
0 0 0 0 0 sin % sin 0 0
0 0 0 0 cos G sin G cosf  cos G sin ¢ cos By cos T sin
(A.20)

43




A. Convenciones y estructuras

SinlOéOT' 0 O 0 O 0 O
0 sin’”ao 0 0 0 0 0
0 0 sec% 0 0 0 0
et = %E 0 0 0" esc % 0 0 0
0 0 0 0 sec G csc by 0 0
0 0 0 0 0 csc G esc by 0
0 0 0 0 —sec P cotf; —csc oty sec P esc P
(A.21)

En términos de los coeficientes del Vielbein construimos las conexiones 2 cuyas
componentes en el espacio-tiempo curvo son de la forma:

02 = gy, E™
= E* (0, B2 —T? EY)

nm~—'p

(A.22)

donde en la tltima igualdad se escribié explicitamente la forma de la derivada covariante
V. en términos de los simbolos de Christofell T2, = = %qu(aqun + 00Gym — 0yGnm) ¥
se hizo uso de que la métrica es covariantemente constante (i.e. V,,,Gpq = 0).

Con todo esto, las conexiones no nulas son:
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0% = pdt
02 = —rde
O3 = —rdy

1
O = = sin Sdoy

O — —% cos %deg

047 = 3 sin % sin 01 dp,

0 — —% cos % sin Gydps

QL — —% cos a(cos b1dpy + cos Oadps + dy) (A.23)
O = —2(3 + cos a) cos B1dpy + i(l — cos a)dpy + i(l — cosa)dy

02 — % sin % sin 01 dp,

1 1 1
088 — 4_1(1 + cosa) cos O1dp; — 1(3 — cosa) cos Oadpy + 1_1(1 + cosar)dx

0% — 3 cos % sin Oadpo

1 o)
Q% = ——sin —df
9 Sin 5 1
1
0% = —~cos 3d92
2 2
El resto de las conexiones no nulas se pueden obteneer haciendo uso de Q% = —Qbe,

Haciendo uso de estas estructuras calculamos las conziones de spin de la geometria,
las cuales se escriben como:

1

Q= Zr@%b (A.24)

Para el caso del embedding estatico, el pullback de las conexiones de spin es trivial.
Mas explicitamente, tenemos que:

oxm
donde w son las conexiones de spin de la geometria inducida en el volumen de mundo.
De esta tultima expresion, y haciendo uso de que %);T = 521 sim = 0,1,5,6,7,8,9,

es facil darse cuenta que nos quedaremos con las conexiones que posean componentes
sobre el volumen de mundo, quedando su forma inalterada. En conclusion, tenemos que

{w.} ={Q,m=0,1,5,6,7,8,9}.
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A.4. Métrica deformada

Dada su utilidad en el contexto de los campos fermidnicos, definimos la métrica de-
formada del sistema como:

gMV = g;u/ - upngF‘rV (A26)

En el sistema tratado en este trabajo la forma de g es muy simple debido a que el
campo de gauge F' s6lo posee componente eléctrica radial constante y puede verse que:

g;w = g;w (A27)

donde G, no es mas que la open string metric definida en (5.8). Es decir que sélo se
diferencia de la métrica inducida por un sin? ag que multiplica a la parte de AdS,.
De aqui entonces que el vielbein deformado no es mas que:

¢Y = sin ol éL = sin et

(A.28)

g=¢, ieTH

Por otro lado, teniendo en cuenta que el vielbein deformado sélo difiere en factores
constantes del vielbein inducido, y haciendo uso de la expresion (A.22), es directo ver
que:

W = Wt (A.29)
donde wt” representa las conexiones sobre la variedad inducida, es decir, el pullback
sobre las conexiones del espacio-tiempo.

Términos de conexiones

En términos de (A.23) y de las consideraciones hechas en el Apéndice respecto a las
conexiones d ela métrica deformada tenemos que:
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PN R 1 o
2V, = eg (F282 1 si 20 FQA‘G)
P33 3 [ 3 1 0 1356
A 4 1 3, 1 w35, L. 426
v, = 64 %04 + = 8 (34 cosap) cos ;1" + §(1 + cos ag) cos 0% + 7 5in 5 sin 6, '*=*
e 1 1
[°Vs =é) (F585 + =(3 = cosag) cos B, + é(l — cos ayg) cos 0122 7 608 % sin 921“536)
[V = 5405 + — . (1 +cosag) (—e§T2 + &S5 4 e0T624 4 68, T2 — 373 4 £076%2)
(A.30)
Podemos reescribir entonces el primer término de (5.128) de la forma:
v, =149, +C (A.31)
con
O D0 0 O 0 —R O
C 0 0 0 0 0 0 —-R
0 0 0D —-R O 0 0
kKlo o C 0 0 —-R 0 0
C=V&l|lo o rRo 0o =D 0 o0 (A-32)
0 0 0 R —C O 0 0
R 0 0 0 0 0 0 -D
0O R 0O 0 O 0o —-C o0
Donde hemos definido las matrices C',D y R tales que:
1 «Q
Ci=—Cy =Cs3=—-Cyy = §tan 707
0
Ca = —Cy = csc ao[ i cos o + cos® o <C9S L — cot «92)],
2 \ sin b
Ciz3=Cs1 = Cy = Cyp = 5 cos % cot 0y, (A.33)

1
Ciy = —Co3 — 1 [4 cot 6, csc % + (3 + cos ) cot b sec % + 2itan %} ,

0
034:—043:csca0[ zcosozo+cos3%< Y 1)]7

sin 6o
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Dyy = =Dy = D33 = —Dyy = Chy,
Dy = —Dgy = Cis,
Dy3 = D31 = Doy = Dyy = —C3,

A.34
D1y = Dy3 = Csg, ( )
D3y = Dy = Cha,
D3y = —Dy3 = Cyy,
R=ill,. (A.35)

4

A.5. Armonicos esféricos en 71

En general, un espacio 7?7 corresponde a la variedad del coset SU(2) x SU(2)/Ug(1),
donde Ug(1) es el subgrupo de SU(2) x SU(2) generado por Ty = pTs + ¢T3, con
{Ti,Tj,z’,j = 1,2,3} los generadores de los SU(2). En nuestro caso, p = ¢ = 1. En
términos de estas estructuras, las representaciones irreducibles del grupo cociente es-
taran definidas en términos de los indices ¢; y f2 correspondientes a SU(2) x SU(2) y
r, con r la correspondiente carga de U(1). Es de esperar entonces que el operador de
Cassimir correspondiente al laplaciano del espacio cociente se pueda escribir en términos
de los operadores de Cassimir de ambos SU(2) y de U(1). Esto ultimo puede verse de
la siguiente manera:

Consideremos una métrica genérica de la forma:
ds®> = A (d@f + sin? 91d90f) + B (d&g + sin? 0ng0§) + C (dx + cos b1dypy + cos 92dg02)2
(A.36)
correspondiente a una parametrizacién de un espacio 71! deformado (notemos que A =

B es el caso de TH!). Por su parte, el operador laplaciano en esta variedad actuando
sobre una O-forma H se escribe como:

V2H = %am (v/99™" 0, H) (A.37)

Definimos ahora los operadores:

1 2
2 — Oy, (sin 6,0, — cot 0,0 =1,2
Vi = g, O (sinb:0e) + (sin 9, X> o (i=1Y) (A.38)
V=02
Es facil ver que:
1 1 1
V2= ZV% + EV% + EV% (A.39)

48



A. Convenciones y estructuras

Por otro lado, sabemos que el laplaciano correspondiente a la 3-esfera parametrizada
por angulos (6, ¢, x) puede escribirse de la forma:

1
sin 6

8.9 (sin 989) + (#

sin 6;0,,

2
— cot 91»8X> + aﬂ (A.40)

y posee autovalores (¢ + 2), con ¢ € Z. De aqui se desprende que:

1
4

Por lo tanto sus autofunciones serdn un producto de las autofunciones de VZ; y las
de 02, las cuales son de la forma e2X con r € Z. Los autovalores del operador V? son
de la forma:

(0. 9 2
v?:-%#ﬁ l,r e (A.42)

Por lo que el autovalor del laplaciano de T! es:

)\(51782,7’) =

_el(£1+2)_62(62+2)_[1 1 1]7"2 (A.43)

14 4B AtBcla
Notemos que haciendo j; = ¢;/2, tenemos que los autovalores del grupo cociente se
escriben efectivamente en términos de los valores de los operadores de Cassimir de los
SU(2) y de la correspondiente carga r de U(1).
En particular, nos intereza el caso A = cos? %, B = sin? Py C= sin? %COS2 5.
En especial, este caso posee la particularidad de que es independiente del valor de r, de
hecho es facil ver que:

1 1 1
Zoa - = A.44
ATBTC (A.44)
por lo que el tdltimo término de (A.43) es nulo. La expresion final para los autovalores
resulta:
~ GG +2) Uy (ly+2)
Ay, € = — — A4
(61, &, ) 4 cos? ay 4sin? ag (A.45)
Por otro lado, definiendo A({, /5, v) = — sin? aoj\(ﬁl,ﬁg,ao) y v = sin? o, podemos
escribir:
)\(61, 62, V) = 61 (61 + 2) v+ gQ (62 + 2) (1 — V) (A46)

Finalmente, definimos los arménicos esféricos para la variedad 7"' como funciones
Yy, .0,(TH) evaluadas en TH! tales que:

V%m Yo, 00 (Tl’l) = 5\(51, Uy, 00)Yy, 4, (Tl’l) (A.47)

Es importante tener en cuenta que la forma explicita de estas funciones depende de
mas parametros ademas de ¢1 y ¢5, pero no la tendremos en cuenta ya que en este trabajo
s6lo nos importa la forma de los autovalores.
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