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Resumen

Presentamos un análisis original de un modelo quiral de tres sabores de quarks

con interacciones no locales covariantes, que incluye renormalización de las funciones

de onda. El modelo incluye un término que tiene en cuenta la anomaĺıa axial, dando

lugar a la mezcla de sabores, mientras que el carácter no local de las interacciones es

implementado a través de factores de forma covariantes. En este marco obtenemos las

ecuaciones del gap para los campos escalares y pseudoescalares en la aproximación de

campo medio, y calculamos los condensados quirales. Asimismo, se derivan expresio-

nes anaĺıticas para masas de los mesones pseudoescalares livianos, los correspondientes

ángulos de mezcla y las constantes de decaimiento débil. Finalmente, a partir de estos

resultados proponemos una estrategia para determinar en forma numérica los paráme-

tros fundamentales de la teoŕıa.
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2.3.2. La anomaĺıa axial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3.3. Interacciones efectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4. Interacciones no locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.5. Renormalización de la función de onda . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.6. Bosonización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3. Modelo no local en SU(3) 17

3.1. Acción Efectiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2. Aproximación de Campo Medio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2.1. Condensados quirales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Caṕıtulo 1

Introducción

La dinámica de quarks se encuentra descripta por la Cromodinámica Cuántica

(QCD), que formalmente es una teoŕıa de campos de gauge no abeliana [1]. De acuer-

do con esta teoŕıa, los hadrones y las interacciones entre éstos pueden describirse en

términos de grados de libertad de quarks y gluones. En interacciones donde el momento

transferido es relativamente grande, tales como dispersiones profundamente inelásticas,

la propiedad de libertad asintótica presente en QCD permite obtener predicciones a

partir del Lagrangiano fundamental de la teoŕıa, considerando a las interacciones como

perturbaciones de un Lagrangiano de quarks no interactuantes [2]. Sin embargo, en

el régimen de bajas enerǵıas (E . 1 GeV), o equivalentemente largas distancias, la

constante de acoplamiento fuerte se vuelve grande y la teoŕıa es no perturbativa. En

este régimen los quarks se encuentran confinados en hadrones, y la simetŕıa quiral, pre-

sente en el Lagrangiano en el ĺımite en que los quarks tienen masa nula, se encuentra

espontáneamente rota.

El estudio de las propiedades de los hadrones, como sus masas o constantes de

acoplamiento, requiere en general tratar con QCD en el régimen no perturbativo. No

existe aún un método standard para llevar a cabo este tratamiento en forma anaĺıtica,

y por ello una forma de abordar el problema es resolver las ecuaciones de la dinámica

en forma numérica en un espacio-tiempo discreto. Esto es lo que se conoce como Lattice

QCD [3]. Alternativamente, puede enfrentarse el problema a través de la construcción

de modelos efectivos para las interacciones hadrónicas. Esto es, modelos que presentan

Lagrangianos simplificados comparados con el de QCD pero mantienen propiedades

básicas de la teoŕıa fundamental. Algunas de estas propiedades son:

Estructura no perturbativa del vaćıo: A diferencia de QED, el estado de vaćıo de

QCD presenta una estructura f́ısica compleja, que incluye condensados de quarks

y gluones.
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Simetŕıa quiral : como se ha mencionado, el Lagrangiano de QCD presenta si-

metŕıa quiral en el ĺımite en que las masas de los quarks pueden considerarse

nulas. Considerando tres sabores de quarks, la existencia de bosones pseudo-

escalares livianos (π, K, η) puede ser asociada, de acuerdo con el teorema de

Nambu-Goldstone (NG), a la ruptura dinámica de la simetŕıa quiral SU(3)L ⊗
SU(3)R → SU(3)V .

Anomaĺıa de la simetŕıa axial U(1)A: la observación de decaimientos como π →
γγ y η → 3π indican que la simetŕıa U(1)A, conservada a nivel clásico en el

Lagrangiano de QCD para quarks sin masa, debe estar rota a nivel cuántico.

Descripción de hadrones en términos de quarks constituyentes : los mesones y los

bariones pueden ser descriptos como sistemas compuestos por quarks u,d y s, y

organizados de acuerdo con representaciones irreducibles del grupo SU(3).

De los modelos efectivos para las interacciones hadrónicas, el que ha recibido mayor

atención es el propuesto por Nambu y Jona-Lasinio (NJL) en 1961 [4]. En su versión ori-

ginal este modelo intentaba describir las interacciones entre nucleones utilizando a éstos

como grados de libertad fundamentales. Posteriormente el modelo fue reformulado uti-

lizando como grados de libertad a los quarks livianos, y proponiendo interacciones entre

éstos a través de acoplamientos locales de cuatro quarks (términos de dimensión 6).

De este modo, la teoŕıa resulta ser no renormalizable. Para regularizar las divergencias

ultravioletas, en consonancia con la idea subyacente de libertad asintótica, usualmente

se propone suprimir la interacción entre quarks cuando el momento transferido supera

un cierto valor o cut off [5]. Esta prescripción conlleva algunos inconvenientes, entre

ellos el hecho de que las predicciones resultan fuertemente dependientes del valor de

este cut off. Otro de los principales problemas de este tipo de modelos es que no dan

cuenta del confinamiento de los quarks en estados singulete de color.

En este trabajo estudiamos una extensión del modelo de NJL con tres sabores que

involucra varios aspectos. Uno de ellos es la inclusión de interacciones no locales de

4 y 6 puntos entre los quarks. Se proponen interacciones covariantes, para asegurar

la invariancia Lorentz de la teoŕıa. El carácter no local se implementa a través de

factores de forma (en nuestro caso se considerarán factores de forma separables en

el espacio de momentos) cuyo comportamiento a altas enerǵıas permite regularizar

la teoŕıa en el ĺımite ultravioleta. De este modo, la acción efectiva es finita a todo

orden en la expansión en loops [6] y no existe una dependencia de la parametrización

3



tan acentuada como en el NJL. Como beneficios adicionales se obtienen una correcta

descripción de los procesos anómalos (problemáticos para el modelo NJL) [7], y se

presenta la posibilidad de describir el confinamiento vinculándolo a la no existencia

de polos reales en los propagadores de quarks. La presencia de las interacciones no

locales trae además como consecuencia que las masas efectivas de los quarks sean

dependientes del momento, tal como se observa en cálculos de Lattice QCD. En lo que

hace a las simetŕıas de la teoŕıa, el modelo presenta en el ĺımite quiral una simetŕıa

SU(3)L ⊗ SU(3)R, rota expĺıcitamente por los términos de masa de los quarks al igual

que en el Lagrangiano de QCD. La interacción de 6 puntos, conocida como “término

de ’t Hooft”, rompe expĺıcitamente la simetŕıa U1(A) simulando la anomaĺıa axial, y

provoca la mezcla entre sabores de quarks. Finalmente, se incorpora al Lagrangiano un

término que induce una “renormalización” de la función de onda (WFR) de los quarks.

Esto es, conduce a propagadores de quarks cuyos residuos en los polos son funciones del

momento. Este comportamiento concuerda también con los cálculos llevados a cabo en

Lattice QCD. Dado este marco teórico, procedemos en este trabajo a estudiar la acción

efectiva en términos de grados de libertad mesónicos, determinando las ecuaciones que

permiten calcular las masas de los mesones escalares y pseudoescalares, los ángulos de

mezcla correspondientes y las constantes de decaimiento para el sector pseudoescalar.

El trabajo está organizado de la siguiente forma: en el caṕıtulo 2 se discuten las ca-

racteŕısticas generales del modelo NJL y su extensión no local con simetŕıa SU(3)C , con

la incorporación de la WFR. En el caṕıtulo 3 se presenta en detalle el modelo no local

a estudiar, y se obtienen los resultados anaĺıticos para los condensados quirales y las

masas y constantes de decaimientos mesónicas en la aproximación de campo medio. En

el caṕıtulo 4 se incluye un resumen del trabajo realizado, y finalmente en el caṕıtulo

5 se presenta la estrategia a seguir para determinar numéricamente los parámetros

fundamentales de la teoŕıa y sus perspectivas futuras.
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Caṕıtulo 2

El modelo de NJL

Como se ha mencionado, originalmente el modelo fue introducido como una teoŕıa

para las interacciones entre nucleones. Reemplazaremos los campos nucleónicos por

campos de quarks q, introduciendo una interacción de cuatro puntos. Para el caso de

un único quark no masivo, la ruptura dinámica de la simetŕıa quiral causada por esta

interacción conduce a un condensado q̄q con valor de expectación de vaćıo no nulo, y a

la presencia de un bosón de NG de masa cero (pión) y una part́ıcula quiral asociada (σ).

En este modelo, sólo los quarks son los grados de libertad mientras que las part́ıculas

π y σ son estados ligados q − q̄.
Para el caso de tres sabores de quarks, en el formalismo de integrales de camino es

posible llevar a cabo una bosonización del modelo mediante la introducción de campos

auxiliares πa ∼ qıγ5λ
aq y σa ∼ qλaq, donde λa son las matrices de Gell-Mann. De este

modo es posible escribir la función de partición como una integral sobre los campos

mesónicos πa y σa, y analizar las propiedades de estos mesones.

2.1. Algunos aspectos básicos de QCD

El Lagrangiano clásico de QCD, que presenta una simetŕıa de gauge de color SU(3),

se escribe como [1]

LQCD = −1
4
Fa

µνFµν
a + q(ıγµDµ −mq)q , (2.1)

donde q representa el campo de quarks con tres colores y Nf sabores q = (u, d, s, ...), y

mq es la matriz de masa de los quarks en el espacio de sabor,mq = diag(mu, md, ms, ...).

Las masas mf no son directamente medibles debido al confinamiento, y deben ser

inferidas a partir de los observables hadrónicos.Dµ(≡ ∂µ−ıgλaAa
µ), derivada covariante,
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incluye los campos de gauge de color Aa
µ (a = 1, ..., 8) y la constante de acoplamiento

fuerte g. Las matrices λa son generadoras del grupo de color SU(3)C , y satisfacen

[λa, λb] = 2ıfabcλc , Tr(λaλb) = 2δab (2.2)

siendo fabc las constantes de estructura de SU(3)C . Finalmente, el tensor de campo

gluónico se define como

Fa
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + gfabcA
b
µA

c
ν (2.3)

Podemos reescribir la ecuación (2.1) como

LQCD = Lquiral − (muuu+mddd) + Lscbt , (2.4)

donde Lscbt hace referencia al lagrangiano asociado a los quarks pesados, y la parte

quiral está dada por

Lquiral = −
1

4
Fa

µνFµν
a + ψıγµDµψ , (2.5)

con ψ representando los campos de los quarks livianos u y d.

Este lagrangiano Lquiral es covariante, y resulta invariante bajo las transformacio-

nes globales unitarias UV (1) y SUV (2), que corresponden a la conservación del isospin

y del número bariónico. También resulta invariante ante las transformaciones axiales,

U(1)A y SU(2)A, que difieren de las anteriores por la presencia de la matriz γ5. Las

transformaciones axiales modifican la paridad del estado, de modo que por cada multi-

plete de isospin debe existir otro multiplete semejante de paridad opuesta. Como esto

no se observa en la naturaleza, se induce que las simetŕıas U(1)A y SU(2)A no de-

ben manifestarse directamente. Como se ha mencionado, la simetŕıa SU(2)A está rota

dinámicamente, y se manifiesta a través de la existencia de modos de Goldstone, mien-

tras que la simetŕıa U(1)A está rota a nivel cuántico por la presencia de una anomaĺıa.

En el caso de quarks no masivos aparecen entonces tres modos de Goldstone de masa

nula, que se asocian con los piones. Los términos de masa en la ecuación (2.4) provocan

una ruptura expĺıcita de la simetŕıa SU(2)A, lo que conduce a una masa no nula de los

piones, como se observa experimentalmente. En cualquier caso, dado que mu y md son

pequeñas frente a la escala de confinamiento, el ĺımite de quarks no masivos resulta

una buena aproximación y en consecuencia la masa de los piones resulta mucho menor

que la de los nucleones.

2.1.1. Teoŕıas efectivas de QCD

Si sólo nos interesa la dinámica de algunos grados de libertad del sistema, intenta-

mos obtener una teoŕıa efectiva que sólo incluya estos grados de libertad, eliminando
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los irrelevantes. En muchos casos, esto puede ser hecho en una forma aproximada. Para

QCD a bajas enerǵıas se intenta construir un Lagrangiano basado en ciertas propie-

dades básicas, como se ha mencionado en la Introducción. Por ejemplo, de acuerdo

con el modelo de quarks los hadrones pueden ser acomodados en multipletes, aśı es

posible imaginar una teoŕıa que no contenga expĺıcitamente a los campos de gauge o

gluones. También deberá preservarse la simetŕıa quiral global que posee el Lagrangiano

de QCD (2.1) y deberá tener lugar la ruptura dinámica de esta simetŕıa. Además, la

teoŕıa deberá poder escribirse en términos de los grados de libertad correspondientes

a bajas enerǵıas, es decir cuando la escala de enerǵıa es menor que alguna escala de

corte (. 1GeV ). Por ejemplo, a muy bajas enerǵıas los grados de libertad fundamen-

tales deberán ser los pseudobosones de Goldstone (piones) y sus part́ıculas quirales

asociadas.

Aśı, el Lagrangiano de la teoŕıa efectiva buscada se escribirá en general como

Leff(x) =
∑

n

cnOn(x)

(
1

Λ

)dimO−4
n

, (2.6)

donde cn son constantes de acoplamiento adimensionales y On son operadores locales,

invariantes frente a transformaciones quirales, que contienen los campos de quarks,

únicos grados de libertad del modelo. La teoŕıa será válida por debajo de la escala

Λ y dependerá del número de términos que uno tome en la expansión. Una vez que

uno corta la serie, determina el número de constantes de acoplamiento a través de

un conjunto de observables f́ısicos, y aśı la teoŕıa puede ser usada para calcular otras

cantidades.

2.2. Modelo NJL con simetŕıa U(1)

2.2.1. Simetŕıa Quiral

Consideremos quarks no masivos representados por un campo de Dirac ψ(x). Se les

puede asociar una corriente conservada vectorial

Vµ(x) = ψ(x)γµψ(x) . (2.7)

Supongamos que estos fermiones interactúan mediante un acoplamiento local, de modo

que el Lagrangiano viene dado por

L(x) = ψ(x)ıγµ∂
µψ(x)−GVµ(x)V µ(x) , (2.8)
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donde G es una constante de acoplamiento con dimensiones de (longitud)2. Este modelo

es no renormalizable. Para su regularización se introduce un cut off Λ en el espacio

de momentos, o, equivalentemente, una constante de acoplamiento adimensional que

permite establecer las regiones de acoplamiento débil y fuerte1,

g2 = GΛ2 (2.9)

Los fermiones sin masa poseen helicidad definida2, lo que permite introducir los si-

guientes campos

ψL =
1− γ5

2
ψ y ψR =

1 + γ5
2

ψ , (2.10)

con esta definición el Lagrangiano libre se separa en una parte con helicidad levógira

y otra dextrógira, y posee entonces una simetŕıa quiral global U(1)L ⊗ U(1)R:

L0 = ψLı/∂
µ
ψL + ψRı/∂

µ
ψR , (2.11)

Las corrientes conservadas resultan ser

Jµ
L = ψLγµψL y Jµ

R = ψRγµψR , (2.12)

y pueden ser escritas en término de la corrientes axial y vectorial

Jµ
L,R =

1

2
(V µ(x)∓Aµ(x)) . (2.13)

La invariancia bajo U(1)L⊗U(1)R resulta equivalente a la invariancia bajo el grupo

de simetŕıas U(1)V ⊗ U(1)A. Si se incorpora un término de masa al Lagrangiano se

rompe expĺıcitamente la simetŕıa axial, mientras que la vectorial permanece intacta.

2.2.2. Generación Dinámica de masa fermiónica

Partiendo del Lagrangiano (2.8), estudiaremos las propiedades de un fermión no

masivo en el caso de un acoplamiento fuerte, en la aproximación de campo medio

(MFA). La interacción en la ecuación (2.8) contiene términos directos y de intercambio,

aunque en MFA sólo los directos serán relevantes,

Lint = G[(ψψ)2 + (ψıγ5ψ)
2] (2.14)

A nivel de campo medio tiene lugar la generación de una masa dinámica para los

quarks. Esto se encuentra esquematizado en la figura (2.1). Aqúı el loop fermiónico

1débil para
g2

4π
≪ 1 y fuerte para

g2

4π
& 1

2Dextrógira o levógira, dependiendo de la alineación del spin con el momento.
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se interpreta como una linealización de la interacción en la ecuación (2.14), obtenida

reemplazando (ψΓψ)2 por 2ψΓψ〈ψΓψ〉, donde 〈 〉 representa el valor de expectación

de vaćıo y Γ es 1 o ıγ5.

Figura 2.1: Generación de masa fermiónica en la aproximación de Hartree.

Debido a que el vaćıo conserva paridad y resulta invariante de Lorentz, sólo será no

nulo el condensado 〈ψψ〉. De este modo se tendrá una masa fermiónica dinámica m =

−2G〈ψψ〉 generada por la interacción escalar fuerte del fermión con el vaćıo de Dirac.

Formalmente, en MFA el condensado 〈ψψ〉 viene dado por

〈ψψ〉 = −ıTrSF (0) , (2.15)

donde SF es el propagador de Dirac, definido como

SF (x− y) = −ı〈T [ψ(x)ψ(y)]〉 . (2.16)

En la ecuación (2.15) SF (0) representa el loop cerrado de la figura (2.1), con la ĺınea

fermiónica comenzando y terminando en el mismo punto del espacio-tiempo debido a

la interacción local de cuatro puntos. La integral en SF (0) (en el espacio de momentos)

es regularizada por medio del cut off Λ, de modo que, integrando en la componente p0,

se tiene3

〈ψψ〉 = 2

∫

|~p|≤Λ3

d3p

(2π)3
m√

~p2 +m2
= −m

π2

∫ Λ3

0

dp
~p2√

~p2 +m2
. (2.17)

De aqúı vemos que el condensado representa la densidad escalar de la parte llena del mar

de Dirac correspondiente a enerǵıa negativa. Y la masa dinámica describe la interacción

de un fermión con esta parte del mar de Dirac, es decir sólo la que involucra momentos

| ~p |≤ Λ. De combinar la expresión para la masa dinámica y la ecuación (2.17) se ve

3Notar que el cut off se ha introducido en forma no covariante, integrándose la componente p0

entre −∞ y ∞. Ésta regularización no covariante es utilizada usualmente en el NJL.
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que existe una solución no trivial para m cuando la constante de acoplamiento supera

el valor cŕıtico π2/Λ2.

El condensado 〈ψψ〉 es el parámetro de orden de la simetŕıa quiral, de modo que se

distinguen dos posibles fases: la de Nambu-Goldstone cuando la simetŕıa está dinámica-

mente rota y 〈ψψ〉 6= 0, y la de Wigner-Weyl cuando los fermiones resultan no masivos

y 〈ψψ〉 = 0.

2.2.3. Bosón NG pseudoescalar

La ruptura espontánea de una simetŕıa global genera un bosón de NG. En particular,

la ruptura U(1)L⊗U(1)R → U(1)V genera un bosón escalar neutro fermión-antifermión,

el pión. Para ver como aparece el pión no masivo en este modelo, tengamos en cuenta la

ecuación de Bethe-Salpeter4 (BS) en el canal pseudoescalar fermión-antifermión para

obtener la matriz T a un dado momento q (ver figura 2.2)

TP (q
2) = KP +KPJP (q

2)KP + ... =
KP

1−KPJP (q2)
(2.18)

Figura 2.2: Esquema de la ecuación BS que determina la matriz T.

La interacción en este canal está regida por el acoplamiento G(ψıγ5ψ)
2, de la ecua-

ción (2.14). El núcleo de la interacción es entonces KP = 2G, y la integral de loop JP

viene dada por

JP (q
2) = ıTr

∫
d4p

(2π)4


ıγ5

1

/p+
/q

2
−m+ ıǫ

ıγ5
1

/p− /q

2
−m+ ıǫ


 . (2.19)

La masa mP del pión esta determinada por los polos de la matriz T , es decir

1−KPJP (m
2
P ) = 0 (2.20)

4Describe los estados ligados de un sistema cuántico de dos cuerpos en un formalismo covariante.
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Evaluando la ecuación (2.19) en q2 = 0 y tomando traza, se tiene

JP (0) = 4ıTr

∫
d4p

(2π)4
1

p2 −m2 + ıǫ
=

ı

m
trSF (0) . (2.21)

Comparando con la ecuación (2.15), vemos que

KPJP (0) = −
2G

m
〈ψψ〉 = 1 , (2.22)

con lo cual mP = 0 es solución. Esto es lo que se esperaba, siendo el pión el bosón

de NG que aparece como consecuencia de la ruptura espontánea de la simetŕıa global

U(1)A.

2.3. NJL con simetŕıa SU(3)

Describiremos ahora el modelo de NJL para tres sabores de quarks. El hecho de

que la masa del quark s sea ms ∼ 120 MeV no permite catalogarlo como pesado, y es

natural añadirlo los quarks u y d extendiendo el modelo a un Lagrangiano con simetŕıa

de sabor SU(3) [8]. La introducción de este nuevo grado de libertad implica lidiar con

la mezcla de sabores y la anomaĺıa axial5.

2.3.1. Simetŕıas de QCD

Como se ha mencionado, el modelo de NJL se conecta con QCD a través de sus

simetŕıas, en particular, la invariancia ante transformaciones quirales en el ĺımite en

que los quarks tienen masa nula (ĺımite quiral).

En el ĺımite quiral [ver ec. (2.5)], QCD resulta invariante bajo el grupo de simetŕıa

SU(3)L ⊗ SU(3)R ⊗U(1)V ⊗ U(1)A. Las transformaciones SU(3)R y SU(3)L modifican

los campos dextrógiros y levógiros (2.10), mientras que las U(1)V y U(1)A generan las

transformaciones de fase. Teniendo en cuenta la anomaĺıa asociada a la simetŕıa U(1)A,

en este ĺımite tenemos nueve corrientes vectoriales y ocho axiales conservadas

V i
µ = ψγµ

λi

2
ψ i = 0, 1, ..., 8

Ai
µ = ψγµγ5

λi

2
ψ i = 1, ..., 8 (2.23)

5Una anomaĺıa es la ruptura de una simetŕıa de un lagrangiano clásico al incluir efectos cuánticos

[9]
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Al introducir las masas de los quarks se rompe expĺıcitamente esta simetŕıa, obte-

niéndose

∂µV i
µ = ıψ

[
mc,

λi

2

]
ψ

∂µAi
µ = ıψ

{
mc,

λi

2

}
γ5ψ , (2.24)

donde mc = diag(mu, md, ms).

El lagrangiano de QCD (2.1) es invariante bajo transformaciones locales del grupo

de gauge de color SU(3)C . Un campo de quarks ψ
(α)
j , y uno de gluones Aµ = λaAa

µ, con

α = u, d, s (sabor) y j = 1, 2, 3 (color) se transforman como

ψ(α)′ = U(~ǫ)ψ(α)

A′
µ = U(~ǫ)AµU

−1(~ǫ) +
ı

g
∂µU(~ǫ)U

−1(~ǫ) , (2.25)

donde U(~ǫ) = exp (−ıǫaλa) y ~ǫ = ǫa(x) es un vector que depende de las coordenadas

espacio-temporales. La dinámica de los campos viene dada por

(ı /D −m(α))ψ(α)′ = 0

DµF a
µν = g

∑

α

ψ
(α)
λaγνψ

(α) , (2.26)

donde Dµ es la derivada covariante introducida en la sección 2.1.

El grupo de SU(3) tiene infinitas representaciones irreducibles, que pueden carac-

terizarse en términos de su dimensionalidad. Los quarks, antiquarks y gluones se orga-

nizan en las representaciones 3, 3* y 8, respectivamente [10].

2.3.2. La anomaĺıa axial

Si se tuvieran nueve corrientes axiales rotas espontáneamente, el noneto de mesones

pseudoescalares apareceŕıa como 9 pseudobosones de NG. Sin embargo, debido a la

anomaĺıa axial las corrientes conservadas son ocho, y la masa del mesón η′ resulta

comparable a la del nucleón (958 MeV).

En efecto, si consideramos la corriente axial del singulete de SU(3) Jµ5 = ψγµγ5ψ,

puede verse que su tetradivergencia resulta proporcional a campos eléctricos y magnéti-

cos de color,

∂µJµ5 =
g2Nf

8π2

1

8
ǫµνλσF

µν
a F a

λσ . (2.27)

La presencia de una masa fermiónica introduce además una ruptura expĺıcita de la

simetŕıa U(1)A, añadiéndose un término 2ıψmγ5ψ en el lado derecho de esta ecuación.
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2.3.3. Interacciones efectivas

El modelo de NJL en SU(3) considera a los quarks u, d y s como los grados de

libertad del sistema. Los grados de libertad gluónicos son tenidos en cuenta a través de

una interacción efectiva local entre quarks, la cual se construye en base a las simetŕıas

de QCD.

El lagrangiano se define como

LNJL = ψ(ı/∂ −mc)ψ + L(4)
int + L(6)

int , (2.28)

con la matriz de masas dada por mc = diag(mu, md, ms). El lagrangiano de interacción

tiene un término de interacción local de cuatro puntos y uno de seis, a través del cual

se introduce la ruptura U(1)A.

La interacción debe satisfacer la simetŕıa quiral SU(3)R ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)V , y las

simetŕıas discretas C, P y T. La forma más sencilla para la interacción de cuatro puntos

es

L(4)
int =

G

2

8∑

i=0

[
(ψλiψ)2 + (ψıγ5λ

iψ)2
]
, (2.29)

mientras que el término de interacción de seis puntos (término de ’t Hooft) tiene la

forma

L(6)
int =

H

2
Aabc(ψλ

aψ)
[
((ψλbψ)(ψλcψ)− 3(ψıγ5λ

bψ)(ψıγ5λ
cψ)

]
, (2.30)

donde H es una constante de acoplamiento de dimensiones de (enerǵıa)−5. La suma es

sobre los ı́ndices de sabor y las constantes Aabc, totalmente simétricas, están definidas

como

Aabc =
1

3!
ǫijkǫmnl(λa)im(λb)jn(λc)kl (2.31)

2.4. Interacciones no locales

En secciones anteriores hemos descripto un sistema de quarks interactuando a través

de vértices con cuatro o seis puntos que son invariantes quirales y locales. La natu-

raleza local de dichas interacciones permite simplificar los cálculos, pero también trae

consecuencias no deseadas, como se ha mencionado en la introducción.

Un paso adelante hacia una teoŕıa efectiva más acorde con QCD es sugerido por

la representación de instantones del vaćıo de QCD [11]. Aqúı la interacción se inter-

preta mediante un vértice efectivo, no local y separable. La naturaleza separable de la

interacción permite simplificaciones en los cálculos y a la vez la no localidad provee
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al modelo de una regularización natural, a través de la presencia de factores de forma

suaves (como funciones gaussianas o lorentzianas) que aseguran la convergencia de las

integrales ultravioletas.

Alternativamente, una interacción efectiva no local entre quarks puede generarse

considerando el intercambio de un gluón. La acción efectiva en este esquema viene dada

por

S =

∫
d4p

(2π)4
d4p′

(2π)4
(2π)4δ(4)(p− p′)ψ(p)[/p−m]ψ(p′) + Sint . (2.32)

El término de interacción es en este caso

Sint = −
g2

2

∫
d4p1
(2π)4

d4p′1
(2π)4

d4p2
(2π)4

d4p′2
(2π)4

jaµ(p1, p
′
1)D

µν
ab j

b
ν(p2, p

′
2) (2.33)

donde g es la constante de acoplamiento quark-gluón y la matriz Dµν
ab representa un

propagador efectivo de gluón. Los factores jaµ representan corrientes (no locales) de

quarks del octete de color. Por medio de transformaciones de Fierz [12, 13], éstas pueden

ser expresadas introduciendo los operadores Γa que distinguen las interacciones en los

canales escalar (Γa = λa) y pseudoescalar (Γa = ıγ5λa):

jaµ(p, p
′) = g(p, p′)ψ(p)Γaψ(p

′) . (2.34)

Los modelos basados en interacciones de intercambio de un gluón suponen que los

efectos no perturbativos pueden ser tenidos en cuenta modificando el propagador del

gluón. Usualmente éste se modifica de manera que ajuste fenomenológicamente. El

propagador efectivo del gluón provee aśı una forma natural de introducir la no localidad

en la interacción quark-quark. Se tiene

Dµν
ab (p1, p

′
1, p2, p

′
2) = gµνδ

abD(p1, p
′
1, p2, p

′
2) , (2.35)

pudiendo reemplazarse las dos funciones desconocidas g(p, p′) y D(p1, p
′
1, p2, p

′
2) por un

núcleo de interacción de cuatro puntos,

K(p1, p
′
1, p2, p

′
2) = g(p1, p

′
1)D(p1, p

′
1, p2, p

′
2)g(p2, p

′
2) (2.36)

Ahora bien, para dar una descripción adecuada de las correlaciones hadrónicas de dos

part́ıculas en un sistema de muchos quarks introducimos los momentos P = p1 − p2 y

p = (p1 + p2)/2, y elegimos una forma separable para el núcleo de interacción (2.3)

K(p, P, p′, P ′) = −K0 g(p) g(p
′) δ(4)(P − P ′) , (2.37)

donde K0 es una constante que resulta ser proporcional a la constante de acoplamiento

G y g(p) es un factor de forma a determinar. Las deltas de Dirac aseguran la conser-

vación del cuadrimomento total.
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Figura 2.3: Núcleo de interacción de cuatro puntos.

Debido al carácter no local de la interacción, los quarks adquieren masas dinámicas

(o autoenerǵıas) que dependen de su momento q a través de los factores de forma

según Σ(q) = m + [Σ(0) − m]g(p). En el espacio de Minkowski, para que un quark

exista en forma aislada se debe cumplir que Σ2(q) = q2 para valores reales de q.

Dada la dependencia en q de la autoenerǵıa, esta ecuación no necesariamente presenta

soluciones reales. En particular, dependiendo del factor de forma, puede ocurrir que el

propagador del quark no tenga polos reales a partir de un valor cŕıtico de Σ(0), y es

posible interpretar esto como una situación de confinamiento.

2.5. Renormalización de la función de onda

En muchas aplicaciones de Lattice QCD es necesaria la renormalización. Un simple

ejemplo es la obtención de las masas de los quarks, que son parámetros fundamentales

en el modelo standard. La masa desnuda del quark recibe correcciones logaŕıtmicamente

divergentes, y por lo tanto no está definida sin una regularización y renormalización

adecuada. Por esto, resulta importante realizar un detallado estudio de la incorporación

de este tipo de correcciones en los modelos efectivos y analizar las predicciones para

diferentes observables hadrónicos.

La renormalización de un operador de campo φ(x) puede relacionarse directamente

con el residuo on-shell de la función de Green en el espacio de momentos. Esto es

conveniente porque es preferible tratar con las funciones de Green antes que con los

operadores de campo. En general, el campo desnudo φ(x)b está relacionado con el

estado f́ısico φ(x)p a través de la renormalización de función de onda [14],

φ(x)b = Z
1

2φ(x)p , (2.38)

donde Z es una constante de renormalización que implica una conexión entre funciones
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de Green

G(n)
p (x1, ..., xn) = Z−n

2G
(n)
b (x1, ..., xn) (2.39)

Notar que hemos introducido las constantes de renormalización como constantes mul-

tiplicativas, esto no es estrictamente necesario y en ciertos casos no resulta conveniente

[15].

2.6. Bosonización

Bosonizar una teoŕıa fermiónica implica transformar el lagrangiano original en uno

equivalente que dependa solamente de grados de libertad bosónicos. Para el modelo de

NJL en 4 dimensiones esta construcción sólo puede hacerse en forma aproximada, y la

acción efectiva obtenida sólo representa la dinámica del modelo original en el régimen

de bajas enerǵıas.

Consideremos un lagrangiano con un término de interacción como el de la ecuación

(2.14),

L = ψ(ı/∂ −m0)ψ + Lint . (2.40)

La correspondiente función generatriz es una integral funcional sobre los campos fer-

miónicos [16],

Z = N
∫
DψDψexp

[
ı

∫
d4x(L(x) + términos fuente de quarks)

]
(2.41)

siendo N un factor de normalización.

Los términos fuente de quarks en la exponencial, necesarios para obtener las fun-

ciones de Green, no son relevantes para este cálculo. Nuestro objetivo es integrar sobre

los grados de libertad fermiónicos. Para esto introducimos campos auxiliares escalares

σ y pseudoescalares π, y un parámetro de masa µ. Con esto, la función de partición

puede ser escrita como

Z = N
∫
DσDπDψDψexp

{
ı

∫
d4x

[
L(x)− µ2

2
(σ2 + π2)

]}
(2.42)

Integrando ahora sobre los campos fermiónicos, definimos un lagrangiano efectivo que

depende sólo de los campos bosónicos:

Leff = −ıTr ln(D0 +M)− µ2

2
(σ2 + π2) , (2.43)

donde D0 = ı/∂−m0 yM = −µ
√
2G(σ+ ıγ5π). Con este lagrangiano podemos calcular,

por ejemplo, las ecuaciones del gap en la aproximación de campo medio simplemente

tomando las derivadas funcionales respecto de los campos σ y π.
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Caṕıtulo 3

Modelo no local en SU(3)

En este caṕıtulo se considerará una extensión no local del modelo de NJL con

simetŕıa SU(3) de sabor, incluyendo un término de renormalización por función de

onda. Se desarrollará el formalismo necesario para calcular las masas dinámicas de los

quarks, las masas de lo mesones pseudoescalares más livianos y sus correspondientes

constantes de decaimiento.

3.1. Acción Efectiva

Partimos de la acción Eucĺıdea del modelo quiral no local de quarks para los sabores

u, d y s,

SE =

∫
d4x

[
ψ(x)(−ı/∂ +mc)ψ(x)−

G

2
{jsa(x)jsa(x) + jpa(x)j

p
a(x) + jr(x)jr(x)}

−H
4
Aabc {jsa(x)jsb (x)jsc (x)− 3jsa(x)j

p
b (x)j

p
c (x)}

]
, (3.1)

donde hemos llamado

jsa(x) =

∫
d4zg(z)ψ

(
x+

z

2

)
λaψ

(
x− z

2

)

jpa(x) =

∫
d4zg(z)ψ

(
x+

z

2

)
ıλaγ5ψ

(
x− z

2

)

jr(x) =

∫
d4zf(z)ψ

(
x+

z

2

) ı
←→
/∂

2α
ψ
(
x− z

2

)
(3.2)

Aqúı ψ(x) representa el campo de quarks, que incluye ı́ndices de color y sabor. Como

se ha definido previamente, la matriz de masas es mc = diag(mu, md, ms). Las Aabc

son las constantes de estructuras simétricas de SU(3) definidas en (2.31), G y H son

constantes de acoplamiento y α es un parámetro de masa que se incluye para controlar
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el peso relativo entre los términos de interacción de cuatro fermiones. Comparando con

el modelo NJL en SU(3), ec. (2.28), se ha incluido un nuevo acoplamiento, también

invariante bajo transformaciones quirales, que contiene la llamada corriente de mo-

mento jr(x). Por último, las funciones f(z) y g(z) son factores de forma covariantes

que caracterizan y dan el carácter no local a las interacciones. La invarianza de Lorentz

implica que las transformadas de estas funciones sólo puedan depender de p2. Notar

que la no localidad se ha introducido en forma semejante a los modelos que incluyen

una interacción efectiva basada en el intercambio de un gluón.

Para trabajar con grados de libertad mesónicos bosonizamos la acción (3.1). Para

esto es necesario considerar la función de partición

Z =

∫
DψDψe−SE . (3.3)

Introducimos ahora campos mesónicos escalares σa(x), ζ(x) y pseudoescalares πa(x),

junto con campos auxiliares Sa(x), Pa(x) y R(x) tales que satisfagan

f(jsa, j
p
a , j

r) =

∫
DSaDPaDRδ(Sa − jsa)δ(Pa − jpa)δ(R− jr)f(Sa, Pa, R) . (3.4)

Procediendo de la misma forma que en la sección (2.6), se representan las deltas como

integrales funcionales y se integra la ecuación (3.3) sobre los campos fermiónicos, para

obtener

Z =

∫
DσaDπaDζe ln detA(σa,πa,ζ) ×

×
∫
DSaDPaDR exp

{∫
d4x

[
σaSa + πaPa + ζR +

G

2
(SaSa + PaPa +RR)+

+
H

4
Aabc(SaSbSc − 3SaPbPc)

]}
. (3.5)

Aqúı hemos definido un operador A en el espacio de momentos,

A(p, p′) = (2π)4δ(4)(p− p′)(−/p +mc) + g

(
p+ p′

2

)
[σa(p

′ − p) + ıγ5πa(p
′ − p)]λa +

+
1

2α
f

(
p+ p′

2

)
(/p + /p

′)ζ(p′ − p) . (3.6)

Notar que existe una analoǵıa entre la expresión (3.5) y la (2.43): la primera parte es

un término logaŕıtmico que contiene derivadas en el espacio de coordenadas, mientras

que el segundo es aquél donde aparecen las interacciones. Para H = 0 la exponencial de

la segunda ĺınea es cuadrática, y puede resolverse en forma exacta [17] (no es necesario

entonces introducir los campos auxiliares). En general este no es el caso, pero puede
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emplearse el método de aproximación de fase estacionaria (SPA)1: en esta aproximación

la integral se realiza sobre el camino que minimiza la acción.

De esta forma se definen los campos S̃a, P̃a y R̃, que satisfacen dicha condición:

δ

δΦa(x)

∫
d4x [σaSa + πaPa + ζR+

G

2
(SaSa + PaPa +RR)+

+
H

4
Aabc(SaSbSc − 3SaPbPc)

] ∣∣∣∣
Φa=Φ̃a

= 0 , (3.7)

Φa = Sa, Pa, R. Variando respecto a los campos que minimizan la acción se obtiene

σa(x) +GS̃a(x) +
3

4
HAabc[S̃b(x)S̃c(x)− P̃b(x)P̃c(x)] = 0

πa(x) +GP̃a(x)−
3

2
HAabcS̃b(x)P̃c(x) = 0

ζ(x) +GR̃(x) = 0 . (3.8)

De esta manera la acción efectiva puede ser escrita en términos de los nuevos grados

de libertad, esto es,

SE = −ln detA(σa, πa, ζ) −
∫
d4x

[
σaS̃a + πaP̃a + ζR̃+

G

2
(S̃aS̃a + P̃aP̃a + R̃R̃)+

+
H

4
Aabc(S̃aS̃bS̃c − 3S̃aP̃bP̃c)

]
. (3.9)

3.2. Aproximación de Campo Medio

En esta aproximación se expanden los campos bosónicos alrededor de sus valores

de expectación de vaćıo. Supondremos en general que los campos escalares σa(x), a =

0, 3, 8, y ζ(x) tienen valores de campo medio σa, ζ no nulos, mientras que por razones

de simetŕıa2 σa = 0 para a = 1, 2, 4, 5, 6, 7, y πa = 0. En MFA escribimos entonces

σa(x) = σa + δσa(x)

πa(x) = δπa(x)

ζ(x) = ζ + δζ(x) . (3.10)

Introducimos esta aproximación en la acción (3.9), expandiendo a distintos órdenes en

las fluctuaciones de los campos. Como σa(x) y ζ(x) deben ser tales que minimicen la

1El método de la SPA es un principio básico del análisis asintótico que se aplica a las integrales

oscilatorias. La idea principal se basa en la cancelación de sinusoides cuando la fase vaŕıa rápidamente.
2El vaćıo de QCD debe ser invariante ante conjugación de carga y paridad, que son simetŕıas

exactas de la teoŕıa.
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acción, el término lineal en las fluctuaciones debe ser nulo. Por otro lado, el orden cero

de este desarrollo corresponde a la MFA. Se tiene entonces

Sbos
E = SMFA + Scuad + ... (3.11)

Si pasamos al espacio de impulsos la expresión (3.10) y la reemplazamos en la (3.6),

el operador A puede ser expresado como

A(p, p′) = (2π)4δ(4)(p− p′)
[
Σ(p)− Z(p)/p

]
, (3.12)

donde hemos definido

Z(p) = 1− 1

α
f(p)ζ

Σ(p) = mc + g(p)λaσa . (3.13)

De este modo, se ha obtenido un propagador efectivo de quark, que incluye una masa

dinámica Σ(p) dependiente del momento, y una WFR Z(p), también dependiente del

momento. La dependencia en el momento de estas cantidades viene dada por los factores

de forma no locales, y en principio puede ser ajustada de modo tal de reproducir el

comportamiento obtenido en Lattice QCD.

Utilizando la identidad ln detA = Tr lnA, suponiendo que los factores de forma son

funciones reales y realizando la integral sobre el espacio 4-dimensional, se obtiene

SMFA
E

V (4)
= −2 TrC

∫
d4p

(2π)4
TrDirac,f ln

[
Σ2(p) + p2Z2(p)

]
−

− σaSa − ζR−
G

2
(SaSa +RR)− H

4
AabcSaSbSc . (3.14)

De (3.8) se ve que S̃a resulta función de σa(x), de esta manera se define en la MFA Sa

como los valores de campo medio de los campos auxiliares.

Para obtener las ecuaciones del gap, debemos minimizar la ecuación (3.14) respecto

de los valores medios de los campos escalares en la MFA. Se obtiene aśı

σa +GSa +
3

4
HAabcSbSc = 0

ζ +GR = 0 (3.15)

Como, debido a la conservación de la carga, sólo son no nulos σ0, σ3 y σ8, es

conveniente realizar un cambio de base definiendo valores medios “de sabor”:

diag(σu, σd, σs) = σ0λ0 + σ3λ3 + σ8λ8 (3.16)
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Con este cambio de base, los Sa neutros pueden escribirse como

S0 =
1

2

√
2

3
(Su + Sd + Ss)

S3 =
1

2
(Su − Sd)

S8 =
1

2

1√
3
(Su + Sd − 2Ss) . (3.17)

Finalmente las ecuaciones del gap quedan escritas como

σu +GSu +
H

2
SdSs = 0

σd +GSd +
H

2
SsSu = 0

σs +GSs +
H

2
SuSd = 0

ζ +GR = 0 , (3.18)

con

Si = −8Nc

∫
d4p

(2π)4
g(p)

Σi(p)

Σ2
i (p) + Z2(p)p2

, i = 1, 2, 3.

R = 4Nc

∫
d4p

(2π)4
p2

α
f(p)Z(p)

3∑

i=1

1

Σ2
i (p) + Z2(p)p2

. (3.19)

donde se ha definido Σj(p) = mj + g(p)σj . Aqúı los sub́ındices 1, 2, 3 corresponden a

u, d, s respectivamente.

3.2.1. Condensados quirales

Los condensados quirales 〈qq〉 se definen como los valores de expectación del vaćıo

de los estados qq y pueden obtenerse por derivación de la función de partición, ecuación

(3.3), respecto a la masa desnuda del quark q,

〈qq〉 = ∂

∂mq

lnZ =
1

Z

∫
DψDψe−SEψqψq (3.20)

Para quarks de masa no nula la expresión que se obtiene por derivación en la MFA

resulta cuadráticamente divergente. Usualmente es regularizada restándole el valor del

condensado para quarks no interactuantes:

〈qq〉 = −4Nc

∫
d4p

(2π)4

[
Σq(p)

Σ2
q(p) + p2Z2(p)

− mq

p2 +m2
q

]
. (3.21)

Los condensados quirales son parámetros de orden de la ruptura de la simetŕıa quiral

de la teoŕıa.
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3.3. Fluctuaciones Cuadráticas

En esta sección nos ocuparemos del término cuadrático de la ecuación (3.11). De

aqúı se obtendrán los términos de masa de los mesones escalares y pseudoescalares.

Para calcular este término desarrollamos el determinante de la ecuación (3.6) a orden

cuadrático en las fluctuaciones (3.10).

Para calcular la parte de la acción correspondiente al determinante fermiónico

debemos tomar traza sobre los espacios de Dirac, color y sabor al determinante de

A. Para operar sobre el espacio de sabor, resulta conveniente realizar un cambio de

base {λ0...λ8} −→ {λij; i, j = 1, 2, 3}, donde las matrices λij están definidas por

(λij)
ab = δiaδjb, y satisfacen

λijλkl = δjkλil

Tr(λijλkl) = δilδjk . (3.22)

Tomando traza y reescribiendo el producto de operadores en esta base3 se obtiene la

contribución fermiónica de la acción a los distintos órdenes,

(ln detA)(0) = 2Nc

∫
d4p

(2π)4
ln [Σ2(p) + p2Z2(p)]

(ln detA)(1) = 4Nc

∫
d4p

(2π)4
g(p)

3∑

i=1

Σi(p)

Σ2
i (p) + Z2(p)p2

δσii(0)−

− 4Nc

∫
d4p

(2π)4
p2

α
f(p)Z(p)

3∑

i=1

1

Σ2
i (p) + Z2(p)p2

δζ(0)

(ln detA)(2) =

∫
d4p

(2π)4
Kσ

ij(p)δσij(p)δσji(−p) +

+

∫
d4p

(2π)4
Kπ

ij(p)δπij(p)δπji(−p) +
∫

d4p

(2π)4
Kζ(p)δζ(p)δζ(−p) +

+

∫
d4p

(2π)4
Kσζ

i (p)[δσii(p)δζ(−p) + δζ(p)δσii(−p)] , (3.23)

3Para cualquier par de operadores se satisface que Ô = λaÔa = λijÔij y
∑

a P̂aÔa = 1

2
P̂ijÔji.
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donde hemos llamado

K
(σπ)
ij (p) = −2Nc

∫
d4q

(2π)4
g2(q)

1

Σ2
i (q

+) + Z2(q+)q+2

1

Σ2
j (q

−) + Z2(q−)q−2
×

× [Σi(q
+)Σj(q

−)∓ q+q−Z(q+)Z(q−)]

Kζ(p) =
2

α2
Nc

∫
d4q

(2π)4
q2f 2(q)

1

Σ2
i (q

+) + Z2(q+)q+2

1

Σ2
i (q

−) + Z2(q−)q−2
×

×
[
Σi(q

+)Σi(q
−) +

(
q+2q−2 − (q+q−)2

2q2
− q+q−

)
Z(q+)Z(q−)

]

Kσζ
i (p) = − 2

α
Nc

∫
d4q

(2π)4
g(q)f(q)

1

Σ2
i (q

+) + Z2(q+)q+2

1

Σ2
i (q

−) + Z2(q−)q−2
×

×
[
{q+q− + q−2}Σi(q

+)Z(q−) + {q+q− + q+2}Σi(q
−)Z(q+)

]
, (3.24)

con q± = q ± p
2
, y los campos σ y π han sido redefinidos según

φij =
1√
2
(λaφa)ij . (3.25)

Ahora nos ocuparemos de la contribución del término de interacción de la ecuación

(3.9) a orden cuadrático en la acción. Para lo cual, luego de realizar el mismo cambio

de base que antes, desarrollamos en serie respecto de las fluctuaciones de los campos y

las evaluamos en la MFA y SPA. Pasando al espacio de momentos se obtiene

Seff
int = Seff

int

∣∣∣∣
MFA

− 1

2
(Sjiδσij(0) + Rδζ(0)) +

+
1

4

∫
d4p

(2π)4

{
[(r+)−1]ij,klδσij(p)δσkl(−p)+

+ [(r−)−1]ij,klδπij(p)δπkl(−p) +
1

G
δζ(p)δζ(−p)

}
. (3.26)

Aqúı las matrices r± están definidas por r±ij,ps = Gδjpδis ±HǫipqǫjstSqt/2, donde Sqt se

obtiene de realizar el cambio de base (3.22) sobre la expresión (3.19),

Saλa = Sijλij .

Finalmente, sumando las expresiones cuadráticas en (3.23) y (3.26) se obtiene la

parte cuadrática de la acción efectiva,

Seff
E = Seff

cin + Seff
pot = Seff

E

∣∣∣∣
MFA

+ Seff
E(2)|π + Seff

E(2)|σζ , (3.27)
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donde

Seff
E(2)|π =

1

2

∫
d4p

(2π)4
Dπ

ij,kl(p)δπij(p)δπkl(−p)

Seff
E(2)|σζ =

1

2

∫
d4p

(2π)4
Dσ

ij,kl(p)δσij(p)δσkl(−p) +
1

2

∫
d4p

(2π)4
Dζ(p)δζ(p)δζ(−p) +

+
1

2

∫
d4p

(2π)4
Dσζ

ij (p)[δζ(p)δσij(−p) + δζ(−p)δσij(p)] , (3.28)

con

D
(σπ)
ij,kl(p) = 4K

(σπ)
ij (p)δjkδil + [(r±)−1]kl,ji

Dζ(p) = 4Kζ(p) +
1

G

Dσζ
ij (p) = 4Kσζ

i (p)δij . (3.29)

Estamos ahora en condiciones de obtener expresiones anaĺıticas para las masas de

los mesones escalares y pseudoescalares. Nos concentraremos de aqúı en adelante en

estos últimos, dado que revisten mayor interés desde el punto de vista fenomenológico.

Para reconocer los campos f́ısicos, escribimos la matriz δπ en su forma usual4,

δπij =




1√
2
π0 + 1√

6
η8 +

1√
3
η0 π+ K+

π− − 1√
2
π0 + 1√

6
η8 +

1√
3
η0 K0

K− K
0 − 2√

6
η8 +

1√
3
η0




ij

. (3.30)

Consideraremos además el ĺımite de isospin, esto es, mu = md. En este ĺımite el

Lagrangiano de quarks masivos es invariante frente a la simetŕıa global SU(2)V . En

términos de los campos f́ısicos (autoestados de masa), la parte escalar y pseudoescalar

de la acción cuadrática (3.28) resultan

Scuad,π =
1

2

∫
d4p

(2π)4
Gπ(p)[2π

+(p)π−(−p) + π0(p)π0(−p)] +

+ GK(p)[2K
+(p)K−(−p) + 2K0(p)K

0
(−p)] +

+ Gη(p)η(p)η(−p) +Gη′(p)η
′(p)η′(−p) , (3.31)

Scuad,σζ =
1

2

∫
d4p

(2π)4
Ga0(p)[2a

+
0 (p)a

−
0 (−p) + a00(p)a

0
0(−p)] +

+ Gκ(p)[2κ
+(p)κ−(−p) + 2κ0(p)κ0(−p)] +

+ Gσ(p)σ(p)σ(−p) +Gσ′(p)σ′(p)σ′(−p) +Gζ(p)ζ(p)ζ(−p) , (3.32)

4Para el caso escalar basta con reemplazar π → a0, K → κ y η → σ.
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donde se ha definido

G( π
a0
)(p) = (G± H

2
Ss)

−1 + 4K
(πσ)
uu (p)

G(Kκ)
(p) = (G± H

2
Su)

−1 + 4K
(πσ)
us (p)

G( η

η′)
(p) =

Iπ88(p) + Iπ00(p)

2
∓

√

Iπ80(p)
2 +

(
Iπ88(p)− Iπ00(p)

2

)2

I
(πσ)
00 (p) =

4

3

{
2K

(πσ)
uu (p) +K

(πσ)
ss p) +

6G∓HSs ± 4HSu

8G2 − 4H2S
2

u ∓ 4HGSs

}

I
(πσ)
88 (p) =

4

3

{
2K

(πσ)
ss (p) +K

(πσ)
uu (p) +

6G∓ 2HSs ∓ 4HSu

8G2 − 4H2S
2

u ∓ 4HGSs

}

I
(πσ)
80 (p) =

4

3

√
2

{
K
(πσ)
uu (p)−K(πσ)

ss (p)± H(Ss − Su)

8G2 − 4H2S
2

u ∓ 4HGSs

}
(3.33)

Para diagonalizar el sector η8, η0 de la acción cuadrática ha sido necesario introducir

ángulos de mezcla ϕη, ϕη′ tales que

η = η8 cos ϕη − η0 sen ϕη

η′ = η8 sen ϕ′
η + η0 cos ϕ′

η . (3.34)

Estos ángulos están dados por

tan 2ϕη,η′ =
−2Iπ80
Iπ88 − Iπ00

∣∣∣∣
p2=−m2

η,η′

. (3.35)

Finalmente, los estados f́ısicos para el sector no diagonal de la acción escalar en la

ecuación (3.28) se obtienen diagonalizando la matriz




Dζ(p) 8√
3
(2Kσζ

u +Kσζ
s ) 16√

6
(Kσζ

u −Kσζ
s )

8√
3
(2Kσζ

u +Kσζ
s ) Iσ00 Iσ80

16√
6
(Kσζ

u −Kσζ
s ) Iσ80 Iσ88


 . (3.36)

Aśı, Gζ(p),Gσ(p) y Gσ′(p) son los autovalores de esta matriz, y los campos ζ, σ, σ′ se

relacionan con los campos δζ, σ0, σ8 mediante la matriz de autovectores.

Una vez obtenidas las expresiones (3.33), las masas de los mesones se obtienen de

resolver las ecuaciones

GP (−m2
P ) = 0 , (3.37)
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con P = π,K, η, η′ (el signo menos en el argumento de GP se debe a que hemos

trabajado en el espacio eucĺıdeo). Notar que los espectros de piones y kaones están

degenerados, como es de esperar dado que se ha considerado el ĺımite de isospin.

Por último, debemos tener en cuenta que los campos mesónicos P = π,K, η, η′ en

la acción (3.31) no son todav́ıa los estados f́ısicos dado que no están correctamente

normalizados. Para llevar la acción a la forma canónica en el ĺımite p2 = m2
P es necesa-

rio renormalizar estos campos mediante constantes ZP adecuadas. Los campos f́ısicos

vendrán dados entonces por

φ̃P (p) = Z
−1/2
P φP (p) , (3.38)

donde

Z−1
P =

dGP (p)

dp2

∣∣∣∣
p2=−m2

P

. (3.39)

3.4. Constante de decaimiento débil

Por definición, las constantes de decaimiento débil de los mesones pseudoescalares

están dadas por los elementos de matriz de las corrientes axiales Aa
µ entre el vaćıo y

los estados mesónicos renormalizados,

ıfabpµ = 〈0|Aa
µ(0)|φ̃b(p)〉 con p2 = −m2

φ (3.40)

Para obtener la expresión de la corriente axial, hay que realizar transformaciones

de gauge en la acción efectiva introduciendo un conjunto de campos axiales externos

Aa
µ.

En una teoŕıa local, es suficiente reemplazar ∂µ → Dµ = ∂µ + ı
2
γ5λaA

a
µ en la

ecuación (3.1), y de este modo la acción resulta invariante frente a transformaciones

locales axiales. En nuestro caso, en cambio, se emplean factores de forma no locales, y

por lo tanto es necesario realizar un reemplazo adicional en los campos fermiónicos[13]:

ψ
(
x− z

2

)
−→ WA

(
x, x− z

2

)
ψ
(
x− z

2

)

ψ†
(
x+

z

2

)
−→ ψ†

(
x+

z

2

)
WA

(
x+

z

2
, x
)
. (3.41)

La función WA(x, y) está definida por

WA(x, y) = P exp

{
ı

2

∫ y

x

dsµγ5λaA
a
µ(s)

}
, (3.42)
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donde P es el operador orden temporal y s toma valores sobre algún camino que conecte

x con y.

Una vez calculada la acción efectiva luego de la inclusión de la corriente axial, los

elementos de matriz en la ecuación (3.40) se obtienen a través de la derivada funcional

de dicha acción respecto de los campos de gauge y respecto a los campos mesónicos

renormalizados,

〈0|Aa
µ(0)|φ̃b(p)〉 =

δ2Seff

δAa
µδφb(p)

∣∣∣∣
Aa

µ=φ̃b=0

. (3.43)

En forma análoga a los cálculos realizados en la sección (3.1), escribimos la acción

efectiva como la suma de un determinante fermiónico más una parte de interacción,

Seff = −ln detD + Spot (3.44)

En este caso la presencia de Spot resulta irrelevante, dado que no depende de Aa
µ. Por

otro lado, de la ecuación (3.43) vemos que sólo nos importan aquellos términos lineales

en Aa
µ, con lo cual expandimos la expresión de WA a primer orden,

WA(x, y) = 1 + Γ(x, y) = 1 + ı

∫ y

x

1

2
γ5λaA

a
µ(s)dsµ . (3.45)

Con el mismo criterio utilizado anteriormente, consideramos ahora la MFA en los cam-

pos (3.10) y expandimos el operador D al orden lineal en las fluctuaciones. Se tiene

Dlin(p, p′) = (2π)4δ(4)(p− p′)(−/p +m) +
1

2
γµγ5λaA

a
µ(p− p′)

+ (2π)4δ(4)(p− p′)Φ(p, p′) + ∆Φ(p, p′)

+ 16

∫
d4q

(2π)4
[
Γ(p+ p′ − 2q, 2q − 2p′)Φ(q, q)

+ Φ(q, q)Γ(2p− 2q, 2q − p′ − p)]

+ 16

∫
d4q

(2π)4
d4q′

(2π)4
[
Γ(p+ p′ − 2q, 2q − 2p′ − q′)∆Φ(q, q′)

+ ∆Φ(q, q′)Γ(2p− 2q − q′, 2q − p′ − p)] , (3.46)

donde se han definido

Φ(q, q′) = g

(
q + q′

2

)
λaσa +

1

2α
f

(
q + q′

2

)
(/q + /q

′)ζ

∆Φ(q, q′) = g

(
q + q′

2

)
[λaδσa(q − q′) + ıγ5λaδπa(q − q′)]

+
1

2α
f

(
q + q′

2

)
(/q + /q

′)δζ(q − q′) . (3.47)

27



Al realizar la derivada en (3.43) se obtienen dos contribuciones, que pueden ser

representadas mediante los diagramas de la figura (3.4). En la figura la cruz indica

la inserción de la corriente axial, mientras que la doble ĺınea representa un mesón

pseudoescalar.

Figura 3.1: Diagramas del proceso de decaimiento. La cruz representa una corriente

axial; la doble ĺınea indica un mesón pseudoescalar.

Luego de un largo cálculo, se obtiene que la acción de la ecuación (3.44) puede

escribirse como

Seff =
1

2

∫
d4t

(2π)4
d4t′

(2π)4
Aij

µ (t)δφ
ji(t′)Gµ

ij(t, t
′) + ... , (3.48)

donde se ha escrito expĺıcitamente sólo la parte lineal en Aa
µ y φ, es decir la parte que

contribuye al elemento de matriz estudiado. En esta expresión las funciones Gµ
ij vienen

dadas por

tµG
µ
ij(t, t

′) = δ(4)(t + t′)Fij(t) , (3.49)

donde

Fij(p) = 2Nc

∫
d4q

(2π)4
[g(q+) + g(q−)− 2g(q)]

{
Σi(q)

Σ2
i (q) + Z2(q)q2

+
Σj(q)

Σ2
j (q) + Z2(q)q2

}
−

− 2Nc

∫
d4q

(2π)4
(σi + σj)[g(q

+) + g(q−)− 2g(q)]g(q)×

× 1

Σ2
i (q

+) + Z2(q+)q+2

1

Σ2
j(q

−) + Z2(q−)q−2
{Σi(q

+)Σj(q
−) + Z(q+)Z(q−)q+q−}+

+ 4Nc

∫
d4q

(2π)4
g(q)

1

Σ2
i (q

+) + Z2(q+)q+2

1

Σ2
j (q

−) + Z2(q−)q−2
×

×
[
Σi(q

+)Z(q−)q− − Σj(q
−)Z(q+)q+

] [
Z(q+)q+ − Z(q−)q−

]
. (3.50)

De este modo, introduciendo el factor de renormalización (3.39), en el ĺımite de

isospin obtenemos las constantes de decaimiento

fπ =
1

m2
π

Fuu(−m2
π)Z

1

2

π

fK =
1

m2
K

Fus(−m2
K)Z

1

2

k (3.51)
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para los mesones π y K respectivamente. Para el sector η−η′, donde existe una mezcla

entre los estados η0 y η8, pueden definirse dos constantes de decaimiento débil fη,a y

fη′,a para cada componente a = 0, 8 de la corriente axial definida en (3.40) [18]. Éstas

se escriben en términos de los ángulos de mezcla (3.35) como

fη,a =
1

m2
η

[
fa8(−m2

η) cos ϕη − fa0(−m2
η) sen ϕη

]
Z1/2

η , a = 0, 8

fη′,a =
1

m2
η′

[
fa8(−m2

η′) sen ϕη′ + fa0(−m2
η′) cos ϕη′

]
Z

1/2
η′ , a = 0, 8 . (3.52)

A su vez, las constantes fab que aparecen en la expresión anterior pueden ser escritas

en términos de la función Fij definida en (3.50), resultando

f00(p
2) =

1

3

[
2Fuu(p

2) + Fss(p
2)
]

f88(p
2) =

1

3

[
Fuu(p

2) + 2Fss(p
2)
]

f08(p
2) =

√
2

3

[
Fuu(p

2)− Fss(p
2)
]

. (3.53)

Los valores de las constantes de decaimiento pueden determinarse emṕıricamente

con buena precisión.
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Caṕıtulo 4

Resumen

En este trabajo se analizó un modelo de quarks con simetŕıa quiral SU(3) que incluye

interacciones no locales de cuatro y seis fermiones, con la incorporación de un acopla-

miento de corrientes de momento que conduce a una renormalización de la función de

onda en el propagador de quarks. Se consideraron interacciones no locales covariantes

y separables en el espacio de momentos. El modelo representa una generalización de

los estudiados en la Ref. [17], donde se trabaja con un modelo de este tipo pero con

sólo dos sabores de quarks, y la Ref. [19], donde se estudia un modelo similar pero sin

incorporar la renormalización de función de onda.

En el marco del modelo mencionado, estudiamos las propiedades de vaćıo a tempera-

tura y potencial qúımico nulos, determinando las ecuaciones del gap y los condensados

quirales a nivel de campo medio. Se encontró que los quarks adquieren masas dinámi-

cas dependientes del momento, en concordancia con los resultados de Lattice QCD.

También en acuerdo con Lattice QCD, se obtuvo que las funciones de onda de los

quarks se renormalizan con funciones del momento Z(p). Luego de llevar a cabo una

bosonización del modelo fermiónico, se estudiaron propiedades de los mesones escala-

res y pseudoescalares. Expandiendo la acción efectiva a segundo orden en los campos

mesónicos se encontraron las ecuaciones que permiten calcular las masas de los mesones

pseudoescalares π, K, η y η′ y los ángulos de mezcla para el sistema η− η′. Asimismo,

introduciendo una corriente axial externa, se calcularon las constantes de decaimiento

débil para el sector de mesones pseudoescalares.

Es importante señalar que, como puede comprobarse en forma relativamente sen-

cilla, los resultados obtenidos se reducen a aquéllos reportados en las Refs. [17] y [19]

tomando los ĺımites adecuados. Esto es, tomando H = 0 y considerando sólo los quarks

u y d en el caso del modelo estudiado en la Ref. [17], y tomando α→∞ (o equivalen-

temente, Z(p) = 1) en el caso del modelo analizado en la Ref. [19].
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Caṕıtulo 5

Perspectivas

El modelo analizado en este trabajo posee seis parámetros libres, que deben ser

fijados de algún modo para chequear el poder predictivo de la teoŕıa. Usualmente se de-

terminan estos parámetros mediante igual cantidad de observables f́ısicos cuyos valores

sean bien conocidos, esto es, se plantea un sistema de ecuaciones a resolver utilizando

rutinas numéricas. Una vez ajustados los parámetros es posible predecir propiedades

hadrónicas a ser comparadas con sus valores emṕıricos. Los parámetros libres del mode-

lo, en el ĺımite de isospin, son las masas de los quarksmu yms (mu = md), las constante

de acoplamiento G y H y los parámetros de corte Λ0 y Λ1 de los factores de forma

g(p) y f(p), respectivamente. En realidad, la propia forma funcional de g(p) y f(p) es

un input del modelo. Sin embargo, como se ha mostrado en la literatura existente en

este tipo de teoŕıas, los resultados no dependen fuertemente de los factores de forma

utilizados en tanto éstos tengan un buen comportamiento en el ĺımite ultravioleta.

Como perspectiva para continuar este trabajo de investigación, se propone deter-

minar los parámetros libres imponiendo que el modelo reproduzca correctamente los

valores emṕıricos para la masa y la constante de decaimiento débil del pión (mπ y fπ),

la masa de los mesones K, la masa de la part́ıcula η′, el valor del condensado 〈uu〉 y,
finalmente, se propone exigir la consistencia con cálculos efectuados en Lattice QCD,

determinando a partir de sus resultados la forma funcional de los factores de forma y

el valor de Z(0) [20, 21]. El sistema aśı parametrizado permitirá obtener predicciones

para otros observables, como el condesado 〈ss〉, la masa del mesón η, los ángulos de

mezcla ϕη,η′ , las otras constantes de decaimiento débil y asimismo las propiedades de

los mesones del sector escalar. Finalmente, si el modelo ofrece una descripción razona-

ble del sector mesónico, es natural plantear el estudio de esta teoŕıa para sistemas con

temperatura y potencial qúımico finitos, analizando aśı en este marco el diagrama de

fases de las interacciones hadrónicas.
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