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Resumen

Se estudid la prescripcion de Skenderis y van Rees para el cdlculo de funciones de correlacion de
operadores locales en teorias de campos conformes mediante el uso de métodos hologrificos dentro del
marco de la dualidad AdS/CFT. Se desea comprobar si la insercion de fuentes sobre las regiones de
signatura euclidea de la teoria de gravedad en esta prescripcion se corresponden con estados distintos del
fundamental o para perturbaciones del equilibrio térmico en la teoria de campos dual. Esta hipdtesis se
confirma para todas las geometrias estudiadas en el trabajo, aungue los estados generados por este
mecanismo pertenecen a un subconjunto reducido de todos los posibles estados de una teoria de campos
conforme.
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1. INTRODUCCION

La dualidad AdS/CFT [1] propone la equivalencia entre ciertas teorias de campos conforme (CFT) en
d dimensiones y el estudio de teorias de gravedad en espacios Anti-de Sitter (AdS) en d + 1 dimensiones.
En particular, relaciona el limite fuertemente acoplado de la teoria de campos con el limite clasico de la
teoria de super-gravedad y viceversa. En la presente tesis se calcularédn observables de la teoria conforme
en el limite fuertemente acoplado, mediante el estudio de soluciones clésicas en la teoria de gravedad
dual.

El célculo de las soluciones clasicas para los campos en signatura lorentziana requiere de la imposicién
de condiciones iniciales, que no tienen una interpretacion clara en el marco de la dualidad. Una forma
de sortear este problema es trabajar en signatura euclidea donde dichas condiciones iniciales no son
necesarias, para luego extrapolar los resultados a signatura lorentziana mediante una rotaciéon de Wick.
Esta prescripcion se conoce en la bibliografia como GKPW [2, 3].

Este método presenta algunos problemas desde el punto de vista conceptual dado que la aplicacién
de la conjetura no debiera requerir un cambio de signatura. Ademads, la aplicacién de la prescripcion
GKPW no siempre es posible. A temperatura no nula, por ejemplo, el cambio de signatura requiere la
prolongacién analitica de una suma sobre frecuencias de Matsubara, que solo pueden determinarse de
forma aproximada en el limite de altas o bajas temperaturas. La prescripcién falla dado que en general
no es posible prolongar analiticamente funciones de las cuales solo se tiene una expansioén asintética.

El uso de signatura euclidea puede pensarse como considerar un tiempo imaginario. Por este motivo,
las formulaciones para el calculo de funciones de correlacién usando la dualidad AdS/CFT se dividen
en Prescripciones a Tiempo Real o Imaginario segun se trabaje con una métrica lorentziana o euclidea
respectivamente.

Varios autores han propuesto prescripciones a tiempo real. Por ejemplo, en los trabajos de Balasu-
bramanian, et. al. [4, 5], se estudian correcciones cuénticas a las soluciones clésicas de los campos en la
teoria gravitatoria para obtener las condiciones iniciales necesarias, mientras que en la prescripcion de
Son y Herzog [6] se propone imponer las condiciones iniciales extrayendo informacion de regiones de la
teoria de gravedad que no tienen una interpretaciéon dentro de la teoria de campos dual. En este trabajo
se usara la prescripcion de Skenderis y van Rees [7, 8] para construir espacio-tiempos que sean duales a
una teoria de campos conforme uniendo regiones de signatura lorentziana y euclidea, de forma similar
a como se describe en el trabajo de Hartle y Hawking [9]. Se prefiere esta ultima prescripcion dado que
no requiere del célculo (en general dificultoso) de correcciones cuanticas a las soluciones clasicas de los
campos ni recurre a informacién de regiones de la teoria gravitatoria que no tengan una interpretacién
dual en la teoria de campos.

En esta tesis se estudiara en profundidad la propuesta de Skenderis y van Rees y sus fundamentos.
El resultado mas importante del trabajo es el calculo de valores de expectacion para estados iniciales y
finales correspondientes a deformaciones del estado de equilibrio en varios formalismos de la teoria de
campos, todavia no discutido en profundidad en la literatura.

El Capitulo 2 presenta los conceptos de gravitacién y teoria de campos relevantes en el célculo de
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funciones de correlacion de operadores locales usando la dualidad AdS/CFT y necesarios para comprender
la formulacién de la prescripcion de Skenderis y van Rees y las aplicaciones que se presentan en este
trabajo.

En el Capitulo 3 primero se describe un ejemplo de aplicacién de la prescripciéon GKPW. Luego, se
estudia en detalle la prescripciéon de Skenderis y van Rees y se presentan 3 ejemplos de aplicacién de
la misma. Se calculan valores de expectacion de operadores locales dentro de la teoria de campos para
estados distintos del vacio, para los formalismos In-Out e In-In, o fuera del equilibrio en el formalismo
Térmico. Para el caso de estados fundamentales, se recuperan los resultados obtenidos en [7, §].

El presente trabajo parece indicar que los estados a los que se puede acceder mediante esta prescripcién
efectivamente corresponden a estados distintos del fundamenta, aunque son un subconjunto menor al de
todos los estados posibles dentro de la teoria de campos. Restringido a estos estados, sin embargo, el
método presentado en este trabajo parece indicado para el cilculo de valores de expectacion de cualquier
operador local de una teoria de campos mediante la dualidad AdS/CFT.



2. ASPECTOS BASICOS DE LA DUALIDAD ADS/CFT

Para poder aplicar las prescripciones para el cédlculo de funciones de correlacion primero conviene
repasar algunos conceptos de gravitacion y de teorias de campos y simetria conforme. Primero se estudian
la métrica y topologia de los espacios AdS y H, que se usardn como fondo para las teorias de gravedad
descritas en este trabajo. Luego se describe la forma en que se construyen teorias de campos con tiempos
complejos para obtener funciones de correlacién en el vacio, en estados excitados e incluso fuera del
equilibrio térmico conocidos como formalismos In-Out, In-In y Térmico respectivamente. También se
presentan la correspondencia estado-operador y las restricciones que imponen las simetrias de una teoria
conforme sobre las funciones de correlacion de un operador de la teoria. Ambas herramientas se usaran
para corroborar e interpretar los resultados del trabajo. Finalmente se presenta la dualidad AdS/CFT y
la relacién que permite conectar los correladores de las teorias gravitatorias y de campos conforme.

2.1. Espacios AdS y H

2.1.1. Espacios AdS

El espacio Anti-de Sitter (AdS), es un ejemplo de un espacio-tiempo maximalmente simétrico y de
constante cosmologica A < 0. En un espacio maximalmente simétrico general, el tensor de Riemann es
constante y esta determinado por la métrica como

2A
%;uzpo = ) (gp,pgua - gp,agup) (2'1)

d(d—1

donde d es la dimensién del espacio. Localmente, un espacio maximalmente simétrico de dimensién
d y signatura dada, queda completamente determinado por el signo de #Z. De esta forma, los espacios
quedan clasificados en 3: Z > 0, Z = 0 y #Z < 0. En signatura euclidea, estos espacios corresponden
respectivamente a la esfera d-dimensional S?, a hiper-superficies R? y a espacios hiperbolicos Hy. En
métrica Lorentziana estos espacios se denominan también respectivamente de Sitter d.Sy, Minkowski M¢
y anti-de Sitter AdSy.

La accion que describe un espacio AdS es

1
1671’Gd

[ v - 20,

donde A < 0.

A continuacién se presenta una forma alternativa de definir el espacio AdSy, que permite observar més
claramente la topologia del mismo. Se presentan también las coordenadas que se usaran en el Capitulo 3
para estudiar las prescripciones a tiempo real y se discute la estructura conforme del espacio.
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AdS como Superficie Cuadrica

Se puede definir AdS; como una superficie cuddrica embebida en una métrica plana d+ 1 dimensional.
Para eso, se considera el vinculo

d—1
> X7 -U?-V?=-Rj, (2.2)
i=1
sobre la métrica R4—1:2
d—1
ds* = dX7 — dU* — dV>. (2.3)
i=1

En la Fig. 2.1 se muestra el hiperboloide (2.2) para el caso de AdSs, embebido en el espacio R*:2.
Antes de proponer coordenadas para este espacio, se nota que:

» Fijar R2 en (2.2) equivale a fijar A en (2.1). Se puede demostrar que

(d=2)(d-1)

R = —
0 2A

(2.4)

Las propiedades topologicas estan determinadas solamente por el signo de R2. Luego, por simplici-
dad, se tomara R2 =1 (A < 0) para los espacios AdS.

= La topologia del hiperboloide es isomorfa a R! x S!, donde S! estd asociada a la direccién

temporal.
= Dado que AdSy es un espacio-tiempo maximalmente simétrico, posee @ vectores de Killing &#.
Estos pueden obtenerse a partir de
V(aggy = 0. (2.5)

Los vectores asi construidos para AdSy generan el grupo de isometrias SO(d — 1,2).

Coordenadas

Para los objetivos del Capitulo 3 seran relevantes 2 parametrizaciones de este espacio: las coordenadas
Globales y las de Poincaré.

Globales

Se parametriza al hiperboloide (2.2) como

U = cosh(p)cos(t)
V= cosh(p)sin(t) (2.6)

Xt = sinh(p)Q; con Z?;llezl
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Fig. 2.1: Se muestra el espacio AdS> como una superficie embebida en R'?. En una dimensiéon d general las
coordenadas U y V son temporales en la métrica, mientras que las X; son espaciales.

donde Q; representan a S92, Expresando la métrica (2.3) en funcién de estas coordenadas® resulta

ds? = — cosh?(p)dt? + dp?® + sinh?(p)dQ?%_,, (2.7)

donde dQ?%_, es la métrica de S92, Tomando 0 < p < 0o y 0 < t < 27 (ademés del rango clasico de
las variables angulares de S?~2), se cubre una vez el hiperboloide completo.

La coordenada temporal describe una variedad isomorfa a S'. Para evitar tener una variable temporal
con un dominio finito, se toma la variedad de cubrimiento universal de AdS que permite tomar —oco <
t < co. En la Fig. 2.2 puede verse de forma ilustrativa este proceso.

La métrica con la que trabajan Skenderis y van Rees es

dr?
(141r2)

que puede obtenerse de (2.7) definiendo una nueva variable radial » = sinh(p), donde r € [0, c0).
Se denomina borde conforme a la region del espacio definida por el limite p — oo, donde la métrica es
divergente. La métrica también es divergente en los limites ¢ — +o00. La unién de todas las regiones donde
la métrica (2.8) es divergente se las denomina frontera de AdS.

ds? = —(1+1r?) dt* + +r2dQ3_,, (2.8)

Poincaré

Otra parametrizacion posible para (2.2) es

! Por ejemplo, para S2 las coordenadas son €1 = cosf y Qo = sin 6.
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(= 272_ AdS2
t=0 t
(a) (b) g
P (@
(c)

Fig. 2.2: Procedimiento para deformar el hiperboloide (2.2) al plano en AdS2). En (a) y (b) se marca con una
linea punteada el corte que marca el paso de 0 a 27 del tiempo. En (c) se unen infinitos de estos cortes,
evitando asi la existencia de curvas temporales cerradas.

Xt = 227!, con i=1,2,...,d—2

V = tz7!
Uyl (2.9)
U+ xi-1 — (Z;i:—f(xz)2 2y 22) o1

La métrica (2.3) en estas coordenadas resulta

d—2
ds* = Ziz <—dt2 +d2% + Z(dmiF) (2.10)
i=1

donde —oo < t, 2% < 0o. El dominio de la variable z puede cubrir los reales positivos o negativos,
pero no ambos, dado que z = 0 es una singularidad en esta parametrizacién. Se tomaré z > 0, que cubre
solamente una mitad del hiperboloide (2.2) como se muestra en la Fig. 2.3. La frontera de AdS en esta
parametrizacion se estudiard en detalle en la seccion 2.1.1.

El interés en esta parametrizacion reside en que las superficies de nivel de z describen espacios M?—1.
Asimismo, la estructura de (2.10) hace manifiesta una simetria de dilatacién (¢, z,2%) — (ct, cz, cz?), con
¢ > 0. Esta simetria permite estudiar como se comportan objetos que viajan en la direccion z. A medida
que un objeto se mueve de 25 a 21 con 2o > z1, acercandose a la frontera del espacio, el tamafio del objeto
decrece. Dado que en unidades naturales? la distancia tiene unidades inversas de energia, a medida que el
objeto se acerca a esta frontera, la escala de energia aumenta. Por este motivo se suele hacer referencia a
los bordes z — oo y z = 0 como borde infrarrojo y borde ultravioleta respectivamente como se esquematiza
en la Fig. 2.4.

2h=1yc=1
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M
d-1
M
Z~ 00 z~0
IR uv
Fig. 2.3: Se muestra la region cubierta por las coor- Fig. 2.4: Se toman dos superficies de nivel de z. Un
denadas de Poincaré definidas en la ecua- cuerpo (simbolizado por el circulo de linea
cién (2.9) sobre AdSz. A partir de dicha punteada) en una regiéon de z — 0 parecie-
parametrizaciéon puede verse que z > 0 im- ra ser més pequeiio que el mismo cuerpo
pone U — X > 0. az— 00

Estructura Conforme

El estudio de la estructura conforme de un espacio facilita el analisis de la estructura causal del mismo.
De forma general, se parte de la métrica del espacio y mediante un cambio de coordenadas se lo mapea a
una region finita de una métrica conocida. Estos diagramas, llamados Conformes, permiten obtener las
superficies de nivel de las variables de cada parametrizacién, que seran fundamentales en las aplicaciones
de la prescripcion de Skenderis y van Rees.

Para tener una variable radial con un dominio finito, se parte de la métrica (2.7) y se define tan y =
sinh p, de donde

ds? — (—dt? + dx> + sin® y dQ2_,), (2.11)

cos?

donde x € [0,7/2). La estructura causal de un espacio-tiempo es invariante frente a transformaciones
conformes®, se forma que se estudiara la estructura causal de ds? a partir de la de d32, donde

d5* = —dt® + dx? + sin® xdQ2_,.

La geometria definida por d3? se conoce como Universo Estdtico de Einstein y corresponde a un
universo sin bordes isomorfo a S¢~! x R. En este ultimo, el dominio de y se extiende de 0 a 7, mientras
que en (2.11) x € [0,7/2), de donde puede verse que las superficies ¢t = cte describen hemi-esferas S9=1.
El polo de la hemi-esfera y su ecuador, corresponden a x = 0 y x = 7/2 respectivamente. La Fig. 2.5
muestra la estructura conforme de AdSs3. Cada punto de la zona sombreada representa un ciculo de radio

3 Una transformacién conforme se define como una transformacién de la métrica tal que ds? — © ds?, donde © es una
funcién analitica. Notar que si bien Cos~2x diverge para x = m/2 en (2.11), dicho punto no pertenece al dominio de la
coordenada.
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Universo Estético
de Eintein

Fig. 2.5: La zona cubierta por una superficie a ¢ = cte (disco sombreado en gris) de AdSs es una hemi-esfera del
Universo Estatico de Eintein. La existencia de puntos del universo (punto negro) cuya evolucién temporal
no puede determinarse completamente, ain conociendo toda la informacién del universo a un momento
constante en el tiempo (cono gris), dado que podria existir informacién proveniente de la frontera (recta
roja desde la frontera al cilindro).

sin(x). El borde conforme de este espacio se encuentra en x = 7/2 y tiene una topologia isomorfa a
R, x ST, 0 Ry x S92 para dimensiéon d arbitraria. En general, el espacio AdS con su borde conforme se
entienden como un cilindro macizo. Las regiones ¢ = cte definen “tapas” en el cilindro, mientras que el
borde conforme corresponde a la superficie lateral del mismo.

La existencia de una frontera tipo tiempo (x = 7/2) implica que AdS no es globalmente hiperbélico.
Esto significa que a partir las ecuaciones de movimiento y condiciones iniciales en una superficie espacial
no es posible determinar la evolucion temporal de un sistema, dado que podria ingresar informacion desde
la frontera temporal. De forma general, este problema se resuelve imponiendo condiciones de contorno
adicionales en dichas fronteras. Es interesante notar que la existencia de una frontera tipo tiempo es lo
que permite que la teoria de campos en el borde conforme tenga una dimensién temporal al proponer la
dualidad AdS/CFT en tiempo real.

La regiéon descrita por las coordenadas de Poincaré se obtendra comparando esta parametrizacién
con las coordenadas globales. Por simplicidad se presenta un anélisis hecho sobre AdS>, pero pero un
estudio en dimension arbitraria lleva a conclusiones analogas [10]. Dado que cada parametrizacion tiene
coordenadas temporales no equivalentes, se notara al tiempo global como tg y al Poincaré como tp. A
partir de (2.6) y (2.9),

U = cos(x) teos(ta) = (22)71+ (—t% +2%)(22)7 !

1 -1

= cos(x) ‘'sin(tg) = tpz

X = tany = —(22)71+ (=% +22)(22) "L
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Fig. 2.6: En (a) se muestran esquematicamente las curvas generadas al tomar constante alguna de las coordenadas
de Poincaré. En (b), se lleva graficamente de AdSs a AdSg. Las curvas rojas y azules se hacen hiper-
superficies en dimension general. Cada punto del diagrama de la derecha representa una esfera S?~2.

A partir de estas relaciones pueden obtenerse las curvas de nivel de tp y z, definidas como

sin(tq)
cos(tg) — sin(x)
cuya forma puede verse en la Fig. 2.6a. La frontera de la regiéon cubierta por las coordenadas de
Poincaré en un espacio AdS de dimension arbitraria se muestra en la Fig. 2.6b.

1

=tp = cte cos(tg) —sin(x) = 27 = cte,

2.1.2. Espacios Hiperbdlicos H

Los espacios maximalmente simétricos con A < 0 y signatura euclidea reciben el nombre de espacios
Hiperbolicos o H. Se presentard este espacio como una hiper-superficie embebida en un espacio plano
de dimensién mayor, similar a como se hizo para el espacio AdS. Este enfoque permitird senalar las
diferencias entre la topologia de AdS y H y, en particular, serd central en el Capitulo 3 para resolver
algunas sutilezas que surge al renormalizar los campos en un juego particular de coordenadas.

H Como Superficie Cuadrica

Se impone como vinculo el paraboloide

d
Y X?-U*=-R, (2.12)
i=1

sobre la métrica del espacio R%!
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Fig. 2.7: Se muestra el espacio Ha como una superficie embebida en R**. Puede elegirse cubrir con un juego de
coordenadas o bien el paraboloide superior o inferior, pero no ambos de forma continua. Entre ellos existe
una separacion de longitud Rpo.

d
ds* = dX7 —dU>. (2.13)

i=1
En la Fig. 2.7 se muestra el paraboloide (2.12) embebido en el espacio R%!. Igual que en AdS, se fija
R =1.
Coordenadas
Para los objetivos del Capitulo 3 seran relevantes 3 parametrizaciones de este espacio: las coordenadas

Globales, las que se denominaran E-Globales y las de Poincaré.

Globales

Parametrizar este espacio como

U = cosh(p)
(2.14)
Xt = sinh(p)Q; con Ylo2=1,

donde las coordenadas ; son las coordenadas esféricas de S4~1, cumple la condicién (2.12) y permite
expresar la métrica (2.13) como

ds* = dp* + Sinh?(p) dQ3_,, (2.15)
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donde inl es la métrica unitaria de S7~!' y 0 < j < oo. Con estos dominios, se cubre el paraboloide
superior de la Fig. 2.7%. La métrica (2.15) muestra que este espacio es topolégicamente equivalente a R?,
que puede representarse como una esfera maciza. Esta construcciéon muestra que las simetrias de este
espacio son SO(1,d).

E-Globales

La parametrizacion analoga a las coordenadas globales de AdS para el espacio H se definen como

U = cosh(p)cosh(r)
X4 = cosh(p)sinh(7) (2.16)
Xt = sinh(p)Q con YI02=1

donde las coordenadas €2; son las coordenadas esféricas de S9~2. La métrica (2.13) en funcién de estas
coordenadas resulta

ds? = cosh®(p) dr? + dp? + sinh?(p)dQ3_,, (2.17)

con d%_, la métrica unitaria de S92 0 < p< ooy —oo < T < oo. Con esto se cubre el paraboloide
superior completo.
Se define r = sinh(p) para escribir la métrica (2.17) como

dr?
1472

donde 0 < r < co. La métrica (2.18) puede obtenerse como la prolongacién analitica de (2.8) aplicando
la transformacion ¢ — —i7. Por este motivo, es comiin encontrar este espacio como AdS Euclideo o E-AdS.
La similitud entre estas métricas serdA muy importante en el Capitulo 3 para comparar soluciones de los
campos entre teorias gravitatorias de signhatura lorentziana y euclidea.

2 _ 2y 7.2 2 102
- -2 -
ds* = (1+7r°)dr* + + 7= dQy (2.18)

Poincaré FEuclideo

La parametrizacion

Xt = 227!, con i=1,2,...,d—2
X1 = 1
(2.19)
U-—X% = 21
d—2/ 4 —
U+Xx = (L@ +r+2) 2
cumple el vinculo (2.12) y deja la métrica (2.13)
4 El otro paraboloide puede cubrirse haciendo U = — cosh(p) y de la Fig. 2.7 es natural que no puedan cubrirse ambos

con una Unica parametrizacion con un dominio continuo, dado que no tienen puntos de contacto.
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(a) (b) (c)

Fig. 2.8: En las figuras se muestra el espacio Hs en coordenadas globales, ademas las superficies generadas por sus
coordenadas. En (a), (b) y (c) se ven las superficie generadas por p, 6 y ¢ constantes, respectivamente

¥4 :
1=1

d—2
1 .
ds® = = <d72 +dz®+) (dx’)Z) (2.20)
donde —co < 1,2' <00y 2> 0.

Estructura Conforme

Para enviar la parametrizacion (2.14) a una region finita, se define sinh(p) = tan(n). Se puede com-
probar directamente que la foliacion del espacio Hs por las coordenadas globales es la que se muestra en
la Fig. 2.8. En E-Globales, las coordenadas angulares son explicitamente iguales a las de las coordenadas
Globales con excepcién de la variable angular azimutal § € [0, 7] como se puede ver comparando (2.14)
y (2.16). Las superficies de nivel de las variables E-Globales quedan definidas por las ecuaciones

tan(n) sin(f) = sinh(p) = cte sin(n) cos(f) = tanh(7) = cte (2.21)

En la Fig. 2.9 se muestran las superficies (2.21) en un espacio H de dimensién arbitraria. Estas
superficies son de especial interés en el Capitulo 3, donde se debera encontrar una forma de describir la
frontera de H en funcién de estas coordenadas para imponer condiciones de contorno no triviales sobre
esta.

Por ultimo, se discuten las coordenadas Poincaré euclideas. Partiendo de la parametrizacion (2.19) y
comparando con (2.14), se obtienen las superficies de nivel para estas coordenadas

sin(n)cos(0)  _ . _ 40 (2.22)

COS(W)A + tan(n) SIH(Q) =z =cte 1—sin(n) sin(0) =

Ejemplos de las curvas de nivel sobre H; se muestra en la Fig. 2.10. A diferencia de lo que sucede en
AdS, las coordenadas Poincaré euclideas cubren todo el espacio H.
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(a) (b)

Fig. 2.9: Se muestran las curvas de nivel de las coordenadas e-globales p (a) y 7 (b).

2.2.  Propiedades Relevantes de Teorias de Campos

Esta seccion primero presenta algunos conceptos fundamentales para comprender los formalismos In-
Out, In-In y Térmicos, conectdndolos con formalismos que aparecen mas comunmente en la bibliografia
v, luego, se centrard en propiedades particulares de las CFT que serédn fundamentales para interpretar
los resultados del presente trabajo.

2.2.1. Caminos a Tiempo Complejo y Correladores de una Teoria de Campos

Para comprender los esquemas usados en el Capitulo 3 y la informacion que puede extraerse de ellos,
se partird de la expresion

TN =t DT @) ey )

2.23
T—00(1—ic) (0]e J2 o dtH(2) 0) (2.23)

que puede encontrarse en [11] para el célculo de funciones de correlacion para un campo escalar en
una teoria A\¢* y se relacionara con el primero de los formalismos sobre el que se aplicara la prescripcion
de Skenderis y van Rees en el Capitulo 3 denominado In-Qut. Lo relevante de esta expresion seré la forma
del limite en el lado derecho de la igualdad. Tomar 7' — co(1 —i€) con € # 0 es necesario para conectar el
vacio de la teoria interactuante |2) con el vacio de la teoria libre |0). Una representacion de este camino
en el plano complejo ¢ se muestra en la Fig. 2.11.

Desde el formalismo de integral de caminos, las funciones de n puntos de un operador local O(z), se
obtienen tomando la derivada funcional n-ésima de la funciéon generatriz

2[j] = /queis—‘rifddzj(x)(’)(z)’
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Ha2 Hd

Fig. 2.10: Se muestra c6mo se extiende a mayor dimensién las curvas encontradas en las coordenadas de Poincaré
euclideas.

respecto de la fuente externa j(x).

Considerar un tiempo complejo requiere separar la acciéon S en una parte lorentziana y otra euclidea.
De esta forma iS — Sy, — Sg, donde los subindices L y E indican si la accion es lorentziana o euclidea.
Describir un camino como el que requiere (2.23) en este formalismo seria poco conveniente dado que
en todo momento la accién queda compuesta de parte lorentziana y euclidea. En su lugar, notando que
no existen singularidades sobre el plano complejo ¢, puede deformarse el camino de la Fig. 2.11 para
obtener otro equivalente que se muestra en la Fig. 2.12. La ventaja de la segunda trayectoria es que en
un formalismo de integral de caminos, permite dividir la trayectoria en regiones donde las acciénes son
solamente euclideas o lorentzianas.

Para el camino mostrado en la Fig. 2.12; la accién completa puede escribirse como

Z[j] = /D¢eiSL[j5¢7)¢’+]_SE;i[ji;¢7]_sE;f[jf3¢+]’ (2.24)

donde ahora S, [j; ¢—, ¢4] contiene al término de la fuente externa i [ d?z|(z)O(x), pero ademés se
hace explicita su dependencia con la configuracion de los campos en los extremos inicial (¢_) y final (¢4)
de la parte real de la curva temporal en la Fig. 2.12. Los términos Sg;;[ji; ¢—] y SE;¢[Jf; ¢4 corresponden
a las secciones euclideas inicial y final correspondientemente, que dependen de las fuentes externas inser-
tadas (j;/¢) y de la configuracién de los campos en sus extremos ¢.. Por ser una deformacion del camino
original (Fig. 2.11) este formalismo lleva también a funciones de correlacion ordenadas temporalmente.

2.2.2. Formalismo de Schwinger-Keldysh

Para interpretar los dos formalismos In-In y Térmico es necesario introducir primero un método que
permite el célculo de valores de expectacién en sistemas interactuantes y de muchas particulas llamado
Formalismo de Schwinger-Keldysh [12, 13].
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Im[t] E

: Im[¢] E

Re[¢]

Re[t]

Fig. 2.11: La figura muestra el camino sobre

el plano complejo temporal que to- Fig. 2.12: Se muestra el camino del formalis-

ma el formalismo tradicional de dis- mo In-Out sobre el plano temporal
persion en teoria cuantica de cam- complejo. Las cruces rojas simbo-
pos. Aunque el corrimiento del eje lizan la insercion de operadores en
real € es pequeno, dado que T" — cada una de las regiones.

00, tanto la componente real como
imaginaria del camino se hacen in-
finitas. Este camino lleva a un pro-
pagador de Feynman.

Se parte de un sistema cuantico de muchas particulas, cuyo hamiltoniano, H(t), puede contener
dependencias explicitas en el tiempo. El sistema esté descrito inicialmente por una matriz densidad p(¢;)
para algin tiempo ¢;. La forma especifica de p(t;) no seré relevante y puede tomarse ¢; = —oo, la matriz
que describe a un sistema cuyo hamiltoniano es H(—o00). La ventaja de esto es considerar que en el pasado
las interacciones no estaban y que fueron encendiéndose de forma adiabética en algiin momento entre t;
y el presente. En estas condiciones, siempre puede tomarse p(t;) como la matriz densidad del sistema en
equilibrio y en ausencia de interacciones. Para un tiempo ¢ posterior, puede encontrarse p(t) resolviendo
la ecuacién de movimiento de Heisenberg

Op(t) = —i[H(2), p(t)]- (2:25)

La soluciéon de esta ecuacion diferencial es p(t) = U(t, —o0)p(—o0)U(—00,t), donde U(t,t') queda
definido por

Ut t)=—iH@)U(t,t') oU(t,t') =U(t, t')H(t').
El valor medio de un operador O(t) se define como

THOMp)) | Tr{U(—o0, OO, —00)(—o0))
OO = =7y - Tr{p(t)) '

El enfoque del formalismo de Schwinger-Keldysh es interpretar el lado derecho de (2.26) como una

(2.26)
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0(—00) U(—00,to) (0] U(—00,00)

I > )-( e

- ; >

e < ! to t
U(£o,—00)

Fig. 2.13: Se muestra en azul la interpretacion de la evolucién cerrada en el tiempo de la toma de una traza, junto
con los operadores que generan cada tramo. El camino que continua y luego da la vuelta luego de la
insercion del operador O(t) es irrelevante en el calculo y es solo por claridad de la figura. En un azul
mas claro, se grafica la trayectoria que se seguirfa dentro de la traza si se insertase U (oo, —o0) de lado
izquierdo de la traza.

evolucién desde una configuracién inicial en —oo hasta t, donde de aplica el operador O, para luego volver
a —oo, como se muestra en la Fig. 2.13.
Se definira la funcién de particién como

Trip(t)} _ Tr{U(t, —o0)p(=00)U(=00, 1)}
Tr{p(—o0)} Tr{p(—o0)}

Calcular esta funcion de particion es trivial, dado que U (¢,t’) es unitario, de forma que por la propiedad
ciclica de la traza puede escribirse

Z =

(2.27)

B Tr{U(—o0,t)U(t, —00)p(—00)}
Tr{p(—o0)}

Para poder obtener informacion a partir de esta funcién de particién, primero es conveniente mencionar
la posibilidad de insertar una identidad 1 = U(¢,¢)U(¢,t) a izquierda del operador O(t) en (2.26), que
hace que la trayectoria contintie un tiempo arbitrario luego de la accién del operador, para luego regresar
al punto original. La Fig. 2.13 ya tiene esta insercién, aunque no se la muestra explicitamente. Esto no
altera en absoluto el resultado de la operacion, dado que el sistema “va y vuelve” en el tiempo. De haber
insertado el operador identidad a derecha de O(t), el operador apareceria recién en el tramo “de vuelta”,
pero nuevamente no afectaria al calculo del observable. Esta ambigiiedad es central para este formalismo.
La insercion del operador sobre la curva puede generarse derivando la funcién de particion Z[n] en
presencia de una fuente externa n utilizando el hamiltoniano Ho = H 4+ On(t)/2, donde + corresponde
al tramo “de ida” y “de vuelta” respectivamente. El hamiltoniano no es igual en ambos caminos y Z # 1
puesto que el operador identidad U(¢,t') obtenido en (2.25) no es el mismo para los caminos de ida y de
vuelta. Para obtener el valor de expectacion de O(t), debe calcularse

zZ =1

§Zn]
o) = —= .
(O)) 51(E) In—o
donde se diferencia directamente Z[n], en lugar de ln Z[n|, porque para n = 0 la funcion de particién
es la identidad, de forma que en este formalismo el logaritmo natural no es necesario.
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ot

t'l e tN/2—l tN/2
n o ——— o o
- ; -
e — -—e o

N ce INj2+2 INj2+1

Fig. 2.14: Se discretiza el recorrido de la Fig. 2.13 en N secciones infinitesimales de longitud 6¢. Se observa ademas
que tny2 = tnj241-

Considerar hamiltonianos distintos en el camino de ida y de vuelta también hace que las ecuaciones
de movimiento para el campo en uno y otro tramo sean distintas, de forma que para 1 # 0 los campos en
uno y otro tramo (¢4 y ¢_) pueden tomarse como grados de libertad distintos. Dicho de otro modo, este
formalismo requiere que los grados de libertad del sistema se dupliqguen. Sin embargo, esta duplicaciéon
no genera grados de libertad independientes. En el punto ¢; de la Fig. 2.13 en donde el camino de ida
y vuelta se unen, los campos tienen que ser los mismos, puesto que ambos describen al sistema a ese
tiempo, de forma que

¢+ (t1) = o—(t1). (2.28)

El siguiente paso sera calcular la funcién de particién del sistema que se estd describiendo. En esta
tesis se trabajard con campos escalares, de forma que se pondra como ejemplo de este formalismo de un
campo escalar complejo ¢(x) en presencia de un potencial quimico . Para este sistema el denominador
en (2.27) es el de un sistema bosonico en equilibrio, es decir

Tr{p(—o0)} = Y e Pleomin — (1 — emFlom) =L = (1 — p(wy)) ",
n=0

donde se llama al factor e=#(“0—=#) = p(wy), siendo wy la energia del nivel fundamental.

Para calcular el numerador de (2.27) segun el formalismo de la integral de caminos, se divide el
recorrido original en NV secciones infinitesimales de longitud J; como se muestra en la Fig. 2.14, insertando
el operador identidad en la base de estados coherentes

1= /Dﬁgj@' 193191 (1.

Al partir en secciones discretas el camino, se tomara el punto t; dos veces: la primera como fin de la
trayectoria de los campos ¢ y la segunda como punto de partida de los campos ¢_. Para observar las
particularidades de este formalismo, se toma el ejemplo de N = 6. Para este caso el numerador de (2.27)
toma la forma
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Tr{p(t)} = Tr{U(—o0, t)U(t, —00)p(—00)} =

(06|U—5,|05) (#5|U—s,|04) (Pa|llp3) (#3|Uss,|d2) (p2|Usts, 1) (P1]p(—00)|¢6)-

donde Uys, = eTiH % ~ 17 iHd, es el operador evolucion temporal en el intervalo infinitesimal d;. A
la mitad de la trayectoria §; = t; — t; = 0, lo que explica la identidad entre los campos ¢3 y ¢@g4.
La funciéon de particién completa puede escribirse en notacién matricial como

Z = / D¢¢ 1211/ 1 Pj “/45
Tr{p 00)} H ek

con

-1 p(wo)

iGy) = T : (2.29)

hy -1
hy -1

donde h4 = 1 & iwgd;.
Dado que la teoria es cuadratica en los campos, la integral funcional de Z es gaussiana y puede hacerse
explicitamente como

i35 iy G ! 11
S e / HD‘% To{o( ooy P

El determinante de la matriz es

Det[—iG™Y] =1 — p(wo)(h—h )N =1 = p(wo) (1 + w262)N/2 ~ 1 — plug)e 00 N/2 X220 1 i),

de forma que al volver al continuo se recupera Z[n = 0] = 1.

Para obtener valores de expectacion de los observables, se deben insertar fuentes externas n # 0. En
una teoria libre, las integrales funcionales son siempre cuadraticas y pueden calcularse exactamente. Por
ejemplo, para los propagadores

oy _ 0220
B0 S0 o

La matriz ¢G,;» puede calcularse invirtiendo (2.29), de donde se obtiene

1 pwo)h—hi  pwo)hZ plwo)h? p(wo)h+ p(wo)
h_ 1 p(wo)h—_h3 | p(wo)h— h2 plwo)h—hy  p(wo)h—
G 1 h2 h_ 1 p(wo)hQ_h2 p(wo)h®hy — p(wo)h?
T Det[—iG-1] | hZ h_ 1 1 p(wo)hZhy  plwo)hZ
h% h h_hy h h 1 p(wo)h? hy
h2h:  h_hZ h2 h2 hy 1
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Si se indican los elementos de esta matriz con los indices 1,2,..., N, N,...,2,1, donde los primeros
(altimos) 3 corresponden al campo ¢ (¢_), los elementos de esta matriz pueden separarse en cuatro:

. S
plwo)h? Tl

CITRE Det[—iG 1]
< plwo)hY RN ) (hph )N iR R
<¢*j¢+j/> = Doet[tiG*I] = : JrDet[finl-*]—
- o7 1 sij>J',
<¢ (b "> = e :Z —17 X _ .. .
T Detl=G 7 plwo) (h-hy )N 1) si g < g

e pwo)(h-h)N71) sij>j,
(9-i9-i") = Barse X {1 sij<j’

Para volver a un tiempo continuo debe tomarse el limite N — oco. Recordando que hy = 1 % dwydy,

S eFiwodid — etiwol  donde se recupero la

pueden comprobarse los limites (hyhy )N Noeo y b, N=oo

N —oc0

variable temporal ¢ = §;5. Usando ademés Det[—iG~!] —=+ 1 — p(wy), se obtienen los propagadores
Z[py, 9] ( Gt G+—>
iGyi(x —y) = — 8001 , 2.31
=) =5 woont) ~ G G (23

donde
iGy_(t, ') = ne iwolt=t)

iG_y (6, ) = (n4 1)e iwolt=t)
(2.32)
iGoy () = 0t —t)iGo_(t, 1)+ 0 —t)iG_,(t,1)

iG__(t,t") = O(t' —t)iGy_(t,t') + 0(t —t")iG_ 4 (t,1).

donde n = (e“nixi —1)~1. Se debe destacar que en este formalismo se define una matriz de propa-
gadores en donde aparecen tanto propagadores de Feynman como propagadores de Dyson, retardados y
avanzados.

Por dltimo, se presenta la notacién continua para este formalismo. La accién se escribe como

S:/CdtL(t):/dt+L+(t+)—/dt,L,(t,),

donde C es la curva oscura en la Fig. 2.13 y el signo relativo entre los términos surge al invertir el
sentido del tiempo. A pesar de la notacion usada en el lado derecho de la igualdad, donde los campos
¢+ parecen independientes, debe recordarse que estan relacionados por el vinculo (2.28). La funcion de
particion puede escribirse como

Z:/D[(Z_Sv (b}eisw’d)]a

donde D[4, ¢] = [ 7o552y.
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Fig. 2.15: Se muestra el camino del formalismo In- Fig. 2.16: Se muestra el camino del formalismo Tér-

In. Las secciones verticales definen los es-
tados inicial y final, aunque para sistemas
fisicos estos estados deben ser iguales, de-
bido a que la curva real se recorre primero
en un sentido y luego en el inverso. Pue-
den insertarse operadores sobre las sec-
ciones reales para obtener propagadores

mico. Los circulos en los extremos de la
trayectoria estan identificados y el lar-
go total de la seccién imaginaria es fS.
La insercién de operadores sobre las sec-
ciones reales permiten el calculo de va-
lores de expectacion en el formalismo de
Schwinger-Keldysh.

adelantados.

Formalismo In-In

Este formalismo permite el calculo directo de funciones de correlacion retardadas o avanzadas mediante
el formalismo de integral de caminos. El camino estd compuesto por dos intervalos de tiempo imaginario
unidos por una trayectoria cerrada del tipo de Schwinger-Keldysh como se muestra en la Fig. 2.15. Que
el camino esté compuesto por secciones verticales y horizontales, al igual que para el formalismo In-Out,
permite separar la accion en secciones euclideas y lorentzianas independientes. La hipoétesis de este trabajo
es que la insercion de fuentes sobre las secciones euclideas generan los estados iniciales y finales para la
teoria de campos en la secciéon lorentziana. Al respecto, es relevante mencionar si la trayectoria en el
tiempo es cerrada, los estados inicial y final generados con inserciones sobre las regiones euclideas deben
ser el mismo, puesto que corresponden al mismo instante. Sin embargo, el camino no es cerrado en este
formalismo, de forma que Z no es una funciéon de particion, si no una funcién generatriz.

Formalismo Térmico

El formalismo térmico es la forma de representar con un camino a tiempo complejo al formalismo de
Schwinger-Keldysh. La informacién de la matriz densidad inicial en equilibrio p(—o0) se genera insertando
una seccién imaginaria de longitud finita 8 cuyo punto final se identifica con el punto inicial de la
trayectoria como se muestra en la Fig. (2.16). Una seccién imaginaria finita inserta dentro de la funcion
de particiéon (2.27) un factor e~ "=iBH — ¢=BH de forma que puede interpretarse 3 como el inverso de
la temperatura del sistema.
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2.2.3. Propagadores de una CFT

El grupo de transformaciones conformes es el subgrupo de cambios de coordenadas que dejan la
métrica invariante a menos de un factor de escala local,

G (%) = g, (2') = €27 g () (2.33)

Proponiendo una transformacion de coordenadas infinitesimal z# — z# + ¢(x) que cumpla (2.33),
pueden obtenerse los generadores de las transformaciones conformes:

» Translaciones: ¢* = a* con generadores P,;

= Transformaciones de Lorentz: ¢# = whz" con w*” = —w"" y generadores M, ;

= Transformaciones de Escala: ¢* = Ax" con generadores D;

= Transformaciones Especiales Conformes: e = b'z? — 2z/'b - x con generadores K,

Las primeras 3 transformaciones estan asociadas con traslaciones rigidas, rotaciones y cambios de
velocidades y con dilataciones, respectivamente. Para las transformaciones especiales, puede demostrarse
que una transformacioén finita toma la forma

H + bra?
1+2b-x+ b2z2’

Esta transformacion mapea x* a infinito, de forma que debe compactificarse el espacio de Minkowsky
agregando dicho punto al espacio. Este grupo es isomorfo a SO(d,2). La simetria discreta de inversion
at — fc—; cumple con la condicién (2.33) y es por tanto una transformacion del grupo conforme. Teniendo
en cuenta esta ultima transformacion se forma el grupo conforme completo, que resulta isomorfo a O(d, 2).

Una teoria de campos conforme, debe tener correladores que también cumplan con estas simetrias. Esto
permiten dar expresiones cerradas para las funciones de 1,2 y 3 puntos y permite encontrar restricciones
fuertes para las de n puntos con n > 3.

Puede derivarse el cambio de un campo escalar frente a una transformacion conforme finita

H —

Ox' |—A/d
o) = @) = |G| ). (2:34
x
donde % - es el jacobiano de la transformaciéon de coordenadas. Para el caso de una transfor-

macién de escala, por ejemplo, 2 — Az, el campo debe cambiar como ¢'(z') = A\™2¢(\z). Los valores
que puede tomar A quedaran fijados al exigir que la accién de la teoria sea invariante. Para un mayor
detalle en el desarrollo y una generalizacion a campos de mayor spin, ver [14].

Para el caso de una funcién de correlacion de 1 punto (G1 = (¢1(z1))), no hay forma de construir
funciones invariantes de transfomaciones conformes. Los valores de expectaciéon de vacio de un tnico
campo en esta teoria son todos triviales.

Para el caso de G2 = (¢1(z1)p2(x2)), la invarianza frente a traslaciones y transformaciones de Lorentz
impone que sélo puede depender de modulos de distancias r;; = |2; — ;|. Por la forma en que cambian
los campos ante transformaciones conformes (2.34), el cambio en una funcién de 2 puntos es

—As/d

0z’ (D) o). (2.35)

~lor

—Ay/d) Hy!

(d(z1)¢(22)) = G(r12) PNe
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Considerando una transformacion de escala, la relacion anterior toma la forma

G(Tlg) = >\A1+AQG()\T12>.
Invarianza de escala impone que

C
A+ AY
12

G(r12)

donde C' es una constante arbitraria.
Finalmente, para una transformacion especial conforme y usando la notacién v; = 1 — 2b - x; + b%x?

uo - bHa? o 1 , , |z — 22
T — = — |z} — 75| = ——,
Vi Ox;l S V12
de forma que
C
G(T12) = ﬂG(Tlg).
72l

Usando la forma explicita de G(r12) encontrada arriba,

A1+A
c 0 (mp)=
AtA; AL A A+A
:C121+ ? 7t :C121+ 2
Esta ultima relacién impone A; = A,, por lo tanto
Coa, A
(Pa, (x1) P, (22)) = J;Tllz- (2.36)

La constante C puede absorberse con una normalizacién adecuada, de forma que esta construcciéon
determina completamente la funciéon de 2 puntos en una CFT. En una teoria conforme, cualquier propa-
gador de 2 puntos de un campo de spin arbitrario esta completamente determinado por las simetrias de
la teoria.

Para la funcién de correlacion de 3 puntos G(x1, z2, 23), pueden recrearse inmediatamente los argu-
mentos anteriores. Pidiendo invarianza frente a dilataciones

G(.’El,x27$3)0( a+b+C:A1+A2+A3,

1
a b .c
L122L23L13
mientras que para transformaciones especiales conformes,
Ay Aa\g . Ay Asy\b Az Ajye
1 _ 1 (m'22)2 (s )2 ()

a b ,.c ~  ,a b ..c A1 _Ag_ Aj
L1oT93L13  L1oT23T13 Y1 Y2 Y3

Estas ecuaciones imponen

a=A1+ Ay — Ag, b=As+ Az — Ay, c=A;+ Az — Ay,

forzando el propagador a tomar la forma
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Cia23

G(.’El,l‘g,l‘g): A1+Ac2—Az Ao+ Az—Ay A1 +A3—As "
T2 La3 13

Para correladores de orden superior las simetrias siguen imponiendo restricciones, aunque no puede
determinarse una forma cerrada, dado que a partir de un correlador de 4 puntos en adelante existen
nuevos objetos invariantes de simetrias conformes de los que puede depender el propagador. Ejemplos de
estas cantidades son ©253¢ y permutaciones de indices con esta estructura.

713724
Tomando el caso particular del propagador de 4 puntos, puede limitarse su forma a

1
G(x1, 22,23, 24) = ]'—(TMTM r12r34) H A—A,—AJ3’ A= ZAi7
ij

Y
13724 7237147 5y

donde F es una funcién arbitraria que no puede fijarse por simetrias de la teoria.

2.3. Dualidad AdS/CFT

La dualidad AdS/CFT [1] (o correspondencia gauge/gravedad) prescribe que bajo ciertas condiciones,
una teoria de gravedad (d + 1)-dimensional, es dual a una teoria de gauge en el borde asintético d-
dimensional de dicho espacio-tiempo. En particular, la teoria de campos dual a un fondo asintéticamente
Anti-de Sitter (AdS) es una teoria de campos conforme (CFT), de donde deriva su nombre, aunque la
dualidad aplica para espacios méas generales. Si bien no existe una demostracién, la dualidad ha pasado
un nimero importante de chequeos de consistencia [15] y se ha conformado como una herramienta muy
importante en el marco de la fisica de altas energias. Un aspecto fundamental de la conjetura es que
el régimen fuertemente acoplado (no perturbativo) de una teoria es, a la vez, la regiéon de acoplamiento
débil (perturbativo) de su teoria dual. Desde este punto de vista, la correspondencia admite dos formas
de abordaje: estudiar el limite debilmente acoplado de una teoria de campos para conseguir informacién
acerca del régimen de acoplamiento fuerte de la teoria graviatoria dual y viceversa. Las prescripciones
GKPW y la de Skenderis y van Rees utilizan la dualidad segiun el segundo de estos enfoques.

A continuacion, se presenta un ejemplo de dos teorias relacionadas por la dualidad. En particular, este
ejemplo permite comprobar que los limites de fuerte/débil acoplamiento de ambas teorias se encuentran
en regimenes opuestos. En su forma original, la dualidad AdS/CFT postula que la teoria de cuerdas IIB
en un espacio AdSs x S° es exactamente dual a la teorfa supersimétrica de Yang-Mills (SYM) N = 4
con grupo de gauge SU(N). Una forma de ver esto es estudiando dos formas alternativas de describir un
sistema de N D3-branas con cuerdas abiertas en un espacio-tiempo plano M,

Primero, se considera el caso en que la interaccion de las branas con la métrica puede despreciarse. Si
gs es la constante de acoplamiento de las branas con la métrica la condicién anterior es el limite gV < 1.
El espectro de baja energia de las cuerdas abiertas (modos no masivos) que terminan sobre el volumen
tetra-dimensional de las branas, es descrito por un multiplete supersimétrico N' = 4 Super Yang-Mills con
grupo de gauge SU(N). De forma esquemética, la accién aproximada en este limite S4; puede escribirse
como

SAb = SBT‘ + SEsp + SInt ~ S/\/:4SYM + SEspPlano + SInta gsN < 1a (237)

donde S, tiene 11 dimensiones y describe los modos no masivos del espectro de cuerdas abiertas, y
SEsp es la accion de supergravedad en 10 dimensiones. El término Sy, describe el acoplamiento entre los
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modos de las cuerdas abiertas y cerradas. A bajas energias, este término puede despreciarse, de manera
que los modos abiertos sobre la brana y sobre el espacio plano se desacoplan.

En el caso opuesto, cuando el acoplamiento entre las branas y la métrica es fuerte (g NV > 1) el espacio
se deforma debido a la presencia de las branas. En este limite, la métrica del espacio puede escribirse
como

—dt? + 37| da? Ng,a”
A 2ia 005) iy +2002),  H(r) =14 200

ds? =
’ Hr) r

(2.38)

Cerca de la regién r ~ 0, llamada garganta, \/H(r) ~ \/Ngs(a/)?r—* oc 72 y la geometria efectiva
es la de AdS5 x S5. La accion es este régimen puede escribirse

SCerr ~ SGar + SEspPlano + Slnta gsN > 17 (239)

donde Sgar & ScuerdasAdssxss €S la accion para los modos masivos y no masivos de cuerdas de la
garganta. El término Sp,,;, que describe la interacciéon entre los modos en la garganta y los modos de baja
energia en espacio plano, puede despreciarse a bajas energias.

El paso fundamental viene de considerar que tanto S4; como Scer describen el mismo sistema y
deben, por tanto, ser equivalentes. Comparando (2.37) y (2.39) se obtiene

SN=45YM = SCuerdasAdSs x S5 - (2.40)

Llevando adelante de forma més detallada esta construccion, pueden encontrarse relaciones entre los
parametros de la teoria: las constantes de acoplamiento de Yang-Mills gyas y de la teoria de cuerdas gs,
el rango del grupo de gauge N y R el radio del espacio AdS. Se obtiene

2 Ry4 2
gYM - gs, <7) - gYMN - )\, (2.41)
donde I, = Vo es la longitud propia de la cuerda y A = g% 1N es la constante de 't Hooft.
Tomando el limite g2, — 0y N — oo, pero manteniendo A — oo, el largo de la cuerda es despreciable

2
frente al tamano del espacio (I < R) y la tension efectiva de la cuerda Ty o< (lﬂ) — 00, de forma que

las cuerdas pueden considerarse rigidas y puntuales. En estas condiciones, la teoria de cuerdas se reduce
a supergravedad débilmente acoplada. En cambio, si NV, A\ — oo, la teoria de gauge se vuelve fuertemente
acoplada.

Un argumento independiente a favor de la validez de la dualidad es que las teorias duales comparten
el grupo de simetrias. El espacio AdSs tiene isometrias isomorfas al grupo conforme en 4 dimensiones
SO(4,2), mientras que S° tiene a SO(6) ~ SU(4) como grupo de isometria. Las simetrias bosénicas de la
teoria SYM con N = 4 son SU(2,2) x SU(4)r. Dado que SU(2,2) ~ SO(4,2), puede comprobarse que
el grupo de simetrias coincide para ambas teorias. De forma general, siempre que se tenga una teoria que
mantenga la simetria conforme en su régimen cuantico, su dual serd un espacio AdS. Ademas, cualquier
otra simetria de la teoria de gauge se relaciona con simetrias del espacio interno M. El espacio dual a
una teoria de campos conforme de dimensién arbitraria d tiene la estructura general AdSg, 1 x M.

La conjetura ademés implica una identificacién entre la coordenada radial z en la solucién de super-
gravedad y la escala de energia de la teoria de campos dual. Esta identificacién resulta de analizar cémo
se realiza de un lado y otro el operador de una transformacion de dilatacion. En la teoria de campos una
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dilatacion es z# — Az5. Desde el lado de gravedad, de acuerdo con lo dicho en el parrafo anterior, la
dilatacion afecta solamente al espacio AdS. Luego, la isometria se expresa como

ot — AxH ot = Atz = Az

Gauge — Gravedad (2.42)

Tomando A — 0, la variable radial se acerca a la frontera ultravioleta de AdS z — 0. Luego, el limite
z — 0 corresponde al régimen ultravioleta de la teoria de campos. Un razonamiento analogo muestra que
z — oo corresponde al régimen infrarrojo de la teoria de gauge.

La dualidad AdS/CFT afirma, ademés, que las funciones generatrices de las teorias duales son iguales

ZCuerdas ~ ZCFT- (243)

Esta relaciéon no es trivial: la dimensién de las teorias es distinta y los lagrangianos que describen
ambas teorias poseen diferentes campos. La correspondencia provee un mapeo entre los observables de
ambas teorias. Desde el punto de vista de una teoria tetradimensional, todo operador O invariante de
gauge puede asociarse con una fuente j de la forma

LCFT+/d4ij'O,

donde Lopr es el lagrangiano de la teoria de campos. Se define la funcién generatriz Zcpr(h) de
funciones de correlacion con el operador O como

Zerr(h) = /D¢ eLerr+[ d*ej-0 _ <ef d4zj-o>
La funcién de n puntos de O se obtienen como

<On> _ |:6n In ZCFT:|
ojn j=0
Un aspecto central de la conjetura es que a todo operador invariante de la teoria de gauge le correspon-
de un campo de la teoria de gravedad. La propuesta dentro de la dualidad es que este campo h = h(z, )
evaluado en el borde del espacio AdS es la fuente del mencionado operador de la teoria dual. Existe
entonces un campo h; por cada operador invariante de la teoria O;. La relacion (2.43) puede hacerse mas
precisa escribiendo

(2.44)

ZCFT = ZCuerdas [h(l‘7 r= TBorde) = .7] (245)

El lado izquierdo de esta ecuacién es la funcién generatriz para correladores de O de una teoria de
campos d-dimensional, mientras que el lado derecho es la funcién de particién de una teoria de gravedad
d + 1-dimensional con condiciones de contorno para un campo h en el borde asintético. Para un caso
general, la funciéon de particion de un sistema puede no admitir un tratamiento analitico. Sin embargo,
en el limite semiclasico de la teoria de cuerdas (R > [;) la funcién generatriz puede aproximarse como

ZCuerdas [h(x7 r= TBorde) = ]] ~ ESSuGra 7] (246)

5 Debe notarse que las coordenadas z* en ambas teorias son las mismas.
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donde Ssugra[j] es la accion en supergravedad con la condicion de contorno h = j evaluado en
T=TBorde
la solucién. En este limite, la definicion (2.44) permite obtener las funciones de n puntos de los operadores

duales como

5nSSuGra[j]
ojn =0

(") = (=iy" |

Las relaciones (2.45) y (2.46) son las que fundamentan las prescripciones que se describen en el
Capitulo 3.

(2.47)



3. PRESCRIPCIONES Y APLICACIONES

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en este trabajo para calcular valores de expec-
tacion de operadores entre estados distintos del fundamental. Para esto se presenta la prescripciéon de
Skenderis y van Rees [7, 8], originalmente formulada para calcular funciones de correlacion. Ademas, para
comparar resultados, se detalla en ejemplo de la prescripcion estandar GKPW [2, 3].

La necesidad de una prescripcion para usar la dualidad en el espacio AdS surge al calcular la acciéon
Ssuara del lado derecho de (2.46). Para esto, ademés de condiciones de contorno sobre el borde conforme
r — TBorde, resulta necesario proveer condiciones iniciales sobre ¢t — +o00. En el capitulo anterior se dijo
que existe una biyeccion entre las condiciones de contorno y las fuentes externas j de observables de
la teoria de campos dual. Sin embargo, la dualidad AdS/CFT no da ninguna informacién acerca de la
interpretacién que tienen las condiciones iniciales o de cémo determinarlas. Las distintas prescripciones
proveen formas de sortear la dificultad de requerir mas informacion de la que provee naturalmente la
dualidad.

3.1. Prescripcion GKPW

En esta seccion se presenta la prescripcion GKPW para el calculo de correladores de un operador local
O en espacios AdS y se lo aplica al ejemplo de un campo escalar masivo en una teoria libre, utilizando
la métrica de Poincaré.

Partiendo del espacio AdS se pasa a un espacio H realizando una rotacién de Wick en la coordenada
temporal t — —i7!. Como se estudio en el Capitulo 2, la frontera del espacio H solamente estd compuesta
por el borde conforme, como puede verse en la Fig. 3.1, de forma que las condiciones iniciales desconocidas
que antes impedian el célculo en AdS ya no son necesarias.

En este espacio puede escribirse la prescripcion GKPW como

(e~ Jor OV0) = ¢~ 1rlvo] (3.1)

donde Ig[1o] = Sg[tho]SR Sl es la accién euclidea de la teoria de gravedad dual evaluada sobre las
soluciones de las ecuaciones de movimiento clasicas, mientras que el lado izquierdo de la igualdad es la
funcion generatriz del operador O de la teoria de campos euclidea.

Se resuelven las ecuaciones de movimiento para el espacio H, pidiendo que los campos sean regulares
en todo el espacio y que cumplan con una condicién de contorno arbitraria 1. Los campos en el espacio
original AdS se obtienen invirtiendo la transformaciéon, 7 — it. Obtenidos los campos, puede calcularse la
accion evaluada en la solucién clasica y usar (2.46) para obtener los propagadores de la teoria de campos

dual.

L El sentido de la rotacion (¢t — Fi7) es irrelevante dentro de la métrica, pero da el signo correcto para poder interpretar
una evolucién temporal imaginaria como una distribucion térmica e~ 7 — e=BH
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Hs

Fig. 3.1: Se comparan las fronteras de los espacios AdS y H. La prescripcion GKPW aprovecha la ausencia de fron-
teras tipo tiempo en H para obtener soluciones tnicas para los campos en ese espacio. Los propagadores
sobre AdS pueden recuperarse mediante una prolongaciéon analitica haciendo 7 — it.

Para poner un ejemplo de aplicaciéon de esta prescripcion, se obtendra las funcién de 2 puntos de un
operador O(z) en la teoria de campos en d dimensiones dual a un campo escalar ¢(z, z), donde z es la
coordenada radial del espacio AdSgy;. Partiendo de la métrica en AdSy, 12 en coordenadas de Poincaré
se hace la transformaciéon ¢ — —i7 para pasar al espacio Hg41

o —di? 4 dz? + Y (dat)? LA d? S da)? d2 4 3 (dat)?
- 22 22 o 22
donde se renombra la variable 7 = z¢.

La accién para un campo escalar libre masivo ¢ es

ds

)

§= / dzd%;@(z?(azw)? + 22(0,0)° + mP?)

donde el indice p = 1,...,d y \/|g| = z~%!. Integrando por partes

2 Recordar que se toma el radio del espacio AdS R% =1.
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—d—
S = —/dzddx\/Zmz/J(D —m?) + /BH dd:c%wfazw,

siendo OH la frontera de H. Si los campos cumplen las ecuaciones de movimiento (O — m?)y = 0,
entonces el primer término se anula de forma que

—d —d —d
S = ddx%quazw - / ddm%wz@w + / dda:%z/}zazw . (3.2)

OH

Z=00
La integral sobre OH tiene dos contribuciones: z — 0 y z — oo. Como se vio en la seccion 2.1.1,
el primer limite corresponde al borde conforme mientras que el segundo limite pertenece al interior del

espacio AdS. El comportamiento de estos términos requieren de una expresién para los campos. La
ecuaciéon de movimiento es

1 1
(D - m2)¢ =0 0= 78z( |9‘92282) +—=

Vldl Vlal

Proponiendo la solucion v (z, z) = e™*»*" f,.(2), la ecuacién diferencial para f(z) resulta

9,(+/|glg"" 9y).

(2910, (2~710,) — m® — 22K?| fu(z) = 0,

donde k? = 6"k, k, y cuya solucién general es

fr(2) = 422K, (kz) + Biz¥1,(k2),

para v = +/(d/2)2 + m? y Ay y By, coeficientes arbitrarios. Los comportamientos asintoticos de estas
soluciones en z — oo son

K, (2) ~ e *? I,(z) ~ ek

En esta métrica k2 > 0, de forma que la tinica solucién regular en el interior de H es de la forma

W(@,2) = / ke A2 (h2), (3.3)

Estas soluciones y sus derivadas decaen exponencialmente en z — oo, de forma que en (3.2) la tnica
contribucion a la accién proviene de la regiéon z = 0.

En métrica lorentziana, k2 podria haber sido tipo tiempo k? < 0, luz k2 = 0 o espacio k2 > 0. La
regularidad en el interior ya no determina la soluciéon de forma tnica y son necesarias las condiciones
iniciales a las que se hacia referencia al principio del presente capitulo.

Los coeficientes Ay en (3.3) se fijan imponiendo condiciones de contorno ¢g(z) en z = 0. Alrededor
de este punto, el campo puede expandirse como

fe(2) = 22V (ag + a122 4+ .. ) + 2V Inz (bg + byu® + ... (3.4)

Recordando que v > d/2 para todo d y m, se observa que el punto z = 0 es una singularidad del
campo y diverge como %27, de forma que debe regularizarse el problema imponiendo las condiciones
de contorno sobre una superficie z = € y luego tomar el limite ¢ — 0. Se pide entonces que el campo
satisfaga
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¢($a 6) = 1#0(% 6) = 6d/2_y'¢0($)7

lo que determina los coeficientes Ay = 1o (k, €)(e¥/2K, (ke))~! en la expresion (3.3) donde 9 (k, €) es
la transformada de Fourier de la condicion de contorno g(z, €). La solucion (3.3) se puede escribir

k-
(z, 2) :/(27T)d eFnt oo (k, e)K(k, 2), (3.5)
donde K(k, z) = 32?75 Con esta notacion, (3.2) toma la forma

Sl = [daiz"%(x, 2)20.0(x, 2)

Z=€

d [ 7 —
= fdd (gﬂ-)d 27T)d e’ Putan)e 7/}0(pa 6)1/10(1176){%6 dK(Qaz)eazlc(paz)}Z:E (36)

=/ 2”,,‘;" 54(p + @)Po(p, €)vho(q, ) {2 UK (q, 2)ed- K (p, 2) }o—e

Obtenida la accién, puede usarse la relacion (2.47) para obtener la funcién de 2 puntos del operador
dual O en espacio de momentos. En efecto

= |5 — 1 d-2v|___ 8%
(0@)O(a) _[wo(Q)lbo(P)}qLO:o limeoe€ [¢o(q7€)¢o(17,6)]1ﬁ0=0

=l (27) 0% (p + @) { Se~ 2K (—p, 2)eD.K(p, 2) + Je 2K (p, 2)edK(~p,2) |

= lim,0(2m)~16%(p + q){ 2 K(=p, 2)e0:K (. ) }
N (3.7)
Para tomar el limite, se debe expandir e =2/ K(—p, 2)ed,K(p, z) para z ~ 0. Por definicién, K(—p, z) — 1

en este limite, mientras que usando la expansion (3.4) puede verse que

zd/2 . 2
€d.K(p, Z)Lze = 0, (ﬁugﬁ@))

zZ=€

—{%fu(lJch(ezp?)Jr...)} (3.8)

+ {vep)? Inep) 22(1 + da(e2p?) +..) |

El primer grupo entre llaves es una serie de potencias enteras y positivas de k, que llevados al espacio
de posicién toman la forma

dy, —ik,zh 2j —d _ 2j—dj 5d
/d ke " (ek) e = 74015 ().
Por ser proporcionales a §%(z) y sus derivadas, a estos términos se los conoce como de contacto. Los

mismos pueden extraerse del propagador al renormalizar la accién [11], de forma que la contribucion
fisica a los propagadores proviene del segundo grupo entre llaves en (3.8) que no es analitico en k = 0. Es
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importante resaltar que el exponente de € en el orden més bajo del segundo grupo compensa exactamente
al que aparece en (3.7), de forma el propagador solo contiene potencias no negativas de e.
Luego, para obtener (O(x1)O(x2)) se debe transformar al espacio de posicion dicha contribucion

/ddk 2ub£e—im“k2"[1nke](1 +...) 2vT(A) ! + O(e)

ao T TA2T(A — df2) 228

v—1
donde A = d/2 + v y se hace explicito que Z—g = % El logaritmo natural, entre corchetes, solo

aparece en los casos donde v es entero. El caso v # Z es anélogo: en ausencia del logaritmo, el calculo
de la funcién de 2 puntos de O involucra la transformada de Fourier de k2 en un espacio d dimensional,
que resulta proporcional a z—2¥~¢ = =24, Finalmente, puede obtenerse el correlador tomando el limite
€ — 0,

20T (A) 1 2T (A) 1
N O(e) = T2T(A = dJ2) (x1 — 22)22°

<O($1)O(1‘2)> = lim

=0 /20 (A — d/2) (x1 — x2) (3.9)

Esta es la forma correcta de los propagadores en una teoria de campos conforme de dimensién conforme
A encontrada en la seccion 2.2.3. Para un valor arbitrario del radio de AdS R%, la dualidad relaciona la
dimensién conforme del operador O con R%, la masa m del campo ¢ y la dimensién d del espacio como

A =d/2+\/(d/2)* + m2R?

3.2.  Prescripcion de Skenderis y van Rees

La prescripciéon de Skenderis y van Rees [8], propone un método para calcular observables en teorias
de campos conformes directamente en métrica lorentziana.

La propuesta de los autores se aplica a teorias de campos conformes de dimensién d arbitraria que
puedan describirse, en su evolucién temporal, como un camino en el plano complejo, similar a los for-
malismos In-Out, In-In y Térmico presentados en el Capitulo 2. La prescripcién asigna a cada seccién
de tiempo real (imaginario) un tiempo-espacio en d + 1 dimensiones de signatura lorentziana (euclidea).
El siguiente paso es unir todos los tiempo-espacios d 4+ 1-dimensionales en un tnico tiempo-espacio, cuyo
borde conforme seré, por construccion, la teoria de campos original. Construida la teoria de gravedad
dual, se calcula la accién evaluada sobre las soluciones clasicas para calcular las funciones de n puntos de
operadores O de la teoria de campos mediante la relacion (2.47).

Dada una teoria de campos cuya evolucién temporal se exprese como una curva C sobre el plano
complejo, se separa la misma en secciones 9, M; segin sean lorentzianas o euclideas como se puede
apreciar en la Fig. 3.2a para el formalismo In-Out.

A cada una de estas secciones se les asigna una variedad M, con la tnica condicién de que su borde
conforme sea 0, M;?. Para este trabajo se utilizaran las mismas M; usadas en [7, 8]. Sobre cada una de
estas variedades se define, ademés, una acciéon S; que da las ecuaciones de movimiento para los campos
de la teoria de gravedad.

3 Esto permite que para una misma 9,M; exista mas de una M; que cumpla esta condiciéon. La existencia de multiples
espacios duales a una misma teoria de campos dentro de la dualidad AdS/CFT es algo ya conocido. Por ejemplo, el
formalismo Térmico admite como teorias de gravedad dual el agujero negro de Schwartzschild y una variedad conocida
como AdS Térmico, que es la que se usara en esta tesis en la seccion 3.3.3.
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H M, M M

R ((E
= |~ L0 o
Yl O o

(a) (b) (c)

Fig. 3.2: Se muestra como construir la teoria de gravedad dual al formalismo In-Out dentro de la prescripcion
de Skenderis y van Rees. En (a) se puede ver el camino C seccionado en regiones de métrica euclidea y
lorentziana. El paso siguiente es encontrar espacios M; que sean duales a las secciones de las curvas y
armar con estos (pegando los bordes azules con los rojos) un espacio “a trozos” dual a la curva como
muestra b. Las hemiesferas representan la mitad de espacios Hg+1 mientras que los cilindros son secciones
del cilindro AdS4+1. Ademas de unir las fronteras de los epacios, se debe unir toda una hipersuperficie que
atraviesa el volumen de la teoria gravitatoria. A continuacion, se buscan las soluciones para los campos
1; en cada regiéon M; por separado para finalmente imponer las condiciones I y II en cada frontera y
obtener un tinico campo 1 que sea solucion de las ecuaciones de movimiento en la variedad completa
como se muestra en (c). La prescripcion propone este campo como el que debe usarse en la accion al
usar (2.47) para calcular observables de la teoria de campos dual.

Las variedades M, de signatura lorentziana (euclidea) tienen dominios finitos en la variable ¢ (7), cuya
longitud debe corresponder con la de 9,.M;. Sobre estas regiones se une la variedad M; con las M;_1 y
M1, como se muestra en las Fig. 3.2b y 3.2c. La regién en la que se unirdn M; y M, se denomina S;;
y a la variedad resultante de la union, Mc.

Usando notacion similar a la presentada en la ecuaciéon (3.1), puede escribirse la prescripcion de
Skenderis y van Rees para el camino In-Out que se muestra en la Fig. 3.2 como

<0‘6i Joaas OvL 0) = S = L ot ] =I50[050 7] —Im;2[0507] (3.10)

donde ahora la funcién generatriz corresponde a una teoria de campos a tiempo real, g, /2[0; w*/ﬂ
son las acciones euclideas de las regiones Mg /2 evaluadas sobre la solucion clasica que se anula sobre
9y Moo y vale ¢p=/F sobre Sp1 y Si2 respectivamente y I7,[¢or;4F, 9] es la accién lorentziana evaluada
también sobre las solucién clasica que vale ¥~/ sobre Sy1 y S12, pero ademas satisface que sobre 9, M; es
¥, Como puede verse del lado de la izquierda en (3.10), ¥, es la fuente insertada sobre el borde conforme
de la teoria gravitatoria dual, que se corresponde con la fuente externa del operador O de la teoria de
campos dual. Las funciones ¥ son precisamente las condiciones iniciales y finales que deben especificarse
para obtener una solucién tnica a tiempo real. Segun la prescripcion, estas condiciones pueden generarse
mediante la inserciéon de las secciones euclideas M y M5 en ausencia de fuentes sobre sus propios bordes
conformes y se corresponden con el estado fundamental de la teoria de campos dual.

En el limite semi-clasico de la prescripciéon, ademés de minimizarse la acciéon respecto de los campos en
cada una de las regiones M; debe minimizarse también respecto de las condiciones iniciales y finales 7.
Esto impone sobre continuidad de los campos de la teoria a través de las regiones S;; y de sus momentos
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Fig. 3.3: Se muestra la seccion tomada para estudiar las divergencias en la accion de un campo escalar sobre una
métrica definida. Los espacios My y M son espacios de escalar de curvatura negativo H y AdS de
dimension d + 1, donde d es la dimension de la teoria de campos. Los bordes conformes se llaman 9,M;
y son isomorfos a los tramos de la curva en la teoria de campos. La hipersuperficie donde deben pegarse
ambas soluciones de los campos se denomina Sop; .

conjugados. Esto se mostraréa explicitamente para un campo escalar en la siguiente seccién.

Luego de obtener los campos que cumplen con las condiciones de movimiento sobre la variedad M¢ (y
en consecuencia sobre cada M), se calcula la accion evaluada sobre las soluciones clasicas. La prescripcion
de Skenderis y van Rees afirma que la accién que debe usarse para calcular las funciones de n puntos
de operadores O de la teoria de campos mediante la relacion (2.47) es la acciéon completa S que debe
tener un tnico parametro complejo t¢ que parametrice toda la curva temporal del formalismo que se esta
describiendo.

Campo Escalar

Se considera la acciéon de un campo escalar 1 de masa m, dual a un operador O de dimension conforme
A= % +k, k = +/(d/2)?> + m? € N. Se estudiara una parte de su evolucién temporal donde la misma
es primero imaginaria y luego real como se muestra en la Fig. (3.3). La teoria de gravedad dual consiste
en un fondo gravitatorio de constante cosmoldgica negativa, pero la signatura de este espacio pasa de ser
euclidea a ser lorentziana. Dicho de otro modo, la variedad completa es una unién entre un espacio H
(Mop) y uno AdS (M,). Este ejemplo seré suficiente para comprender el comportamiento de la accion S
sobre las fronteras de M;.

Las métricas sobre los espacios My y M; fueron presentadas en las ecuaciones (2.18) y (2.8) respec-
tivamente. Las accién sobre M es

1

A / A/l (@, 60" + mP).
2 M,y

Se tomara la accion sobre My como la acciéon S7 bajo la transformacion ¢ — —ir,

So=p [ etV Igl@00" + ).
Mo
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Suponiendo conocidas las soluciones g y %g,1 que cumplen las ecuaciones de movimiento de cada
espacio, se obtiene la accién completa S como

S=5+51 = —%/ dtc/drddflx\/ 9|0, 0" + m?¥), (3.11)
C

donde la variable temporal compleja t¢ parametriza la curva del formalismo es un caso general. En
este caso,

b —iT para 0,M,
C7 )¢ para O, M;

Exigir que los campos sobre Mj tengan como condicién inicial la misma que las condicion final en la
regiéon M, impone directamente que los campos sean continuos a través de la superficie Sp;

1/1570(7', T, xa) = 1,[)571(15,7’, xa)

01

So1

Reconstruyendo el procedimiento que llevo a la ecuacion (3.2), se puede escribir la acciéon S evaluada
sobre las soluciones clasicas como

&wsfﬂ/ d%¢mwwmw—/ a4/ Tglrn? 8,0 (3.12)
BMO BMI

Ambos espacios tienen términos de borde que corresponden a la frontera conforme ademés de términos
que provienen de las regiones Sp;. Los primeros son similares a los encontrados en (3.6) y se trataran mas
adelante. La accion sobre la superficie Sp; es

1 d—1 r ]
5 /&M drd xz 1 T T'2 (Z’(/)oaTwo — lﬂlat’(/Jl).

Minimizando esta accion respecto de las condiciones iniciales/finales se obtiene

1

Oﬂzémﬂﬂd”1lﬂ“%&%¢ﬁmm

_ d—1 r . .
= /atM drd x 1 T 7“2 (7,37—1[}0 — Zatwl)élbl,
que solo se cumple bajo la condicién

i
01

(0rv0) | = (~idn)

01

es decir, siempre que los momentos conjugados sean continuos al atravesar Sp;.
Todos los ejemplos de este trabajo contemplan casos con campos escalares. Luego, en lugar de usar
las condiciones (??) sobre las superficies S;;, resulta equivalente a pedir

I : Continuidad de los campos.

IT : Continuidad de los momentos conjugados.
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Bajo las condiciones I y II los términos de borde temporales en (3.12) se anulan, de forma que queda
considerar los términos de borde sobre 0,M;

) 1
So+ 81 = +3/ drd® =z (1 + r2)s,ordrbs,o — f/ dtd 1 z(1 4 r*)ps 170005 1, (3.13)
2 Jo, Mo 2 Jo, My

Si bien en la seccién 3.1 se trataron términos similares sobre H, el comportamiento asintético de los
campos sobre el borde conforme de los espacios AdS y H es idéntico*, de forma que se espera de los
mismos la presencia de términos de contacto al igual que en (3.8), que pueden eliminarse de la accion
agregando contra-términos [8]. Las tnicas regiones donde atn puede haber divergencias no controladas
son 9, M (0 M. Para evitar divergencias en estas regiones, la prescripcion pide a las fuentes j de (2.47)
que se anulen suavemente al acercarse a 9, M () 9;M. Con estas fuentes, los campos sobre las regiones
O MM, que son de la forma (3.3), se anulan y también su contribucion de borde en la accién (3.12).

Para una geometria general con n regiones M, se debe insertar la accion definida en (3.11) en (2.47)
para calcular observables de O como

n\ __ \n—1 )
(0") = (—1) {W}woo’ (3.14)

donde queda implicito que se cumplen las condiciones (??) sobre todas las superficies S;;.

Gravedad

Se pedird que a través de las regiones S;; sean continuas tanto la métrica como su momento conjugado®.

Para el ejemplo anterior del campo escalar, la continuidad de la métrica a través de S;; puede com-
probarse directamente de (2.8) y (2.18) dado que dichas superficies se toman a ¢ y 7 constantes.

El momento conjugado de la métrica 7, puede expresarse en funcién de si misma y de la curvatura
extrinseca como

(6%
Tuw = Ko g — K.

La curvatura extrinseca de una superficie normal a un vector n* unitario es

1
ino‘aa(gw — nQany) +90,(n*)(gaw — n*nen,) (3.15)

donde P,, = g — nQn#n,, es la primer forma fundamental de la superficie normal a n# y n? =
nen® = —1 dado que es un vector tipo tiempo.

En coordenadas E-Globales en H y las Globales de AdS, el vector normal unitario es n, = v'1 + r252.
Dado que todas las métricas de este trabajo solo dependen de la direccién radial, puede verse que el
primer término de (3.15) se anula

1
Kuu = iﬁan =

1 0a(guw — n*nun,) = n°0(gu (r) — n®nyu(r)n, (1)) = 0

El calculo explicito del segundo término muestra que también es trivial

4 Esto se vera explicitamente en la seccién 3.3.1, cuando se resuelva el problema de un campo escalar sobre AdS.
5 Aunque el procedimiento es an4logo en su mayor parte, se requiere de la adicién de nuevos contra-términos a la accién
para eliminar términos divergentes que aparecen sobre 8, M [ 9z M.
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)0(—(1+72) + V1+12/1+12) =0

1
0 (n*)(gaw — n*nany) = 0u(n°)(gow + nony,) = 5ﬁar(ﬁ

de forma que cualquier superficie de nivel de ¢ y tau puede unirse con cualquier otra.

Los calculos pueden repetirse para las coordenadas de Poincaré en H y AdS donde n* = 24/. Una
demotracion analoga muestra que el tensor de curvatura extrinseca (3.15) también es idénticamente nulo
para cualquier superficie de nivel temporal y por tanto estas regiones pueden unirse libremente.

3.3. Aplicaciones

El objetivo de este trabajo es encontrar un mapeo entre las fuentes ubicadas sobre las fronteras
conformes euclideas y la consideracion de estados no triviales para obtener elementos de matriz o valores
de expectacion de operadores sobre la teoria de campos dual a un determinado espacio. En funcién de
dicho mapeo se pretende interpretar, dentro de la prescripcion, el rol de estas inserciones. La opinién de
Skenderis y van Rees es que debieran generar estados no triviales para el formalismo In-Out, aunque no
existe adin en la literatura un célculo explicito de la forma de los mismos. En este trabajo se lleva adelante
un calculo de estos objetos. Se vera que para los caminos abiertos estudiados, la insercién de operadores
sobre las regiones euclideas generaréa resultados que pueden interpretarse como estados distintos del vacio,
aunque también se comprueba que estos estados no son estados completamente generales. La insercién
de fuentes en el formalismo Termal ya no tienen la interpretacién de estados finales o iniciales, puesto
que el camino temporal es cerrado. La interpretacion es que las inserciones sobre estas secciones permiten
describir un macro-estado dado por un p general y posiblemente fuera del equilibrio. En ausencia de
fuentes, la contribucion de la seccion vertical puede escribirse como p = e~ #H | es decir, la matriz densidad
de un sistema en equilibrio. Dicho de otro modo, en ausencia de fuentes el estado que describe la seccién
vertical es un estado de equilibrio a temperatura 7 = S~!, mientras que en presencia de fuentes la seccién
sigue representando la matriz densidad de un sistema de particulas, pero fuera del equilibrio.

También es de interés evaluar si la insercién de fuentes j modifican los propagadores de la teoria de
campos. Ninguno de los propagadores de los casos estudiados se ve modificado por la inserciéon de fuentes.
Este resultado es consecuencia de que las acciones estudiadas en este trabajo son cuadraticas, aunque se
muestran argumentos a favor de que este comportamiento no debiera extrapolarse a teorias interactuantes
0 con un mayor nimero de campos.

Comparando las prescripciones presentadas en este trabajo, es interesante notar que al imponer con-
diciones en el borde conforme en la prescripcion GKPW, el problema queda completamente determinado
sin dejar grados de libertad para fijar los estados iniciales y finales desde un enfoque holografico, u os-
cureciendo cémo la informaciéon puesta en el borde conforme define, a la vez, los operadores dentro del
valor de expectacion y los estados iniciales y finales. La prescripcion de Skenderis y van Rees tiene una
ventaja en este aspecto: pareciera natural proponer que los operadores dentro del valor de expectacion
estan solamente relacionados con el/los sectores lorentzianos, mientras que la informacion contenida en
las regiones euclideas se asociaran con los estados iniciales y finales de la teoria de campos.

En esta seccion se calculan la funcién de 1 y 2 puntos de un operador O, dual a un campo escalar 1
de masa m, dual a un operador @ de dimensién conforme A = % +1,1=+/(d/2)?+m? € N en AdS3,
para los formalismos In-Out, In-In y Térmico en una teoria de campos en 2 dimensiones y nuevamente
para el formalismo In-Out pero dentro del parche de Poincaré en AdS441, dual a una teoria de campos
conforme d dimensional.
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' 2

0| X9 M, 0, M, oM, 0 M,
I M h=T M
ty=-T %
oM |72 0 % -
| (b)
(a)

Fig. 3.4: Se muestra el esquema completo del problema a resolver: una seccién euclidea con fuentes arbitrarias
que generan el estado inicial, un sector lorentziano con fuentes donde se da una evolucién temporal y
finalmente una segunda seccién euclidea que define el estado final. Las fuentes ubicadas en los tramos
lorentziano y euclideo se simbolizan con cruces azules y rojas respectivamente. En (a) se muestra el
camino en el plano complejo temporal, mientras que (b) presenta la version holografica del mismo.

3.3.1. Formalismo In-Out

Como se mencioné en el Capitulo 2, el formalismo In-Out representa un experimento de dispersion. En
la Fig. 3.4a se muestra nuevamente el formalismo con la insercién de operadores en los tramos de tiempo
real (imaginario) simbolizado con cruces azules (rojas). En ausencia de operadores sobre las secciones
euclideas, ambos estados inicial y final son el fundamental.

Definida la teoria de campos y el camino en el plano complejo que la representa, el primer paso de
la prescripcién requiere encontrar espacio-tiempos M; duales a cada una de las secciones del camino. Se
tomard un espacio AdSs para la secciéon real M; y regiones de Hjs para las secciones Mgy y Ms como
se puede ver en la Fig. 3.4b. La region inicial M serd la descrita en coordenadas e-globales con 75 < 0
y la final, M, con 7 > 0 . La variedad M; se extiende entre t € [T, T)]. Sobre el borde conforme de
cada M; se imponen condiciones de contorno ;(x). Sobre M; las condiciones de contorno representan
fuentes externas j de la teoria de campos en (2.47). La hipotesis del trabajo es que las condiciones de
contorno sobre My y My determinaran estados iniciales y finales distintos del estado fundamental en la
teoria de campos dual.

Asignado un espacio dual a cada M;, se resuelven las ecuaciones de movimiento en cada regiéon y se
unen las soluciones en un tnico campo pidiendo las condiciones I y II sobre las superficies S;;.

Solucién sobre M

La accion y métrica sobre My son

1 T
Sy = 5/ dt/drd<p\/\g|(6M\I'18“\I/1 +m*07), ds* = —(1 +r?)dt* +
=T

2

r 2
d
1—|—r2+r 14

y la ecuaciéon de movimiento en coordenadas globales
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2 1 2 8t2 830 2
(D—m)\lllz ;&{r(l—f—r)ar}—l_'_ﬂ—l—ﬁ—m \:[11:0

Se propone W (7, t,p) = e*¥~t f(w k, 7) con k € Z, de donde la ecuacioén para para f(w, k, ) resulta

Lo+ 10, + =~ E ) F(lwl, 1kl ) = 0 (3.16)
7"‘ T T 1—'—7"2 ’,"2 m w? 771 - b .

donde se hace explicito que f(Jwl|, |k|,r) solo puede depender de los modulos de k y w puesto que en
(3.16) solo aparecen los cuadrados de estas cantidades. Las soluciones linealmente independientes son

w4+ |kl +1+1 Jw|+ k] —1+1

Pl K1) = Au(1 72 3R (e, B s bl =)
w — |kl +1+1 — |kl =1+1
+A2(1+r2)%~ "f‘F('wl |£+ + ,|w| |£ + 1+ |kl =), (3.17)

conl=+/1+4+m?2, Ay y Ay constantes arbitrarias y F(a, b; ¢; ) la funciéon hipergeométrica. La solucion
debe ser regular dentro de la variedad, de forma que expandiendo alrededor de 7 ~ 0, se obtiene

Flwl, &l r) ~ Ay (40 Agr =Rl 4., (3.18)

de donde la regularidad del campo exige As = 0.
En el limite r — oo,

I+ k) —1)!
F(lwl, K], ) ~ Ay (F(Iw|+|l;(+l+1|)1|ﬂ)((w+)2k|+z+1))

[ a|wl, k], 1) {log(r?) + B(lwl, [k|, )} + - +r~ "+ ...] (3.19)

donde se definen

(Iw|+\k\71+1)l(|w|7\k|71+1)l ol + 1Bl 4141 ol el — 1
a(|wl, k], 1) = 2 o 2 o Bwl|, k|, 1) = — % e |w| ‘2|
(3.20)
donde (a), = F(Fa(z)") son los Simbolos de Pochhammer y £(z) = ‘“%5(5”) es la funcién Digamma.

La constante A; queda determinada al pedir que sobre la distancia de corte R¢, el campo tenga el
comportamiento asintotico

\III(RCa t7 (p) = ’(/11 (RC7 t7 SO) = R61+lwl (ta @)7

donde 1 (¢, @) es la fuente insertada sobre el borde conforme de M. Esto fuerza

T(1+ [k —1)!
P(\w|+\k2|+l+1)P(—|w|+|2k\+z+1) )

Ay = 1 (Re,w, k) (3.21)
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definida v, (R¢,w, k) como la transformada de Fourier de ¢ (R, T, ¢). Con esta eleccion, una solucion
para el campo ¥, es

1 . !’ . !
\I’l(’r7 ta QD) = 7T 2 Z / dw elk(tp*tp )it )¢1 (R07 tlv QO/)]C(T, w, k)? (322)
471'2 keZ
con
_ Sl |kl r)
k) = o, 6, Ro)

A diferencia de lo que sucede en H, esto no agota las posibles soluciones para el campo. El factor
1—1( ‘w|+‘k‘+l+1 )F( 7|w\+|k|+l+1 )
2 2

en el denominador de (3.19) es divergente siempre que

w=wy i =+2n+ [k +1+1), neN (3.23)

Para w = wff‘k', el término proporcional a r~'*! no aparece en la expansién (3.19), de forma que la
soluciéon decae como '~ en el limite 7 — oo. Cualquier combinacién lineal de estas soluciones, denomi-
nados modos normalizables en la bibliografia, puede agregarse a (3.22) sin modificar el comportamiento
asintético de campo cerca del borde conforme. Por conveniencia al unir las soluciones sobre Sp1 v Si2
imponiendo las condiciones I y II se notaran los modos normalizables como
—iwT  ttike 4
e nlkl g(wn‘k‘,|k|,r)7

habiendo definido

9(W$k|>|k|,7“) = fwilk‘dw/Cl(r,w,k)

~ T a(wl kLD §x dwB(w, LD+ (3.24)

-1 .
~ T (W p)s k], D4mi + ...,
donde los contornos en las integrales estan definidos en sentido anti-horario y horario para las fre-
cuencias negativas y positivas respectivamente, de forma que g(w:‘k‘, |k|,r) = Q(W;\kp |k|, 7).
Con esta notacion, la solucién més general para el campo sobre M es

1 . ’ . ’
\111(7"7 t7 QD) = m Z / dw elk(tp_tp Jmiw(t—t ),(/)1 (ROa t/a QD/)ICI (T, W, k)+
keZ

—iw® i
YN N Qb e (W k], 7),  (3.25)

+ neNkeZ

donde ka son coeficientes arbitrarios.

Ademas de estos coeficientes, atn existe una indeterminacion en la expresion (3.25) respecto de como
tomar la integral en w en el primer término. En la Fig. 3.5a puede verse que el camino de integracion
atraviesa infinitos polos ubicados en w = wf‘ E La integral debe calcularse usando el Teorema de Residuos,
para lo cual es necesario definir un camino de integracién sobre el plano complejo de w. El camino natural
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w=2n+k|+/+1

w=—2n+lkl+I+1)
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Fig. 3.5: En (a) se muestran los polos (3.23) en el plano complejo w. En (b) se muestra el camino de Feynman,
mientras que (¢) muestra otro camino posible que se conecta con el primero mediante un nimero finito
de polos que pueden reabsorberse en una nueva definiciéon de los coeficientes C’:fk.

sobre el cual definir la integral es el camino de Feynman, que se muestra en la Fig. 3.5b. La integral tomada
sobre cualquier otro camino, como el que se muestra en la Fig. 3.5c, difiere de la elegida en un nimero
finito de residuos que tienen la misma forma que los modos normalizables definidos en (3.24). De esta
forma, cualquier cambio de camino de integracién puede absorberse en una redefinicion de las constantes
arbitrarias ka. Se escribe, finalmente, la solucion como

1 . / . ’
\Ill(r7 t, Sp) = 4771_2 Z /]: dwdt/dgo/ etk(p—p')—iw(t—t )1111 (R07 tl, <,0/)/C1 (,’,,w’ k)+

keZ
—iwE 4
ZZZCﬁ%e nwwkwg(wj|kl,|k|,r), (3.26)

+ neNkezZ

donde el subindice F indica que se toma el camino de integracién de la Fig. 3.5b y los coeficientes
arbitrarios Crfk son los coeficientes arbitrarios para este camino y que se fijaran al imponer las condiciones
Iy II sobre Sp; v Sia.

Soluciones sobre Mg y Ms

Renormalizacién Holografica en Coordenadas E-Globales

Antes de resolver las ecuaciones de movimiento para las regiones Mg y Mo, es necesario hacer algunas
consideraciones acerca del proceso de renormalizacion holografica en coordenadas e-globales.

En la mayor parte de la bibliografia se realiza la renormalizaciéon holografica en coordenadas de
Poincaré o Globales para el espacio H, donde existe una tnica coordenada radial (z y p respectivamente)
que parametriza el borde conforme. Este trabajo requiere una renormalizacién en coordenadas e-globales
donde la coordenada radial r no cubre completamente el borde conforme, como puede verse en la Fig.
3.6.
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T=+00

T=—00

(a) (b) (c)

Fig. 3.6: Se compara la forma de poner una distancia de corte en coordenadas globales para H, definida como
una superficie de nivel p = po (a), con las superficies de nivel encontradas en el seccién 2.1.2 para las
coordenadas r (b) y 7 (c).

A partir de la Fig. 3.6b, se puede ver que las superficies r constante no cubren los puntos 7 = +oo.
Atun asi, la renormalizacién holografica es valida usando las superficies de nivel de 7.

Para comprobar esto debe mostrarse que la accién evaluada sobre las soluciones clasicas no diverge en
T = F00. Si no fuese asi, la accion renormalizada seria atn divergente, lo que impediria obtener observables
finitos. Para comprobar esto, se debe considerar que el comportamiento asintético de los campos para
T — 400 es e*¥7. Con este comportamiento, pedir que los campos no presenten singularidades en el
espacio, fuerza a los campos a anularse en ambos puntos y por tanto también se anula el término de
borde en 7 — +o0.

Por otro lado, recordando que la insercién de fuentes sobre la frontera conforme se aplican sobre una
superficie r constante y que esta no contiene a los puntos 7 = 400, es necesario estudiar si esto no
limita el espectro de estados que se pueden considerar dentro de la teoria de campos dual. Utilizando un
argumento analogo al que se usa en [11] para llegar a la expresion 2.23, puede demostrarse que un estado
de una teoria de campos que evoluciona sin interactuar desde 7 = —o0, o hasta 7 = +o0, solo puede
ser proporcional al estado fundamental de la teoria. De esta forma, estos puntos resultan prescindibles
para generar estados excitados de la teoria de campos. En consecuencia, la renormalizaciéon holografica
utilizando superficies de nivel de r es véilida ain al insertar operadores sobre I Mg y dMs.

Soluciones sobre Mgy y Ma

En esta seccién se mostrard en detalle como construir la solucién del campo para Mg con condiciones
de contorno () sobre el borde conforme. La solucién para Ms se puede construir de forma anéloga.
La accion y métrica para Mg son

dr?

2, 2
1+r2+r dip

. 0
S = %/ dT/drdgo\/|g\(8H\IJ8“\I’ +mW?),  ds® = (1+17)dr? +
—00

y la ecuacién de movimiento en coordenadas e-globales
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2 1 2 o7 9; 2
(O—m*)¥y = ;&{r(l—i—r )0} + 32 +r—2—m Ty =0.

Se propone W (r,t, @) = e*?T@T h(w k,r) con k € Z. Notar que se propone una expansién en ondas
planas para 7. La ecuacién para h(w, k,r) es

w> [k

(iar{m T T L m2> h(wl, [kl ) = 0. (3.27)

Esta esta ecuacion diferencial puede trasformarse en (3.16), bajo la transformacién w — iw. Las
soluciones son también las mismas definidas en (3.17) pero bajo la misma transformacion

—ilw| + k| +14+1 —i|w|+ k| —1+1
2 ’ 2

—ilw]

h(|w|’ |k‘,7’) = f(_i|w|u |k|77’) = A1(1—|—7"2) 2 r‘k\F(

s 11Kk —TQ),

donde se ha descartado la segunda soluciéon al pedir regularidad en el interior de M.
El comportamiento asintético en el limite r — oo es

f(_i|w|a |/€|,7“) ~ [Tﬁlila(_“wlv k, l) {10g(7’2) + ﬁ(_i|w|v k, l)} +oee Tt r71+l +.. ] )
donde las funciones « y § fueron definidas en (3.20). Una diferencia entre esta solucién y la encontrada
para M, es que los polos de la solucion ya no estan sobre el eje real, si no en los puntos w = +i(2n+|k|+
I+ 1), como muestra la Fig. (3.7). Como consecuencia de esto, puede deducirse que no habra necesidad

de definir arbitrariamente un camino de integraciéon, como si tuvo que hacerse en la seccién anterior.
Para imponer las condiciones de contorno vy (x) sobre el borde conforme, se define la funcién

f(fi‘wh |k|,7“)
f(=ilwl, K], Ro)

de forma que una solucién para el campo ¥, puede escribirse

Ko(r, |wl, [K]) =

1 ) —o ) +iw(r—1"
Wo(r, 7, ¢) = EZ/CM@M(W POy (Ro, 1, ") Ko (7wl [k, (3.28)
keZ

que cumple Wo(Ro,7,¢) = Ry e (7, ).

Sin embargo, la solucién (3.28) no es la mas general posible para M. Si sobre el borde conforme se
exigen condiciones de contorno de Dirichlet, puede comprobarse que la ecuacion (3.27) admite soluciones
del tipo

leO(Tv T, 410) = eikLpJFWT f(‘w‘7 ‘k-|77:)

Como se mostro en la seccion anterior, para w = £(2n + |k| + [ 4 1) estas soluciones se anulan sobre
el borde conforme, pero debido a la dependencia exponencial en 7, divergen en 7 — +o00.
Para My, 7 € (—oo, —T] de forma que la soluciéon
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w )
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/// \\\
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t>0 \ 7<0 /
N\ N \ ///
\‘ ) /
(a) (b)

Fig. 3.7: En la figura se comparan los caminos de las integrales sobre el plano complejo w para el caso de M; , de
signatura lorenztiana y Mo 0 Mo, de signatura euclidea. En la primera, (a), es necesario correr los polos
fuera del eje real. La configuracion elegida, entre las infinitas, determina el propagador de la teoria. Para
el caso euclideo, (b), la integral esta definida sobre el eje real y solo usa el teorema de residuos (la linea
azul es mas clara) para expandir la solucién en la misma base que M. El hecho de que se inviertan los
signos entre las imagenes para los que se cierra por arriba y abajo es porque las soluciones lorentzianas

o e”™*' mientras que en signatura euclidea o e™".

]. . _T/ ’L _ /
Wo(r,7,¢) = HZ/dwdT’d@'er Fk=Dap0 (17, ") Ko (1, ), | &)
keZ

+ 30N Lape TR g, kL), (3.29)
neENkeZ

que contiene una combinacion lineal con coeficientes arbitrarios I, solamente con los modos normali-
zables que se anulan en el limite 7 — —oo, ademés de cumplir las condiciones de contorno Wy (Ry, 7, ¢) =

R()_l-H’(/)O (T7 %0)
Para Ms, donde 7 € [T,0), una construccion anéloga lleva a que la solucion mas general puede
escribirse

1 . ’ . ’
La(r,7,0) = 1 > / dwdr'dg' €T FRC=) o (7 SNy (r, |w), |K])
keZ

+ Z Z Fnkeiwn‘k‘T+ik¢g(wn|klv |k|7 7”), (330)
neNkeZ

donde F;,; son coeficientes arbitrarios.
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Si My o My hubiesen comprendido 7 € (—00,0), la necesidad de que el campo sea regular en el
interior de la variedad hubiese hecho que la adicion de estas soluciones no fuesen aceptables. Esto recupera
el resultado obtenido en la seccién 3.1 de que para el espacio H la solucién es tinica.

Continuidad de los campos y sus momentos conjugados

La prescripcién indica que se deben unir estas soluciones en una tinica soluciéon que cumpla las condi-
ciones de borde en cada regién por separado y que cumpla las condiciones I y II en las regiones Sp; y S12-
Es importante recordar que para evitar divergencias en la accion, la prescripcion indica que las funciones
; deben anularse suavemente al acercarse a las regiones S;;. Esto permitird escribir los campos sobre
estas hiper-superficies de forma que facilite imponer la continuidad de los campos y de sus momentos
conjugados.

Considérese la solucién (3.26) de M, sobre Sp1, es decir, se evalia el campo en ¢t = —T. Si la fuente
1P1 se anula suavemente al acercarse a Sgi, esto equivale a decir que t' > —T, donde ¢’ es la variable sobre
la que se integra en el primer término de (3.26). El mismo razonamiento para Spa, restringe el dominio
at € (=T,T). En estas condiciones, sobre Sy la diferencia t —t' = —T —t/ = —(T'+t') < O en la
exponencial imaginaria del primer término de (3.26), de forma que puede calcularse la integral

/}_dw t,:,iu.z(T-‘rt’)wl(RO’t/7 QDI)IC1(7’70J, k‘) _ Z ¢1(R0,t/, @')eiw;‘kl(TH )g(wrjlkl’ |/€|7T),
neN

tomando los polos negativos de la Fig. 3.5b. Definiendo

~ i iwi ’ 4~
V1 (Ro, wijy k) = / dt'dp' 1 (Ro, ', )e™H o = R (i k), (3.31)

se puede escribir (3.26) sobre Sp1 como

1 - . , )
Uy (r,—T,¢) = Z Z [(an + @wl (R07w;\k|7 k)> e~ Wnin T 4 C:kewn\k\T ezk“"g(wnw, k|, ),
neNkeZ ( )
3.32

—w:‘kl = wy k|- Un argumento similar

nlk| —
sobre Sy muestra que solo las frecuencias positivas contribuyen en la integral del primer término de
(3.26), de forma que

donde se us6 explicitamente en las exponenciales que w

_ 1 - » ,
LT =) [C' + (C:k + W%(Ro’wim) e '} Mg K], 7). (3.33)
neNkeZ

Expresiones similares pueden encontrarse para el momento conjugado del campo (3.26), asi como
también para los campos (3.29) y (3.30) y sus momentos conjugados sobre Sp; y S12. Para la region M,
por ejemplo, evaluar el campo en 7 = 0 permite hacer la integral en el primer término de (3.29) mediante
el teorema de residuos tomando los polos positivos de la Fig. 3.7b, de donde

[ dwet oo o, ) = 3 e g, )
neN
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Se define entonces

0
wO(ROawn\kh k) = / d’r//dcplewnlk“— ¢0(R077/, 901) = Réile(wnW\vk)a (334)
para escribir el campo sobre Sp; como
7” 07 90 Z Z |: 1110 ROa Wn\k| k) Tk 4 Inkewnlkw eikvg(wn|k|v |k|7 T)' (335)
neN kezZ

Por la ortogonalidad de las ondas planas y de las funciones g(wpx|, |k[,7), las condiciones I y II para
el formalismo In-Out

\IJO(rvoa(p) = \1’1(7“7 _T7 90) \Ijl(Ta T7 90) = \112(76’0790)
(3.36)
0:Vo(r, 7, ) = —i0y U1 (r,t,p) —i0y U1 (r,t, ) =0, Uq(r,7,p)
7=0 t=—T t=T 7=0
forman el sistema de ecuaciones lineales
Yo+ Ing = CFe™T 4+ (Cp + by e ™7 (CH A+ P7)e T + Co el = Fop 4 1o
. . (3.37)
Yo — I = CpeT — (Cr + 97 e 7T (Ch N )e T — CreT = Fop — 1y,

donde w = wyy en las exponenciales, se omite la dependencia en wyy y k de las condiciones de

contorno o v ) por claridad y se define wl segin se trate de la transformada de Fourier de v con
n‘ k| €n la exponencial.
La solucion del sistema (3.37) es

C:k ﬁe‘”%o I = #e—iTwwlf + ﬁe—QiTUJ,&z
(3.38)
C',:k; = ﬁeilTw’lljz Fnk = # 72Tw’l/11 3;2 6721Tww0

Estos coeficientes hacen que los campos ¥;, ademéas de cumplir las ecuaciones de movimiento en cada
region M, y las condiciones de contorno sobre dM;, sean continuos y suaves al atravesar las regiones
S;;. Este resultado muestra que un dato inicial/final no trivial es una funcién lineal de los campos
en las fronteras euclideas del espacio-tiempo. Méas atn, muestra que no toda la informacion insertada
sobre estas fronteras es relevante, si no que solamente contribuyen los modos normalizables de la teoria
gravitatoria. Este comportamiento se repite para todas los casos estudiados y constituye uno de los
principales resultados del presente trabajo.

Funciones de Correlacion de O

El siguiente paso de la prescripcion es obtener las acciones evaluadas sobre las soluciones ¥;. La accién
completa para la variedad Mg en el formalismo In-Out comprende 3 similares a los que se presentan en
(3.13),
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. 0 T

1

S=5y+51+85 = % / dTod(pQ(l + 7'2)\1/01"&\1!0 — 5 / dtld(pl(l + r2)\1117‘8r\1ﬁ+
—00 =T

o )
%/ dradpo(1 4 1) Word, Uy = -5 / dtedp(1 4 r?)0rd, ¥
0 C

donde el camino C en este caso corresponde al formalismo In-Out y se define

—T — i1y sobre My
te = t sobre My (3.39)
T —im sobre Mo

Debido a la linealidad del problema, la contribucién de cada uno de estos términos a los observables
calculados usando (3.14) se calculan de forma independiente. Entonces, en lugar de reemplazar las solu-
ciones de los campos en las acciones .S; directamente, conviene estudiar cada factor en la expresién por
separado.

Comenzando por Sp, puede verse que el factor U; que no esta derivado es el campo evaluado sobre el
borde que, por construccion, tiende a 9 (Ry, t, ¢) para r — Ry. El factor 70, V1 |,—p, debe estudiarse con
mas detalle y puede escribirse

1 3 — ) —iw(t—t’
rd U, e =13 Z/}_dwdt'dg@’ etkle=) ==y, (Ro, t', @) {10 K1 (1, w, k) }re iy +
keZ

—jw® i
Y NS O TR0, g (W KL b= R,- (3.40)

+ neNkezZ

El comportamiento de rd,KCq(r,w, k)|r=g, en el limite Ry — oo es

10Ky (r,w, k) ~{(=1) 4.} + Ry 2w, [k, D B(w, k|, 1) + ...}, (3.41)

T:RQ

Donde los corchetes contienen dos series de potencias enteras de k. El primer grupo de corchetes
contiene los términos de contacto descritos en la seccién 3.1 y pueden removerse de la accién mediante
la adicién de contra-términos.

El comportamiento asintotico de r@,«g(witl k) |k|,7)|r=R, es similar. Usando la definicion (3.24) puede
calcularse

T@,.g(wflkl,w,r)‘ = dwrdKa(rw, k) ~ (=1 = D)+ )+ By {milawn KD + )
= Wk

(3.42)

En estas condiciones, todas las cantidades ya fueron evaluadas sobre la distancia de corte Ry y ya no
queda ninguna dependencia en la variable . Debe mantenerse presente que los coeficientes de los modos
normalizables ka, I.; v Fyi obtenidos en (3.38) dependen linealmente de las fuentes v;(Ry,t/T,¢) =
Ralﬂwi(t/ﬂ ). Los términos del campo que contienen integrales sobre w en los campos, como el primer
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término de (3.26), son proporcionales a las fuentes por construccion y también tienen una dependencia
Ry 1 Tgnorando los términos de contacto, la expresion (3.40) puede escribirse

’1"87.\1/1

— R
T:Ro

21?2 /f dwdt'dg’ M=) =i =0)y (Ro 1 Vo, [k, D)B(w, [k, 1)
keZ

23l ) _ . _ ) .
W ||t R, N k —iwn |kt R, n k —iTwy |k +ike k.l 10) R*l
+TT HEEN];EZ (e o (Ro, wni, k) + e Vo (Ro, wnk, k)) € (W k)s [k, 1) +O(Ry ) |

o individualizando la contribucién de cada v;

0 W, = Ry%

r=Rp

/dt/dw,%(Rov Pt @) + DD do(Ro, wik, k)Pol(wnk, k)

neN kez
+1p2(Ro, Wk, k) P2 (wnk, k)], (3.43)

donde se definen las funciones P;, cuya forma se estudiard mas adelante.

Antes de estudiar los términos Sy y Ss, se mostrara que solo los términos de orden R~ en la expansion
de todas las acciones contribuyen a la funciéon de 1 punto en el limite Ry — oo. Para mostrar esto, se
considera la contribucion de S; en (3.14). Usando la expansion (3.43) y recordando que debe tomarse la
derivada funcional respecto de la fuente regularizada ¥ (Ro,t,p) = Rh ‘41 (t, ¢)®, se obtiene

1 2
55, _ pll_ss, _ gt 5(—5 Jop aa, dtrdpr (14r )qzlrappl)
01 (L) 0 641 (Ro,t,p) 0 0o (Ro,t,p)

= 3Ry srmaay Jo,m, dtider Rivo(Ro,t,¢)rd, Uy =

= — 3Ry M s Jo, m, didern (Ro, t o) [ [ di'dgldn (Ro, t', @ )Pi(t, ')
+ 2 nen kez Yo(Ro, wnk, k)Po(Wnk, k) + P2(Ro, Wak, k) Pa(wnk, k)]
= —iR; 2 [ dt'de' 1 (Ro, t', @ )PL(t, @) + X nen Sorez Yo(Ro, wnk, k) Po(wnk, k)
+2(Ro, wnk, k) Pa(wnk, k)]
Ahora bien, cada una de las fuentes 1; estd regularizada con Ré_l, lo que elimina exactamente el
factor Ryt dando como resultado una contribucién finita al tomar el limite Ry — co. Como se queria

demostrar, los érdenes siguientes de (3.40) son al menos O(R, 1) y se anulan si Ry — oo, de forma que
no seré necesario considerarlos. Finalmente, la contribucién de S; a la funcién de 1 punto resulta

6 Este procedimiento se llevd a cabo en (3.7).
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—/dt’dap'wl(t',gp’)P1(t,g0, ') ZZ% Wnk, k)Po(t, 05 wnk, k)

neNkEZ

+ Z Z VYo (wnk, k) Pa(t, ©; Wk, k)

neNkeZ

Para el calculo de las contribuciones de Sy y S2, conviene considerar que la relacion (3.14) indica que
para obtener funciones de correlacién del operador O se debe tomar la derivada funcional respecto de
¥1(Ro,t, ), de forma que los términos independientes de dicha fuente pueden ignorarse. Considerando
So, se puede ver que

So = %far/vto dT()d(po(l + Tg)\IJQTBT\IIO

Q

%REQHQdeod%%(Roﬂ'o#P) [[ dr'de’o(Ro, 7', ") Qo(7,¢')

3 nen ez LS dtrdpreminieti=ther RiThy (11, 01) Q1 (Wi, k) + P2(Ro, wak, k) Qo (wnk, k) }]

donde se usé que 79, ¥, puede escribirse de forma andloga a la expansion (3.42) con funciones Q; que
se estudiaran mas adelante. En la dltima expresién, solo uno de los términos es proporcional a la fuente
de la region My, de forma que las contribuciones de Sy y S3 a (O) son

ZZ (Po(wnk, k) Q1 (t, @3 Wik, k) + Pa(wnk, k)R1 (t, 05w, K))

neN kEZ

habiendo definido R; como los factores que acompafian al término proporcional a 1 (t1,p1) en So.
Queda estudiar la forma de las funciones P;, Q1 y Rq. Estas contribuciones cumplen las relaciones

ZnGN ZkGZ 1;0 (wnkra k) Ql (t7 @ Wnk, k) = ZnGN ZkGZ 1;0 (wnka k)PO <t7 @ Wnk, k)

ZnEN ZkEZ 11[;2 (wnka k)Rl (t7 P Wnk, k) = ZnEN ZkEZ 1;2 (wnky k)PQ (t7 P Wnk, k)

y tienen la forma

V1t @ VPilt, 03t @) = gk Sopen [r dwibr (', @ )e TR 0w, K], 1) B(w, |k, 1)
Yo (Wnk, K)Po(t, @3wnk, k) = 2 [ drodpoto(To, po)enikl (o= e=iwninittikle—eo) o (w,, 11, |, 1)

V2 (Wnk, K)Pa(t, 03 wnk, k) =L [ dradipatpa (12, 2 )e™wrnikl (T2 HT) g =twniutikle=2) o (w1 (K], D).

Los factores (19 —iT) = i(—=T —i19) y (12 +4T) = i(T — i72) en las exponenciales reales reconstruyen
te definido en (3.39) que es el que parametriza la curva en la Fig. 3.4a. . Volviendo sobre esta variable,
se reabsorbe el factor —i que aparecia entre las acciones lorenztianas y euclideas y sus contribuciones se
suman.

Finalmente, usando (3.14), la funcién de 1 punto para estados no triviales |i) y |f) puede escribirse
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(flot o) = 5528

she Yen [ dwdt'dig/ (1, e =ik o= w, K], ) (e, K], 1) (3.44)

Jr%l ZneN ZkEZ {io(wnka k)eiw"‘klt + 1/_)2(wnka k)eiiwn‘k‘t} eikwa(wn|k|’ |k|v l)'
donde se redefinieron 1y y 12 como

0
Folwnes k) = —i / ar' / dg! i1 =T (77, ) = / dte / dg' e emite iy (e, o)
—00 Mo

T wmps K) = —i / dr' / dg! e T T (1 ) = / dte / dg' e e gy (10, ),
0 Mo

redefiniciénes similares no seran necesarias en los ejemplos de aplicacién en los formalismos In-In y
Térmico puesto que las regiones euclideas tienen componente real nula.

El resultado (3.44) muestra que incluso en ausencia de fuentes sobre 9, M, la funcién de 1 punto es
no nula debido a las contribuciones de las regiones Mg y Moy, como se espera de un valor de expectacion
entre estados no triviales.

La funcién de 2 puntos (f|O(z)O(y)|i) calculada a partir de (3.14) es

O@OW) = 505 3 [ duwe 1K 0, ], D)3 1.1
T kez’F
. ’ 3.45
= 3t feos({t, — )1 — i) —cos(, — gt 4

que es el mismo resultado que obtienen los autores Skenderis y van Rees en [8] para la funcion de 2
puntos de O entre estados de vacio. Demostrar que (3.45) es equivalente a (2.36) para comprobar que
la prescripcion permite obtener correctamente los propagadores de una teoria conforme requiere de un
cambio de coordenadas que se realiza en el Apéndice B.

El célculo de la funcién de 2 puntos para O arroja el mismo resultado independientemente de la
presencia o no de fuentes ¥ (wnk, k) ¥ Vo2 (wni, k). Esto es porque el tnico término proporcional a vy (¢, )
en la la funcién de 1 punto es el que aparece en el segundo renglon de la expresion (3.44). Esta pérdida
de informacion en las funciones de n puntos con n > 1 se origina al haber tomado acciones cuadraticas
en los campos, como se explica a continuacion.

De forma general, el calculo de una funcién generatriz Z a partir de una accién cuadratica en el
campos 1 hace que todas las funciones de n puntos con n > 2 sean nulas. Esto es, cualquier teoria con
acciéon cuadratica es una teoria sin interacciones que se propaga libre en el espacio. Segin la ecuacion
(2.43) las funciones generatrices de las teorias de campos y gravitatoria son iguales. Luego, las funciones
de n puntos de O y v estaran relacionadas. Concretamente, si ¢ tiene una acciéon cuadrética y libre,
entonces cualquier funcién de j puntos, con j > 2 de O también sera nula.
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De haber considerado un estado inicial y final iguales en (3.44), una condicién necesaria para un
valor de expectacion es que el mismo debe ser real. El término con la integral se anula al tomar el limite
Y1 — 0y considerando la ortogonalidad de las ondas planas y de las funciones a(wy,x|, |kl ), la condiciéon
de realidad exige

{J)O(wnkv k)eiw"‘k‘t + 7/;2("‘)71167 k)eiiwn‘k‘t} - {d—)(];(wnkv 7k)eiiwn‘klt + i;(wnka 7k)6iwn"k‘t} ’

que solo se cumple si

Do (Wnk, k) = Db (wWnk, —k)

o equivalentemente

o(—7,9) = Vi(7, ),
donde el signo relativo entre las variables 7 proviene de que g esta definida para 7 < 0, mientras que
1o estd definida para 7 > 0.
Una propuesta natural para los estados del espacio de la teoria de campos dual que pueden alcanzarse
con este método es

loy2) = e?2Mor2 O¥%2 o)

que se desprende euristicamente de la formula (3.10). Los resultados encontrados en este trabajo son
consistentes con esta expresién y, como se dijo anteriormente, muestran que solo los estados asociados
con excitaciones escalares en la teoria gravitatoria dual son relevantes.

3.3.2. Formalismo In-In

El formalismo In-In, mostrado en la Fig. (3.8a), difiere con el In-Out en que posee 2 secciones de
signatura lorentziana que forman un camino cerrado en el tiempo del tipo de Schwinger-Keldysh. Se
asigna a cada tramo horizontal una variedad AdSs; (cuyos tiempos fluyen en direccién opuesta) y a
cada tramo vertical media esfera Hj, como se muestra en la Fig. (3.8b), donde también se define la
nomenclatura que se usara para esta seccion.

Como se describio en la seccidn 2.2.2, este formalismo tiene una matriz 2 x 2 de correladores que
proviene de la duplicacién de los grados de libertad al tomar una curva cerrada en el tiempo. Desde
la dualidad, la duplicacién de los grados de libertad se realiza considerando los campos ¥, y W5 como
grados de libertad independientes, ademés de imponer condiciones de contorno v y 12 sobre los bordes
conformes de 0,M; y 0,.M> también independientes una de otra. Luego, las distintas funciones de 2
puntos de la teoria se obtienen tomando la derivada funcional respecto de las fuentes 1, y 12 en distintos
ordenes como se muestra en (2.31).

Para tener en cuenta dentro de la prescripcion la regiéon M, donde el tiempo va en sentido inverso
se puede definir, por ejemplo

—i70 sobreMy 19 € (—00, 0]
, t1 sobreM; t; € [0,7]
€ T, 27

2T —ty sobreMy tg €
—iT sobreMsz 13 € [0, 00)
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Fig. 3.8: Se muestra como se construye la interpretacion holografica del camino In-In. Cada tramo vertical y
horizontal de (a) se asocia con una secciéon de Hs y AdSs respectivamente en (b). Las regiones M; tienen
frontera conforme 9,M; y se unen a otras en las superficies S;.

de forma que la accién para este formalismo se escribe

0

. 1 T
S = SO -+ Sl + SQ + Sg = % / dTongo(l + T2)\I’0T(9T\I/0 - 5/ dtldgﬁl(l + T2)\I/17’8T\I/1
0

— 00

+ 5/ dtQQDQ(l + TQ)\IIQT(?T\I/Q + 5 / dngg&g(l + 1"2)\1/37’37~\I’3
T 0
Este cambio de signo al atravesar la superficie S5 afecta la condiciéon I1, dado que la derivada temporal
de un lado adquiere un signo relativo respecto del otro. Lo mismo sucede en Sz3, se pedira continuidad
de los campos y del momento conjugado, pero a este ultimo se le agrega un signo negativo del lado
lorenztiano. Las condiciones de contorno sobre S1o y Soz son

U, =0y U, = U3
Si12 Si12 Sas Sa3
(3.46)
KV =0,V iUy =0,Us| |
Si12 Si12 Sas Sas
mientras que las condiciones de contorno sobre Sy; son idénticas a las de la seccién anterior
Uyl =",
So1 So1
(3.47)
0- ¥ = —10; ¥
01
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Dado que las variedades son las mismas en este formalismo que en la seccion 3.3.1, la construcciéon de
las soluciones para los campos es analoga al procedimiento llevado a cabo en dicha seccién. Las soluciones
sobre M7 y M5 son

\111/2(7“ t1/2,901/2) 12 Z/ dw/dt /d(ple—zw(tl/z ) +ik(p1/2— w)w (t 90) (w, \k| ")
keZ
iw ik
+ZZZCI/27LI€6 "Wt—’— v ( n\k:\ |k| ) (348)

+ neNkezZ

y las de My y M3 como

\110/3(7“ T0/3,<p0/3 P} Z/dW/dt /dwleiw(m/g_TI)J'_M(SDO/S'_W)wo/g(T/,(p/)f(—iw,|k’|77’)
keZ

-+ Z Z Cg/gmkeiw"“‘"T0/3+ikwo/3g(wn|k|» |k|7 7”), (349)

neNkEZ

donde los coeficientes han sido renombrados Cj.,j, donde i indica la regién a la que pertenecen y el
signo £ de las exponenciales reales en 7 del segundo renglén en (3.49) corresponde a las variedades M,
y M3 respectivamente.

Aligual que en la seccion 3.3.1, antes de imponer las condiciones de contorno (3.46) y (3.47), conviene
notar que cerca de las superficies S;; las integrales sobre w en (3.48) y (3.49) pueden realizarse dependiendo
si S;; estd ubicada antes o después de las fuentes para obtener expresiones analogas a (3.32), (3.33) y
(3.35). El sistema de ecuaciones (3.46) y (3.47) determina los coeficientes de las soluciones como

Cf = 7 ¥s Croe = b (—e oM T + i)
Conr = 1ox ( Py + e’2wn\le¢E> Conk = T2 (e*wwanWE + ] — 1&2—) (3.50)
C(];nk = ﬁ ('J]; - e—i?wn“c‘T,(Z;r + ’JJE) C3;nk = ﬁ (djE + 1;; - ei2wn‘k|T1;27>

donde
~ ~ i iwi ’ 1~
D3y = 1 /2(Roywiyyy k) = / dt'd'y jo(Ro, ', @ )e ™o Tt = RETIOE (Wi K),
_ _ 0 ’
Yo = o (Ro, Wy k|, k) :/ dT'/d<P’€w"““‘T Yo(Ro, ™', ¢") = Ry o (wi)s k)

U3 = P3(Ro, wy k), k) = / dT'/d¢/€7w"‘k'7/¢3(30,7/,@l) = Ry " P3(wnk)s k)
0

Repitiendo el procedimiento de la seccion anterior, puede calcularse la contribucién de 5 sobre la
funcién de 1 punto en M,



3. Prescripciones y Aplicaciones 58

2l —iw —t2)— % —¢’
- Z Z/dt/dga’zbg(t/,cp’)e (2T —t2)—t1)+ik(p—¢ )O‘(wn\kh k|, 1). (3.51)
neNkEEZ

Se observa que el factor que aparece en la exponencial es 2T —ty = t¢, de forma que (2T —t2) —t1 = Ay
es el intervalo temporal entre la insercion de la fuente 12 (¢, ¢’) y el tiempo de observacion t;. Con esta
interpretacion, el factor e~*2“T no genera problemas al tomar el limite 7' — co.

La funcién de 1 punto sobre M resulta

Ot =525

= 5bs Yen [r dwdt dp'y (¢, e Wt ¥ k=D o (w, k], 1) B(w, k], 1)
(3.52)

F2EY v Yokez W0 Wk, keIt 4 by (wng, k)e kit e a(wn ), K], 1)

FAY v Yokez [ At dg'Po(t @I)e_iw"““‘A‘Hk(“a_w/)a(wmm, |E[,1).

Nuevamente, cualquier insercién de fuentes en otras regiones se pierde al calcular funciones de 2 puntos
a causa de haber considerado teorias libres.

Otra observacion acerca de (3.50) es que los coeficientes Czi;nk son proporcionales a la fuente sobre la
misma variedad 12 (¢, ¢’) y que esto no ocurre para ningtn otro coeficiente. Un poco de analisis muestra
que estos términos contribuyen al propagador sobre la region My dado que aportan términos cuadraticos
en 19 a la accion Sy. Para interpretar esto, se debe regresar a la solucion para el campo (3.25), donde
aun no se habia definido el camino de integracién de Feynman para la integral sobre w. La eleccién de
un camino de integracién particular es, en principio, arbitraria. Sin embargo, la eleccién de un camino
determinado modifica también las ecuaciones que resultan de las condiciones I y II. Observando (3.38)
puede comprobarse que los coeficientes ka se anulan si ¥y = ¥ = 0, pero esto no seria asi para ninguna
otra eleccion de camino que no hubiese sido el de Feynman en (3.25). Dicho de otro modo, una eleccion
particular de camino al integrar sobre w “sugiere” un ordenamiento temporal dado. Si este ordenamiento
es el correcto, como era el caso del camino de Feynman para el formalismo In-Out, los coeficientes de
dicha region se anularan en ausencia de fuentes sobre otras regiones. En el caso de My, ambos términos
—&f en (3.50) muestran que siempre que la integral sobre w tome los polos negativos, estos se cancelaran
con —1[}5 , dejando solamente los polos —@; y viceversa. Este comportamiento, enteramente opuesto al
de Feynman, es conocido como camino de Dyson y es el esperado en (2.32) para un propagador sobre
Ma.

Los propagadores en Mo para fuentes sobre M; dan propagadores avanzados [8], mientras que la
insercion de una fuente en My se propaga a M; de la forma

2
<O|O(t2’ 902)0@1’ ¢1)|0> - 5‘#2@2@5)‘%’1@1#1)
= # ZkGZ fR dwe—iw(t—t/)-‘rik(cp—ga/)a(w’ |k|a l)ﬁ(wa |k‘7 l) (3 53)

= %l > keZ DmeN ejLM””“'(tg71&1)Hk(m7“01)04(Wnlkla k[, 1)

— %[cos((tz —t1) +1i€)) — cos(pa — 1) 1L
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Fig. 3.9: Se muestra el camino del formalismo Térmico (a) y su espacio holografico (b), creado segiin la pres-
cripcion. Los circulos en (a) indican que los puntos estan identificados, cerrando el camino para este
formalismo. Desde la teoria gravitacional, la variedad M conecta con ambas regiones lorenztianas.

donde el subindice R en el segundo rengléon indica que todos los polos sobre el eje real se evitan por
encima[l1]. El signo de la contribucion ie confirma que (3.53) es un propagador retardado.

3.3.3. Formalismo Térmico

El tercer ejemplo de aplicacién se realiza sobre el formalismo Térmico. Como se explicd en la seccion
2.2.2, este camino representa una teoria de campos a temperatura 7 = B~! no nula, donde S es la
longitud del tramo euclideo que se muestra en la Fig. 3.9a. La variedad dual, presentada en la Fig. (3.9b)
requiere de una seccién finita de signatura euclidea finita. Las funciones de 1 punto en este formalismo
se interpretan como valores de expectacion (O) del operador O para la matriz densidad p generada por
las fuentes sobre 0, M. La hipédtesis del trabajo indica que la ubicacién de fuentes arbitrarias sobre esta
regién genera una matriz densidad de estados desplazada del equilibrio p # e~ #H. Las regiones M; y
M no presentan diferencias respecto de la seccion anterior.

La coordenada t¢ general para este formalismo puede definirse

t1 sobreM; t; € [0,T]
tc =27 —ty sobreMy o € [T,27)
—iTo sobreMy 19 € [0, 5]
Las soluciones sobre M7 y Ms, son nuevamente de la forma (3.48). El hecho de que Mg no contenga

los puntos 7 = 00, hace que la solucién del campo M, admita todos los modos normalizables e*“nlxI7
Luego, el campo sobre M, es

1 , N ,
Vol rop) = iz 3 [ do [t [ e g ) i K 7)
kEZ
+ Z Z Z C()i;mkeiwm‘k‘T+ik¢g(wm|k|7 |k|7 T)'

+ meNkeZ
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Las condiciones I y II para este formalismo puede escribirse como

Uy (rt=T,p) = Uy(rt =T, '3\1/‘ :—'a\y‘
1(r p) = Ua(r ®) 0| = —id ¥
Wo(r,t = 0,¢) = Wo(r, 7 = 0, ¢) iatqu( =0 (3.54)
Wo(r,7 = f,0) = Wi (1t =0, ) 00| _ = onwn|
Este sistema de ecuaciones determina los coeficientes como
i = 22 (B + — e2emiiTy )
Crome = 7 (0 + VBT + 07 + (n+ DemiZemnTy])
e = 77 (€2m T [0+ 13 +n] — (0 + )97 )
(3.55)
Crmp = 7= (7m0 [y + (n+ 1)91] = (0 +1)951)
Comk = o= ( +ap - izw’”""‘T#N’;r)
Cormu =1 (n Py + (n+ D[ — _ZQW"‘““‘Tiﬂ)

donde se define n = (e?“mx —1)~! y donde en este caso

_ _ B 4
,(/)(:)t - wg:(wm‘kl’ I{j) = / deSO wO(T; gp)e:mew\T‘i"Lk‘P
0

Al igual que en la seccion 3.3.2, se obtienen contribuciones a los coeficientes Cg?mk que indican que el
propagador sobre Ms es el de Dyson, en lugar del de Feynman. El valor de expectaciéon de un operador
sobre 6 M tiene la forma

(Ot 9) = lO,e)i) = 5585
= gk Yopen Jr dwdt/ d'yy (', )em IR o (w, k], 1) B(w, kI, 1)
LD DY S {ff dwdt'de' vy (', @) 1 (Wi, [, e imin (=t +ike (3.56)
+ {1y (Wi, ke mislt + (n 4 1)1hg (Wi i) k)e™“mI1t} €2 o(wyn iy, k], D).

+ [ A dp" (', ) {nemmimBe 4 (n 4 D)eiwmin B} e awy ), k], l)}
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Este resultado sugiere que la insercion de fuentes sobre la seccion euclidea genera matrices densidad
distintas de la de equilibrio.
La funcion de 2 puntos sobre M es

. S
<O|O(t1’ gOl)O(tQ’ <‘02)|O> = —2li 011 (t2,92)091(t1,01)

= # ZkGZ f]-' dwe—iW(tQ_tl)-Hk(wQ_wl)a(wv ‘k‘l|7 l)B(OJ, |k|? l) (3 57)
+% 2ot 2 men 2okez MWkl K], D)etiwmir (ta=t)+ik(p2—p1)

l2

= 3= > menlcos((ta — t1) (1 — ie) + imfB) — cos(p2 — 1)) 7L

El factor 1 —ie indica que (3.57) es un propagador de Feynman, como se esperaba sobre M a partir de
lo expuesto en la seccion 2.2.2. Los términos en el tercer renglon, tienen la forma de un bano térmico sobre
el sistema’. En el limite 3 — oo, la contribucién del bafio en (3.57) se anula, recuperando el propagador
(3.45).

3.3.4. AdS en Coordenadas de Poincaré

Como tultimo ejemplo de aplicacién se presenta el formalismo In-Out en coordenadas de Poincaré. Esto
permitiré observar la prescripcion funcionar en dimensiéon d arbitraria ademés de obtener directamente
la expresion (2.36) para el propagador del operador O. Es conveniente resaltar que las variables ¢ y 7
usadas para esta seccién refieren a las coordenadas de Poincaré presentadas en las secciones 2.1.1 y 2.1.2
y no son equivalentes a las usadas en los ejemplos anteriores.

El camino In-Out se vuelve a mostrar en la Fig. 3.10a para ser comparado con la variedad sobre la que
se describe la teoria gravitatoria dual, mostrada en la Fig. 3.10b. La seccién lorentziana que representa
dMy, es un segmento t € [—T,T] del parche de Poincaré. A la derecha del espacio dual en la Fig. 3.10b
se muestra el espacio completo AdS, el parche de Poincaré en gris claro y la regiéon M; en un gris més
oscuro.

La meétrica para estos espacios es

2 2 2
ds? = d==ditde”  op M,

ds? — M en Moy Ma,
donde dz? = §,pdz*dz® con a,b=0,1,...,d — 1. Sobre M; la ecuacién de movimiento es
(O —m?) ¥ = (29710, {z"10.} + 2°Opa — m?) ¥ =0,
Proponiendo ¥ (t,z, z) = e_i“t“’g‘ff(w, k, z) la ecuacién se movimiento se cumple si

flw b, 2) = e~ R4 (A ] (g2) + AaTi(g2)}

7 A partir de este resultado, pareciera posible asociar trayectorias del tipo Schwinger-Keldysh con secciones imaginarias
en el tiempo con sistemas fisicos en presencia bafios térmicos. Considerando caminos cerrados en el plano complejo de otras
variables de la teoria de campos, aparecen sobre el propagador la contribucion de distintos bafios. Por ejemplo, considerar
un camino cerrado en la variable ¢ genera un bafio de potencial quimico angular p, [8]
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(a)
(b)

Fig. 3.10: Se muestra otra forma de armar una variedad que describa el formalismo In-Out. En (a) se muestra
nuevamente el camino mencionado. El espacio holografico estd formado por dos medias esferas Hg41,
unidas por una seccién Lorentziana. Esta altima es la parte t € [T, T] (en gris oscuro) de la region de
Poincaré (en gris claro), sobre el espacio AdS global, como se indica a la derecha.

donde K;(qz) y I;(gz) son funciones de Bessel de primera y segunda especie y ¢ = —w? + k2. Al
definir ¢ = \/;2 , debe ponerse dos cortes ramales sobre el plano w, que garanticen que ¢ sea univaluado
sobre el plano complejo que se ubicardn sobre el eje real w? > |k|®. Estas singularidades sobre el plano w
reemplazan, en esta métrica, a las singularidades de la funcién f de la seccion 3.3.1, que generaban los
modos normalizables.

Las soluciones W, deben ser regulares en el interior de la variedad. El comportamiento asintético en

z— 00
d—
242K (qz — o0) ~ ,/%qle_qz +...

Zd/2fl(qz — OO) ~ %[eqz + 6*42*(l+1/2)i7r] ...

muestra que si ¢ < 0 ninguna de las dos soluciones converge en este limite, a diferencia de lo que
sucedia para las coordenadas globales. Luego, para obtener una solucién regular dentro de la variedad,
es necesario considerar una combinacién lineal de ambas soluciones. Por otr lado, la expansién de estas
soluciones en z ~ 0,

L—l4d/2

242K (qz ~ 0) = F(Z)W +

1+d)/2
2421 (qz ~ 0) =~ ﬁzgl?

8 La funcién +/a siendo a una variable compleja requiere un corte ramal desde el origen con algtin argumento 04. Luego,
la funcion z(w) = V—w? + k2 = /[k[ — w+/[k| + w, requiere dos cortes ramales en w = +|k|, que pueden ponerse cada
uno con un argumento distinto. Dado que el camino de integracion sobre el plano w pasaréd por el origen, se elige poner los
cortes ramales con argumentos opuestos 6 =0y 0_p = 7.
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Fig. 3.11: En estas coordenadas para el plano w, no hay un conjunto discreto de polos sobre el eje real, sino dos
cortes ramales sobre el plano w para definir un momento g univaluado. En (a) se muestra la forma de
correr los cortes ramales que llevaré al propagador de Feynman. En (b) se muestra cémo se corren los
polos respecto del caso lorentziano para el espacio Hg. Al igual que antes, las singularidades quedan
fuera del eje real, de forma que el propagador definido es tnico.

permite observar que las soluciones z%/ 2I;(qz) son regulares, mientras que 24/ 2K;(qz) divergen en el
borde conforme. El primer grupo se identificara con los modos normalizables de la solucion, mientras que
el segundo se usara para satisfacer las condiciones de contorno en z =€ < 1

Uy (t,z,e) = eil+d/2@/}1 (t,x).

Se definen las funciones

zd/2Kl(qz)
€2 K;(qe)

para escribir las soluciones sobre M; de la forma

29/2], (qz)

Kk(q,2z) = @A T(qe)

IC[((], Z) =

1 Do gt —iw(t—t )ik (Z—7 o
U, = ) /}_dwdk‘dt di! e~ t=t)Fik( )wl(t , VKK (ge, 2)
1 oo
+ / dwdk e R EC (W, K)Kr(ge, 2).
@2m)t Jz
donde se define ¢. = V —w? + k2 — ie de forma que las integrales sobre w se realicen autométicamente

sobre el camino de Feynman como muestra la Fig. 3.11a y las constantes Cy(w, k) no son completamente
arbitrarias, sino que deben hacer que la solucién sea un modo normalizable.
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La soluciones sobre las regiones My y My con fuentes g y 92 puede extenderse del analisis anterior
y de las consideraciones en las secciones 3.1 y 3.3.1 de forma que

1 7 Aiw(r—7")rik- (-7 ;
Voo = W/dw/dke“““ )ik )wO/Q(T’,m’)ICK(—zq,z)

1 i .
+ W/dw/dke“w“k'“’Co/g(Mk)ICI(—uLz).

Al igual que para los ejemplos anteriores, se mantiene la dependencia oscilatoria en w para ¥ /5, lo
que corre los polos de las soluciones radiales como se muestra en la Fig. 3.11b.
Las condiciones de contorno son

vy (Ta Oa (P) = \111(7", _Ta 90) \Ijl(ra Ta (P) =V, (Tv Oa (P)

0:Vo(r, 7, ) = —i0¥1(r,t, ) —i0 W1 (r,t, ) =0, Vs (r,7,0) .
=0 t=—T t=T 7=0
que, a pesar de tener la misma forma que (3.36), describen superficies S;; distintas, debido a que
las coordenadas temporales son distintas. Sobre las regiones S;; en M, el signo de los exponentes de
g~ iw(t=t) y e~ queda definido y las integrales en w pueden realizarse explicitamente. Razonamientos
analogos pueden realizarse para las variedades My y M. El resultado es un sistema de ecuaciones similar
al encontrado en la seccién 3.3.1, con la salvedad de que w no esté cuantizada y cuya solucién es

Clw >0, E) = (271r)d eiiqul_)O Co(w, E) = (2717)(1 eiiTwizf + (2711—)11 eimTw'l/_}Z
Clw <0, E) = (grlr)d e_iTwlk Ca(w, E) = (err)d 6‘”‘“@{“ + (27-1r)d C_QiTwTZ)O

donde las magnitudes 1o, )T y 15 fueron también definidas en la seccion 3.3.1.
La funcién de 1 punto para el operador O en estas coordenadas resulta

(O(t.9) = (10t 9)]i) = 525

g : ’ = = _1\!
_ (2;)(1 f]: dwdkdt' dT' e—zw(t—t Vtik-(Z—& ),(/)1 (t/7 wl)%qzl (358)

- o - 0o it T 1y
+(271r)d f dke'* T {fi)oo dweftwt”(/&(wnk, k) + fO dwe two(wnlﬁ k)} 4221(7119([)2 q€2l'
El propagador puede obtenerse diferenciando (3.58) respecto de la fuente

. — . T = = _1)¢
0|0(z)O0(y)|0) = W f]__ dwfdke—zw(tm—ty)+zk~(x—a: )221(—1%(1?

— d — — . —l—
= 2R [ (t, — 1) + (F = &) +ie(ts — 1)) .

Dado que [ + g = A la dimension conforme del operador O, estas coordenadas permiten obtener
directamente el propagador de la forma (2.36).



4. RESUMEN, CONCLUSIONES Y VISION A FUTURO

El objetivo principal de este trabajo era el de comprobar si la inserciéon de fuentes dentro de las
regiones de signatura euclidea dentro de la prescripcion de Skenderis y van Rees [7, 8] se correspondian
con estados distintos del fundamental (o fuera del equilibrio en el caso del formalismo Térmico) dentro
de la teoria de campos dual. Los resultados obtenidos para las geometrias estudiadas sugieren que esta
interpretacién es correcta, al menos para excitaciones duales a un campo escalar libre en la teoria de
gravedad. Se mostr6 ademés que las excitaciones se corresponden con los modos normalizables del campo
escalar en la teoria de gravedad dual.

A estos efectos, en el Capitulo 2 se estudiaron los espacios AdS y H, se presentaron algunas pro-
piedades elementales de una teoria de campos conforme y lo que estas implican sobre los correladores
de los observables de estas teorias, ademés de los formalismos In-Out, In-In y Térmico, para finalmente
introducir la dualidad AdS/CFT.

En el Capitulo 3 se presentan las prescripciones GKPW y de Skenderis y van Rees. Se reproduce
un ejemplo para la prescripcion GKPW sobre un campo escalar en un fondo gravitatorio de constante
cosmologica negativa. Para la prescripcion de Skenderis y van Rees se calculan las funciones de 1 y 2 puntos
para los formalismos In-Out (en coordenadas globales y de Poincaré¢), In-In y Térmico, comprobando
que la insercion de fuentes sobre las fronteras conformes de las regiones de signatura euclidea modifica
el valor de la funcion de 1 punto, arrojando valores no nulos incluso en ausencia de fuentes sobre la
region lorentziana, como se espera de un valor de expectaciéon entre estados distintos del fundamental.
La informacién de estas fuentes no es observable en las funciones de 2 puntos. Esto es producto de que
los casos estudiados tienen una accién cuadratica que anula las contribuciones de orden superior. De
haber considerado una teoria con interacciones, la informacién de estas fuentes debiera, en principio, ser
observable a cualquier orden.

Actualmente, se estan estudiando geometrias més complejas dentro de la prescripcion de Skenderis
y van Rees que comprenden agujeros negros y su relacién con otras prescripciones propuestas anterior-
mente para estos espacios como la de Son y Herzog [6]. Estas geometrias poseen un nimero superior de
parametros libres correlacionados entre si, ademés de un mayor nimero de regiones sobre las cuales se
pueden insertar fuentes. La interpretacion de estas regiones no siempre es clara y por ende tampoco lo es
la insercion de fuentes sobre las mismas. Estas geometrias son el proximo objetivo de estudio en el futuro.



Apéndice



A. CAMPO ESCALAR MASIVO SOBRE H EN COORDENADAS GLOBALES

En este apéndice se muestra el comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacién de Klein-
Gordon para un espacio Hs en las coordenadas globales, donde la frontera esta parametrizada por regiones
p = cte, donde p es la coordenada radial.

La métrica y ecuacién de movimiento son

ds® = dp® + sinh?(p) dQ2 (O-m?)k=0

En estas coordenadas

1 Ag
O0=——9,(sinh?(p)d,) + —s2—,
sinh?(p) g (0)05) sinh?(p)
donde Agq, es la parte angular del operador laplaciano en 3 dimensiones. La parte angular de la
solucion se expande en armonicos esfericos Y, (6, ¢) que cumplen A, Y, (6, ¢) = —1(1+1)Yim (6, ). La
ecuacion radial queda
1 : I(1+1)
————9,(sinh?(p)d — (= +m? =0
by 0 (o) = (Szes ) 7 (0)

La solucién general a esta ecuacion diferencial es una combinacién lineal de dos funciones hiperbdlicas

tanh'(p) 1 Y 1 . 1 9

1 1
Ay tanh ™!~ pF(§(1 +1+V1+m?), 5(2 +14+ V1+m?2); % — I;tanh?(p))).

La regularidad de los campos en el interior de la variedad exige As = 0. El comportamiento asintotico
de esta solucién sobre p — oo es

Frowo(r) ~ coshY T (o).

En ausencia de fuentes sobre el borde, el campo debe cumplir x(p — c0) = 0. Dado que el comporta-
miento de la solucion es divergente para cualquier valor de m > 0 la dnica solucién posible es kK = 0. En
presencia de fuentes (0, ), la variedad debe regularizarse imponiendo una distancia de corte py donde
el campo x cumpla la condicién de contorno

K(po, 0, ¢) = cosh T (pg) (6, ).

El cambio de coordenadas entre globales y e-globales, mezcla la informacion de la variable p tanto en
r como en t, de forma que la renormalizacion usada en el cuerpo central del trabajo es no equivalente a
la tradicional.



B. CAMBIO DE COORDENADAS PARA EL PROPAGADOR DE O

En la seccion 3.3.1 se llego a la expresion (3.45) para el propagador del operador O en una teoria
conforme en 2 dimensiones, mientras que en la seccion 2.2.3 se demostréd que todo propagador de una teoria
de campos conforme debe tener la forma (2.36). En este apéndice de demuestra que ambos propagadores
son equivalentes a menos de un cambio de coordenadas.

Tomando y = 0 en (3.45) y usando tg para la variable temporal en coordenadas globales

2
OOWOO0) = gy ds? = i+,

Definiendo tg = u — v y ¢ = u + v, se obtiene

1 2

ds* = 4dud
221+1 7 [sin(u — in) sin(v + in)]i+1’ y uaw

{0]O(2)0(0)]0) =

con 71 = e(u —v) y € < 1. El siguiente paso es aplicar una transformacion de Weyl g,,, — Q(u,v)g,.
con Q(u,v) = WICOSQ(U) El cambio sobre el propagador puede calcularse directamente como el cambio
de ambos operadores por separado, siendo que el propagador debe ser covariante frente a cualquier

transformacién conforme,

O(u,v) — (cos?(u) cos?(v))+.

El operador O(0) — (cos?(0) cos?(0))'F1O(0) = O(0) y queda invariante frente a la transformacion.
El propagador puede escribirse
1 212 5 4dudv

(0[0()0(0)I0) = 7 [tan(u — in) tan(v + in)]+1’ a5 = cos?(u) cos?(v)”

El denominador cos?(u) cos?(v) en la métrica acota los dominios de las variables u y v!. Los dominios
de las nuevas variables son son —7/2 < u,v < 7/2. Usando que € < 1,
tan(u — in) tan(v 4 in) ~ tan(u) tan(v) + ie.

Finalmente, si © + y = tan(u) y * — y = tan(v) se obtiene

1 212 9 9 9
(0]0(2)O(0)|0) = = ds? = —dy? + da?,

T [—y? + a2 + ie] L

que es la forma (2.36) con d = 2.

I Bsto podia esperarse, dado que las coordenadas de Poicaré cubren una regién menor de la variedad que las coordenadas
globales, como se mostré en la seccion 2.1.1.
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