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Resumen

El presente trabajo estd dedicado al estudio de redes de eskirmiones
en sistemas bidimensionales de espines. Se estudia, en particular, el efec-
to del campo magnético externo en un modelo clasico de ferromagneto no-
centrosimétrico. En este modelo la interaccion de Dzyaloshinski-Moriya y el
campo magnético son fundamentales para estabilizar una fase de red de eskir-
miones. Los estudios analiticos, a temperatura nula, conducen a un diagrama
de fases que revela una secuencia de estados fundamentales, fase helicoidal
— red de eskirmiones — fase ferromagnética, conforme el campo magnéti-
co crece. Estos andlisis fueron complementados con simulaciones de Monte
Carlo que confirman aquél esquema de fases incluso a temperatura no nula.
Mediante estas simulaciones se predicen plateaux en las curvas de magnetiza-
ciones que son correctamente explicadas en el marco de los estudios analiticos
realizados.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo haremos una revisiéon historica del término eskirmion em-
pezando desde fisica de altas energias, donde se introduce el término, hasta
materia condensada. Luego, en el contexto de materia condensada, describi-
remos las interacciones involucradas en la formacién de los eskirmiones. Por
ultimo presentaremos los objetivos del presente trabajo.

1.1. Resena historica y motivacion del traba-
jo

Los eskirmiones fueron originalmente propuestos por Skyrme (1922-1987)
en fisica nuclear. Su primera publicacién de 1954 [1] puede considerarse como
fecha inicial del modelo de Skyrme [2]. En este trabajo propuso un modelo de
fluido mesonico con el objeto de explicar datos experimentales de mediciones
de radios nucleares. En los anos siguientes continué con el desarrollo de su
teoria hasta arrivar a un modelo para bariones en fisica nuclear [3], [4]. A
partir de esta teorfa es que se introduce el término “eskirmion”(del inglés
“skyrmion”).

Skyrme entendia a los nucleones (protones y neutrones) como si se movie-
ran en un medio no lineal clésico de piones. Su teoria, que surge del modelo
de Yukawa, contenia tres campos escalares correspondientes a los tres piones
(7%, 7= y 7°), y el eskirmién representaba al barién [5]. En este contexto
los eskirmiones son configuraciones de minima energia de campos estaticos
clasicos no lineales.

En 1989 Bogdanov y colaboradores predijeron la existencia de redes de
eskirmiones en ferromagnetos anisotropicos no-centrosimétricos (que desa-
rrollaremos en la seccion 1.3) al aplicar campos magnéticos [6]. Estos eskir-
miones se observaron por primera vez experimentalmente estudiando efecto
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Hall cudntico entero en ferromagnetos. Sin embargo la existencia de eskir-
miones formando redes fue verificada experimentalmente recientemente. En
2009 se encontré evidencia clara de que los eskirmiones aparecen formando
una red en la llamada fase “A”del compuesto MnSi (ferromagneto metéli-
co) [7]. La evidencia proviene de experimentos de dispersiéon de neutrones
a pequenos angulos (SANS, de sus siglas en inglés) que revelan un patrén
hexagonal de skyrmiones. Recientemente se han realizado observaciones di-
rectas, tanto de eskirmiones aislados como de redes de eskirmiones, mediante
microscopia electrénica de transmision de Lorentz (Lorentz TEM, de si siglas
en inglés) [8].

En general, este tipo de texturas esta asociada a la ausencia de simetria de
inversién por lo que se presenta en sistemas no centrosimétricos, como es
el caso de cristales magnéticos de MnSi [7], Feo5Coo55% [8] (v en general
para semiconductores Fe;_,Co,Si [9]), FeGe [10], en semiconductores con
estructura B20 [11] y el aislador CusOSeO3 [12]. Sin embargo, y como conse-
cuencia del amplio significado del término “eskirmién”, estos se encuentran
también en las paredes de dominio ferromagnéticos [13], incluso formando
dominios magnéticos en ciertos ferromagnetos como el Lag 5 Bag s MnO3 [14],
en condensados de Bose-Einstein [15] y en cristales de espines [16].

Desde el punto de vista fisico los eskirmiones han revelado la presencia de
un nuevo tipo de orden magnético. Las teorias que describen estos sistemas
conducen al estudio de excitaciones topoldgicas que desempena un rol fun-
damental en muchas dreas de la fisica [16]. En el transcurso de las tltimas
décadas (en el contexto de materia condensada, y mas presisamente en el es-
tudio de fenémenos magnéticos y sistemas de espines), el término eskirmion
ha ganado progresivamente aceptaciéon para designar cualquier solucion o
configuraciéon de campo que es localizada, topolégicamente estable y tiene
el aspecto de wdrtice [17] . Debemos aclarar que estas soluciones no tienen
ningun vinculo con el modelo de Skyrme mencionado antes, excepto por el
hecho de que en ambos contextos las soluciones corresponden a solitones con
propiedades topoldgicas anédlogas (que describiremos en capitulos siguientes).

En los anos recientes este area de investigacion ha crecido considerable-
mente no solo por sus interesantes propiedades fisicas sino también por sus
potenciales aplicaciones tecnoldgicas.

Los eskirmiones que se encuentran en ciertos tipos de materiales pueden
ser creados, movidos y destruidos por medio de corrientes de muy bajas den-
sidades [18], [19], [20]. Se requieren, por ejemplo, corrientes de j. &~ 106 Am ™2
para mover eskirmiones en un cristal de MnSi, que son unas 10° veces més
chicas que las necesarias para controlar eskirmiones en paredes de dominios
ferromagnéticos [21]. En el estado actual de la tecnologia es posible no solo
crear eskirmiones aislados sino también redes bidimensionales de eskirmiones
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por medio de la impresién de nanodiscos magnéticos sobre laminas magneti-
zadas [22].

Debido a estas caracteristicas es que se los estudia en el campo de la
espintrénica para el disenio de dispositivos de almacenamiento de informacién
de bajo consumo.

1.2. Interacciones en sistemas de espines

En esta seccién consideraremos los distintos tipos de interacciones magnéti-
cas que se pueden presentar en el estudio de sistemas de espines. Estas in-
teracciones vinculan a espines en distintos sitios y pueden eventualmente dar
origen a orden de largo rango.

1.2.1. Interaccién entre espines: intercambio

Las interacciones de intercambio desempenan un rol central en los fenéme-
nos de orden magnético de largo rango. Estas interacciones no son mas que
interacciones electrostaticas. Para explicar el orden magnético en sélidos es
necesario abandonar la descripcion de electrones independientes. Las inter-
acciones de intercambio pueden ser clasificadas en [23]:

» intercambio directo: surge cuando dos iones magnéticos interactian di-
rectamente por la repulsion Coulombiana entre los electrones de ambos
iones,

= super-intercambio: es posible que dos iones magnéticos tengan interac-
ciones magnéticas mediada por los electrones de un i6n no magnético,
vecino de ambos,

= intercambio indirecto: otra interacciéon magnética puede ocurrir debi-
do a la interaccion entre electrones de una capa f parcialmente llena.
Ademas de interactuar directamente, los electrones de la capa f estén
acoplados por sus interacciones con electrones de conduccion,

= intercambio itinerante: esta interaccién proviene de la interaccion entre
electrones de conduccién en metales.

1.2.1.1. Origen del intercambio

Consideremos un modelo simple con sélo dos electrones cuyas coorde-
nadas son r; y ry respectivamente. La funcién de onda del estado de los
dos electrones puede ser expresado como el producto de los estados de cada
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electrén, de modo que si el primer electrén se encuentra en el estado 1,(ry)
y el segundo en el estado ¥4(rs), la funciéon de onda correspondiente a los
dos electrones juntos es ¥, (r1)yy(re). Sin embargo este estado no es simétri-
co ni antisimétrico frente a la permutacién de los electrones. Los estados
apropiados para describir al sistema deben ser adecuadamente simetrizados
o antisimetrizados.

Para electrones, la funcién de onda completa debe ser antisimétrica (por
tratarse de fermiones) de modo que la parte de espin de la funcién de onda
puede ser un estado antisimétrico xg (singlete S = 0), en cuyo caso la parte
espacial serd simétrica, o simétrico yr (triplete S = 1) y en este caso la
parte espacial de la funcién de onda sera antisimétrica. Por lo tanto podemos
escribir la funcién de onda para el estado singlete g y el estado triplete ¥r
como

1

g = E[%(rl)%(m) + Ya(r2)s(r1)]xs (1.1)
1

Y = E[%(rl)wb(rz) — Ya(r2)Ys(r1)] X7, (1.2)

que contiene tanto la parte espacial como de espin de la funcién de onda. La
energia de cada uno de estos estados es

Eg = / Vi Hgdrdr, (1.3)

ET = /wéﬁqudrldrg, (14)

en donde se us6 que los estados xs y xr estdn normalizados. La diferencia
entre las eergias de los dos estados es

ES — ET = 2\/1?;([1)@[1; (rQ)QwZ(rg)@D;(rl)drler. (15)

1.2.1.2. Hamiltoniano de espines y modelo de Heisenberg

De la ecuacién (1.6) vemos que la diferencia entre los estados singlete y
triplete puede ser parametrizada usando S; - S,. Ahora, recordando que para
cada uno de los electrones S? = 3/4, tenemos que

3
S? = (S; +8,)? = 5+ 2S, - S,. (1.6)
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Para el estado singlete tenemos entonces S; - So = —3/4 mientras que para
el triplete tenemos S; - So = 1/4. Con esto podemos escribir el Hamiltoniano
en la forma de un Hamiltoniano efectivo usando (1.5):

~ 1
# = 7(Bs +3Br) — (Es — Er)S: - Ss. (1.7)

Esta expresion es una suma de un término constante y un término que depen-
de del espin. La constante puede ser eliminada por medio de una redefinicién
del valor cero de la energia por lo que solo conservaremos el segundo término
y diremos que

HePin — _(BEg — Ep)Sy - Sy = —2JS; - Sy, (1.8)
donde la constante de intercambio J es

J = % = /1/}Z<I'1)w;:(I'Q)?‘l’l/)é(['g)w;(rl)drldrz. (19)
SiJ >0, Es > Ep por lo que el estado triplete S = 1 se ve favorecido. Si
J <0, Es < Er y es favorecido el estado singlete S = 0.

Este Hamiltoniano describe la interaccién entre dos electrones y puede
proponerse para describir interacciones entre atomos vecinos. Esto constituye
el modelo de Heisenberg cuyo Hamiltoniano es:

Hy=—) JiSi-S;, (1.10)
b,J

donde J;; es la constante de intercambio entre el espin i-ésimo y el j-ésimo. El
factor 2 se omite debido a que la suma incluye dos veces a cada par de espines.
Si Ji; = J (que corresponde al caso de un sistema isétropo y homogéneo)
entonces

Huy=-J)> S-S, (1.11)
2%

1.2.1.3. Interaccién de intercambio antisimétrico

Es posible que la interaccion espin-érbita desempene un papel similar al de
un ién no magnético en superintercambio. Esta interaccion es conocida como
intercambio antisimétrico, o también interaccion de Dzyaloshinsky-Moriya
[24]. Cuando actia entre dos espines S; y S; da lugar, en el Hamiltoniano, a
términos de la forma:
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HDM =D E ri; - SZ X Sj, (112)
2%
donde r;; es el vector de posicién desde el espin i-ésimo al espin j-ésimo. El
factor D es nulo si el cristal tiene simetria de inversién respecto al centro de
los dos iones magnéticos involucrados.

1.2.2. Interaccion con campos externos: energi Zeeman

La interacciéon entre un ién magnético y un campo magnético externo
B da origen a la energia de Zeeman. El Hamiltoniano que describe esta
interaccién es:

Hz=—gus Y _S;- B, (1.13)

J

donde g es el factor de Landé y up es el magnetén de Bohr.

1.2.3. Modelos clasicos

Un modelo clasico de espines se obtiene a partir de los anteriores Ha-
miltonianos reemplazando los operadores de espin S por vectores de tres
componentes Sn, donde el vector n es unimodular n? = 1. En términos de
estos vectores tenemos que los anteriores Hamiltonianos se escriben como

HH = —SQJZHZ‘ + 1y, (114)
0,J
HDM = SQDZI‘U -n; X nj, (115)
0,J

1.3. Orden magnético

Cada una de las interacciones antes mencionadas producen distintos tipos
de estados fundamentales. Estos estados son distinguidos por una configu-
racion particular de la magnetizacion que puede ser interpretada como un
parametro de orden del sistema. En este sentido decimos que un sistema se
puede ordenar en distintas fases. Presentamos a continuacién las distintas
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fases que serdan objeto de estudio en este trabajo y discutiremos brevemente
las interacciones que las producen.

En el Hamiltoniano de Heisenberg, los distintos estados fundamentales
ocurren debido a interacciones de intercambio. En particular, las configu-
raciones clasicas dependen del signo de J. Si J < 0 tendremos un orden
antiferromagnético donde los vectores n de sitios vecinos son antiparalelos
(estado de Neel). Si J > 0 se presenta un orden ferromagnético en donde
todos los momentos magnéticos se alinean paralelamente. En este ltimo ca-
so, al aplicar un campo magético externo, todos los momentos se alinean
paralelamente al campo.

En ferromagnetos isétropos bidimensionales existen estados metaestables
[25] que corresponden a configuraciones del campo de magnetizaciones con
forma de vortice. Las distintas configuraciones de vértice estan caracterizadas
por un invariante topolégico. A este invariante se lo llama carga topoldgica
y esta es nula en el estado ferromagnético (estado fundamental) y entero
para los distintos tipos de vortices. Por este motivo se dice que estos esta-
dos corresponden a excitaciones topologicas. En materia condensada dichas
configuraciones son conocidas como eskirmiones.

En magnetos no-centrosimétricos, las interacciones del tipo de DM favo-
recen la rotacion del vector de magnetizacion a lo largo de la muestra. Estas
interacciones desestabilizan la estructura de magnetizaciéon homogénea e in-
duce modulaciones de largo rango [17]. A campo magnético nulo, el minimo
absoluto del Hamiltoniano isétropo Hy + Hpjs corresponde a hélices. Las
hélices tienen un sentido de rotacién fijado por el signo de la constante D y
son continuamente degeneradas con respecto a la direccién de propagacion.

1.4. Objetivos

El objetivo del presente trabajo es estudiar la presencia y propiedades de
fases magnéticas con texturas de eskirmion en un sistema bidimensional de es-
pines. Consideraremos un modelo clasico de ferromagneto no-centrosimétrico
bajo el efecto de un campo magnético externo. Estos sistemas son descriptos
por un Hamiltoniano en el que se presentan las tres interacciones menciona-
das antes:

H = Hy + Hpy + Hy. (1.17)

Los anadlisis se llevaran a cabo siguiendo dos métodos complementarios.
En primer lugar se considerara limite al continuo. Aqui las configuraciones
del campo n se determinaran por medio de una aproximacion similar a la uti-
lizada por Bogdanov y colaboradores [6] en el estudio de vértices en cristales
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Figura 1.1: Los tres estados que se pueden presentar, dependiendo de las
interacciones descripas en las secciones anteriores. (a) Orden de tipo ferro-
magnético, donde todos los momento magnéticos son paralelos entre si; (b) la
interaccion de DM estabiliza hélices que presentan una degeneraciéon continua
con respecto a la direccién de propagacion y su sentido de rotacién es fijado
por el signo de la constante de DM (c) en el centro de un eskirmién el espin
apunta hacia abajo (azul) mientras que en el exterior los spines apuntan en
el sentido opuesto (rojo).

magnéticos. Con estas soluciones, el trabajo se centrara en la busqueda de
una fase de red de eskirmiones siguiendo un método empleado por Nagaosa y
colaboradores [26]. En segundo lugar se realizaran simulaciones sobre una red
discreta de espines por medio de métodos de Monte Carlo. En esta parte el
trabajo estard dedicado a determinar la estructura y magnetizacién de cada
fase.



Capitulo 2

Limite al continuo

A continuacion estudiaremos el limite al continuo en la que los vectores en
cada sitio de la red son reemplazados por vectores que son funciones suaves de
las coordenadas espaciales. En este procedimiento veremos que el modelo de
Heisenberg tiene como limite (continuo) al modelo sigma no lineal. También
deduciremos los limites continuos de los términos de Dzyaloshinki-Moriya y
Zeeman.

2.1. Modelo sigma no lineal como limite del
modelo de Heisenberg

En esta seccion reescribiremos el Hamiltoniano de Heisenberg de espines
clasicos en la forma

HH:—— n;-nj, (21)

donde con < 7,7 > tenemos en cuenta que la suma se efectiia sobre primeros
vecinos y consideraremos en particular una red cuadrada.
Representaremos a los puntos sobre una red cuadrada por un vector x

2
X(m1,m2) = Zmz'éi, (2.2)
i=1

donde &; son los vectores de la base de la red cuadrada, y m; son nimeros
enteros m; = 0, +1, £2, ...
La funcién de particién asociada con el modelo de Heisenberg es
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Z — Z eiHH[{n(x)}]/kBT, (23)
{n(z)}

donde la suma es efectuada sobre todas la configuraciones del vector n(x).
La suma de la forma ) <ij> i - nj puede ser reescrita como

> ninj= ) ;- (n; - - QZZ{H n(x + &) — n(x)] + 1}(2.4)

<i,j> <1,j>

El factor dos que aparece en la tltima igualdad se debe a que la sumatoria
original se efectia sobre todos los primeros vecinos, es decir sobre vectores x
de la forma

X = Zmié, (2.5)

donde m; = £1.
Estos vectores expanden una celda formada por el doble de vectores que
tiene la base. Teniendo en cuenta esto llegamos entonces a

S nimy=- Z{Z[n(x +&;) —n(x))? —4}. (2.6)

<i,j>

Introducimos ahora el gradiente discreto:
1 A
Vin(x) = ~[n(x + &) — n(x)], (2.7)
donde a es la constante de red. Podemos entonces escribir (2.6) como

> n;on;= Z{az (x)]? — 4}. (2.8)

<i,j>
Ignorando términos constantes !, podemos escribir la suma sobre todas las
configuraciones en la funcién de particién (2.3) como producto de integrales

sobre la esfera unidad en cada punto de la red

7= H{/dn )} expf %TZZ n(x (2.9)

En el limite continuo las sumas en (2.8) se reducen a integrales de la forma

'El término constante (D-x4) es proporcional al area del sistema de espines.
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[ el a0 = [ dalvm 07, (2.10)

donde se sobreentiende la suma sobre los indices repetidos p y j. La funcion
de particion resulta ser entonces

7 H{/dn 1} expf 215 T)/ 2[Vn(x)]2). (2.11)

Reconocemos en la expresién anterior (2.11) a la funcién de particién
del modelo ¢ no lineal con simetria O(3) (que estudiaremos en el capitulo
siguiente)

1
Z=1l1 [ty espi=g- [ Ea(vneor), (2.12)
haciendo la siguiente identificacién entre las constantes:

_ kgT
- JS?

(2.13)

2.2. Términos de Dzyaloshinki-Moriya y Zee-
man

De forma anéloga a la anterior, se puede determinar como es la contribu-
cién de la interaccion de Dzyaloshinki-Moriya al Hamiltoniano continuo del
sistema.

Escribiremos el término de DM de la siguiente manera:

Hpy = aDS? Z Z ) x n(x + &) - &, (2.14)

donde estamos usando las mismas notaciones que en la secciéon anterior. Te-
niendo en cuenta que los vectores €; son unimodulares podemos reescribir la
sumatoria Y > [n(x) x n(x + &;) - &;] como

_ZZ ) x n(x + &), (2.15)

donde [a x b]; denota la j-ésima componente del producto vectorial entre a
y b. En foma compacta puede expresarse como

€5k (X)ng (X + &;) = —€pmi(x)[ng(x + &;) — ny(x)]. (2.16)
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Usando las definiciones del gradiente discreto (2.7) tenemos

— €5 (X) [ (X + €5) — ng(x)] = —ae;jxni(x)Ving(x) = —an(x) - V x n(x).

(2.17)
Vemos entonces que las constante de acoplamiento de DM son descriptas en
el modelo continuo de materiales magnéticos por los invariantes conocidos
como de Lifshitz

que son contribuciones lineales en las primeras derivadas de la magnetizacién
y antisimétricas D(AY + AY + AD)) = Dn - V x n.

Por lo tanto en el limite continuo la contribucion del término de Dzyaloshinski-
Moriya al Hamiltoniano es

Hpy = —DS2/d2x n(x) -V x n(x). (2.19)

El término de Zeeman conduce de modo andlogo a una integral de la forma

Sqis / 7 n(x) - B, (2.20)

2Esta expresién para la contribucién de la interaccién de DM es vélida para materiales
que pertenecen a la clase cristalografica T, como es el caso del MnSi y compuestos con
estructura B20 [?]. Para clases no-centrosimétricas y uniaxiales, la contribucién de DM
son dadas en [6].



Capitulo 3

Modelo sigma no lineal y
eskirmiones

Los solitones son soluciones exactas de ecuaciones no lineales de campos
clasicos. Estas soluciones son localizadas y tienen energia finita. Los modelos
sigma no lineales constituyen un ejemplo de teorias en las que se encuentran
soluciones soliténicas (en este contexto referidas como “lumps”)[27]. Estas
soluciones se presentan fisicamente en ciertos sistemas bidimensionales fe-
rromagnéticos [25] y antiferromagnéticos al considerar el limite al continuo.
Son interesantes desde el punto de vista matematico porque las soluciones
estaticas son funciones racionales de una tunica variable compleja y pueden
ser determinadas analiticamente [28].

3.1. El modelo sigma no lineal O(3)

El modelo singma no lineal ! O(3) consiste de tres campos escalares reales
m(x,t) = {my(x,t);a =1,2,3} con el vinculo

> mi(xt) =1. (3.1)

La dindmica estd determinada por el Lagangiano

1
L= ; Z 80,00 ¢, (3.2)

donde los campos estan sujetos a la condicién (3.1).

'En general un modelo sigma no lineal puede definirse a partir de un grupo de
Lie compacto. En este caso la funcién de particién es Z = nge_S[g] donde S[g] =
1 [dirTr[VgVg1] [29].

13
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El campo m puede ser considerado como un vector del “espacio interno”,
es decir, un campo vectorial de tres componentes (etiquetadas por el indice
a en la ecuacién (3.2)). En (3.2) el término 9,m - 0*m implica un producto
escalar en el espacio de coordenadas (indicado mediante la contraccién del
indice p) y un producto escalar en el espacio interno (introducido mediante
el punto “”).

Debemos notar que tanto el Lagrangiano (3.2) como la condicién (3.1) son
invariantes frente a rotaciones globales O(3) en el espacio interno.

La condicién (3.1) es considerada al momento de derivar las ecuaciones

de movimiento introduciéndola en la accion mediante un multiplicador de
Lagrange A (donde A = A(x,1)),

1
S = /dzzdt[ﬁﬁum - OFm 4 A\(m? — 1)]. (3.3)
De extremar la accién resultan las ecuaciones de movimiento

0,0'm — 2 m = Om — 2 m = 0, (3.4)

donde O = 9,0/ = ‘2—32 — V24
Usando el vinculo (3.1) el multiplicador de Lagrange se resuelve en

A= ———, (3.5)
con lo que la ecuacion (3.4) se reduce a
—0Om + (m - Om)m = 0. (3.6)

Si nos restringimos al espacio bidimensional y a soluciones estaticas, se
obtienen las ecuaciones de campo

V:m — (m - V’m)m = 0. (3.7)

Vemos que la no-linealidad del modelo se debe a la condicién de unimodu-
laridad |m|*> = 1 (en ausencia de este vinculo se obtendria la ecuacién de
Laplace, V*m = 0, para los campos estdticos).
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3.2. Estados de energia finita

La energia de las soluciones estéticas 2

y esta dada por

se obtiene del Lagrangiano (3.2)

1
E = /d2x §8Um - Oy, (3.8)

donde o = 1,2. La solucién para energia nula satisface d,m = 0 en todo
el espacio por lo que m(x) = m(®, es decir es independiente de x y puede
apuntar en cualquier direccién. Por lo tanto la solucién con energia £ = 0 es
degenerada y todas estas soluciones estéan relacionadas entre si por rotaciones
O(3) en el espacio interno.

Ahora consideramos las soluciones solitonicas en donde £ # 0y E < oc.
Reescribiendo (3.8) en coordenadas polares (r, 6)

1 00 2T
B -/ / V] |rdrdd, (3.9)
2 0 0

observamos que la integral sera convergente sélo si se satistface la condicion

[|Vm||r — 0 (3.10)

para r — 00, 0 equivalentemente:

lim m(r) = m©®. (3.11)
r—00
El vector m® no puede depender de la coordenada angular 6 cuando r — oo
porque de lo contrario la componente angular del gradiente de m no satisfaria
(3.10).

Una consecuencia importante del vinculo (3.1) es la existencia de solu-
ciones topolégicamente estables (“solitones”) en dos dimensiones. Estas so-
luciones pueden ser clasificadas en sectores de homotopia, caracterizados por
un indice topolégico como veremos a continuacion.

3.3. Carga topoldgica

Como se menciond en la seccién anterior el campo m(x) toma el valor m(?)
en todos los puntos en el infinito. En consecuencia el espacio de coordenadas
R? se puede compactificar en una esfera (de radio r = 1 en virtud del vinculo
lm|? = 1), que llamaremos S**) con los puntos de infinito identifcados

2Esta energia puede identificarse con la masa de la solucién ya que la solucién es
estatica.
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con el polo norte de la misma. Por lo tanto cualquier configuracion estatica
representa un mapa de S2U%) en S20™) (espacio interno). Para analizar las
implicancias de este mapa utilizaremos ideas fundamentales que provienen
del campo de la topologia.

Sean X e Y dos variedades sin fronteras, y consideremos mapas continuos
entre ellas, ¢ : X — Y. Un mapa ¢y : X — Y se dice que es homotdpico a
otro mapa ¢; : X — Y si pueden ser deformados con continuidad uno en el
otro.

Consideremos en particular el conjunto de campos ¢ que mapean la esfera
unidad d-dimensional (S?) en cierta variedad T

¢:5% =T (3.12)

Denotamos la clase de equivalencia de todos los campos topolégicamente
equivalentes (homotdpicos) a un campo representativo dado ¢ como [¢]. El
conjunto de todas las clases topolégicamente equivalentes [¢] de los mapas ¢ :
S? — T se estructura como grupo respecto de la operacién de concatenacién
de mapas y es llamado “d-ésimo grupo de homotopia de 17 .

En el caso puntual del modelo sigma no lineal O(3) los campos m repre-
sentan mapas entre las esferas del espacio fisico S2(/*) y el espacio interno
S2@mt): m : §2 — S2. El segundo grupo de homotopia de la esfera S? es el
conjunto de los enteros Z:

m(S?) = Z. (3.13)

Podemos definir entonces una carga topolégica [30] ) € Z en términos
de una integral sobre el campo m(x):

Q= %/dm%wm - (0,m x 0,m), (3.14)

que nos permite distinguir los distintos elementos del grupo de homotopia
79(S?) v clasificar los campos en distintos sectores topolégicos de carga Q.
La carga topolodgica () es una cantidad conservada en el sentido de que
un campo con una carga dada no puede deformarse continuamente en otro
de carga diferente. Por este motivo un solitén no puede decaer en otros soli-
tones. La conservacion de la carga () no se debe al teorema de Noether sino
a la estructura topologica del soliton. Para entender esto debemos notar que
la carga (conservada) que se construye a partir de la corriente dada por el
teorema de Noether (que la indicaremos con @y) se obtiene por transfor-
maciones infinitesimales de los campos involucrados, es decir, continuas. Por
lo tanto estas transformaciones no pueden alterar la topologia del campo de
donde se desprende la conservacién de () . Por otra parte la construccion de
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la corriente conservada (y de la carga Qn asociada a ella) requiere del co-
nocimiendo del Lagrangiano del sistema (ver [31] para una demostracién del
teorema de Noether). En este sentido diremos que () contiene informacién
sobre la dinamica del sistema. Sin embargo la carga topoldgica esta definida
sin hacer referencia explicita a ningin Lagrangiano, por lo que su valor es
independiente de la dindmica del sitema.

3.4. Soluciones estaticas

En general el espectro de estados excitados de un sistema fisico dado
puede ser clasificado en dos grupos: excitaciones Hamiltonianas y excitaciones
topolodgicas. Las primeras corresponden a estados excitados cuyas energias
dependen de los operadores que definen al Hamiltoniano del sistema y tienen
asociados nimeros cuanticos, conservados como consecuencia de una simetria
continua del sistema (teorema de Noether). Las excitaciones topolégicas, por
el contrario, tienen asociadas niimeros cuanticos cuya conservacion deriva de
una estructura topoldgica no trivial del estado. En esta seccion estudiaremos
este tipo de excitaciones y determinaremos soluciones de (3.7) de energia
finita para cada sector ).

Dentro de cada sector topoldgico existe una cota inferior para la energia de
una configuracién estatica. Estos limites fueron determinados por Belavin y
Polyakov [25] y por Bogomolny [32] y puede derivarse de la siguiente manera:
consideremos la desigualdad

/dx2[(8“m +e,m X 0,m) - (0,m = €,,m X J,m)] > 0. (3.15)

Esta desigualdad es valida ya que se trata de un producto escalar de vectores
iguales. Luego de expandir y usar la condicion m - m = 1 y su derivada, que
implica m - (9,m) = 0, obtenemos la desigualdad

/ da?(D,m) - (9,m) > + / dae,ym - (9,m x d,m). (3.16)

En el miembro de la izquierda reconocemos a la expresién para la energia (3.8)
y en el de la izquierda a la carga topoldgica (3.14) con lo que la desigualdad
se reduce a

E > 47|Q). (3.17)

Esto impone una cota inferior para la energia en un dado sector. En cada
sector () la energia es minimizada cuando vale la igualdad (3.17) y esto sucede
si y solo si es solucion de
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Figura 3.1: Proyeccién estereogréfica de puntos en la esfera (de didmetro
d = 2) sobre el plano wjws.

0,m = £e,m x (J,m). (3.18)

Se puede verificar que si m satisface (3.18) entonces serd también solucién
de (3.7).

El problema de determinar las soluciones de (3.18) puede ser simplificado
por medio de un cambio de variables apropiado. En este caso proyectaremos
estereograficamente los puntos de la esfera sobre el plano (figura 3.1) y repre-
sentaremos estos puntos por las coordenadas cartesianas w; y wo. Los puntos
sobre el rayo que parte del polo norte de la esfera (de coordenadas (0,0,2))
hacia el plano cartesiano estan representados por la ecuacion

s = {(0,0,2) — [m — (0,0, 1))} + (0,0,2), (3.19)

al variar el parametro p € [0, 00). La interseccién con el plano wyws se obtiene

cuando s3 = 0, por lo tanto u = 2/(mg — 1). Por lo tanto las coordendas w;

y wy estan dadas por my2/(1 — ms) y me2/(1 — mg) respectivamente.
Construimos a partir de la coordenadas w; y wy una variable compleja
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2m
= Wy = 3.20
W= wy A dwy = — (3.20)
donde m = m; + imeo
Usando la ecuacién (3.18) obtenemos el par de ecuaciones

Owq Owsy Ow; Ows
— 4= == 3.21
(‘3:1:1 8.1'2 4 8952 T axl ( )

Las ecuaciones (3.21) son las condiciones de Cauchy-Riemann para w que
indican que es una funcién analitica tanto de z = x; + izy como de zZ =
T — il‘g.

La formulacién en términos de la variable compleja w es muy 1til ya que
en esta formulacién las soluciones estaticas toman una forma sencilla donde
w estd dada por una funcién racional de z o z. Por convencién, el primer
caso corresponde a instantones y el segundo a anti-instantones [33], que en
adelante llamaremos respectivamente solitones y antisolitones estaticos. Un
prototipo de solucién para Q > 0 arbitrario esta dado entonces por:

w(z) = [(z — 20) /A", (3.22)

donde n es un entero positivo, A es un ntimero real y zy es un niimero complejo
arbitrario. Las constantes A y 2o = (x1)o + i(22)o estan relacionadas con el
tamano y la ubicaciéon del solitén y estan asociadas a la invarianza tanto de E
como de @ frente a transformaciones de escala y traslaciones respectivamente.
Si se calcula la carga topolégica para los campos obtenidos a partir de (3.22)
se obtiene que () = n. Si en lugar de emplear w(z) como solucién usamos
w(z) los pardmetros A, zo y n siguen teniendo la misma interpretacién que
antes, pero en este caso () = —n. Es decir que si los solitones tienen carga
positiva n, los antisolitones tienen carga negativa —n.

Reescribiendo al campo m en términos de las coordenadas (r, 0) y fijando
zg = 0 se tiene

m = (f(r)cos(nb), f(r)sen(nb), g(r)), (3.23)

para el soliton y

m = (—f(r)sen(nd), f(r)cos(nd), g(r)), (3.24)

para el antisolitén. Las funciones f(r) y g(r) estdn dadas por

()"

fr) = T +1 (3.25)
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Nos referirmos al tamano de la solucién como aquel valor rq de r para el
cual m3 = 0 y esta dado por

ro = 2"\ (3.26)
Ahora vemos que para n — oo tenemos
= sir < rg, entonces g(r) tiende a 1 en el intervalo [0, 79);
= sir = rg, entonces g(r) = 0;

= sir > rg, entonces g(r) tiende a 1 en el intervalo (ry, 00).

Por otra parte ry — 1 cuando n — oo. Por lo tanto para n — oo las funciones
g(r) (ver fgura 3.2) tienden a

—1 sir<1,
20r—1)—1= 0 sir=1,
1 sir>1,

donde 6(r) es la funcién escalén (0(r) =0,sir <0y 0(r) =1, si r > 0).

En general las soluciones de la ecuacién (3.23) contienen una fase «v arbi-
traria (reemplazando (nf) — (nf—+«)). Esta fase estd asociada a la invarianza
O(2) de la ecuacion diferencial que define a m una vez que se fijé el valor
del campo en infinito (en este caso O(2) corresponde a rotaciones del campo
en torno al campo en infinito). Siendo ésta una transformacién continua, la
carga topologica del campo no varia.

Las densidades de energias de las soluciones para distintas cargas to-
polodgicas forman anillos centrados en el origen como puede verse en la figura
3.3. El hecho de que esta densidad sea no nula en una regién acotada del
espacio es un razgo general de las soluciones soliténicas.

3.5. Estabilidad de las soluciones

Se observa que la energfa (3.8) es invariante frente a traslaciones (x — x+
a, con a vector fijo) y frente a transformaciones de escala (x — kx). De estas
simetrias, la segunda indica que el modelo admite la existencia de solitones de
tamanos arbitrarios. Es posible entonces que ante pequenas perturbaciones
los solitones puedan expandirse indefinidamente o contraerse hasta el colapso.
Debemos observar que la inestabilidad de las soluciones esta relacionada con
la dimensionalidad del problema. Esta inestabilidad se puede remover por
medio de la inclusién de términos adicionales en la expresion para la energia
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estatica. Es necesario para ello que estos términos no escaleen como 9, m-9d,m
(de lo contrario la invarianza permaneceria). Se introduce asi una escala
espacial definida y el modelo se estabiliza.



CAPITULO 3. MODELO SIGMA NO LINEAL Y ESKIRMIONES

22

1ok P
;{:l:u,zyf'” e g
i A5 —
F A=l
0.5t / ;’X =
[ Iu“f ; A=
i ."I e
] / I el TS P -o-'"ﬁﬂ- R
I.' / 2 4 f 8 10
[/ "
I| ! 4 i A=4
-0.5 IlI g .______.-"'--
I |I I.'II f __.---""--..
.II ._ P '_F__dd_,ﬂ-f’""
-l =

Figura 3.2: (a) gréfica de g(r) para n = 1 y distintos valores de A; (b) grafica
de g(r) con A = 1 y ditintos valores de n. En esta tltima puede observarse

que g(r) tiende a la funcién escalén conforme n — oc.
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Figura 3.3: Densidades de energia para solitones con cargas topologicasn = 1,
2,3,4,5y6.
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Capitulo 4

Eskirmiones

En este capitulo estudiaremos las ecuaciones de campo correpondientes
al modelo en estudio (ecuacién 1.17) y se analizardn las propiedades de un
eskirmién aislado.

4.1. Densidad de energia y ecuaciones de mo-
vimiento
Al considerar el limite de sistema continuo para el modelo estudiado en

este trabajo (ecuacién (1.17) de la Introduccién) el campo de magnetizaciones
(n(z)) es descripto por el Lagrangiano:

1
£:J§Zﬁun-8"n—Dn-V><n—|—B-n. (4.1)
o
La densidad de energia estatica correspondiente es:

1
€:J§3,~n-8in+Dn-V><n—B-n, (4.2)
donde el indice ¢ corre sobre las coordenadas espaciales. Hay que recordar
que 0' = —V;, 9; = V; v que la energfa es menos el Lagrangiano.

Si tomamos al vector n representado en coordenadas esféricas, podemos
elegir

n = (—sin[f(r)] sin[nd], sin[f(r)] cos[nd], cos[f(r)]). (4.3)
Introduciendo esto en (4.2) la energia resulta

25
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B = 47x [ rdrl(55 45— 2+ 2 sinl ) cosl )+ o (sinl ) - B(cosl 1),
(4.4)

donde K = D/2J y = B/2J. Con esto buscamos aquella f(r) que haga
estacionaria a la energia F. Usamos las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d 0B, 0E

%(Tﬂ -5 = 0. (4.5)
Haciendo el calculo explicitamente nos queda:
2
C(Grr"+ ) — (nsleos(7)? — sin(£)’] + o sin ) cos(f) + rsin( 1)) =(4.6)
2
= %Tf” - %f’ + Kk —nr(l — 2sin(f)?) — Z—T sin(f) cos(f) — prsin(f) = 0(4.7)

A causa de la presencia del campo magnético se tiene que la componente
ns = cos(f(r)) de n debe ser paralela a B en infinito. Tomando a B en la
direccién del eje z se tienen las condiciones de contorno:

f(r) —m, para r— 0, (4.8)
f(r) =0, para r— oco.

En las secciones siguientes estudiaremos la solucién de la ecuacion (4.7)
para n = 1. En este caso la ecuacion se reduce a

f”+£+4—’i(sinf)2—%sinfCOSf—2ﬁsinf=0- (4.9)
r r r

4.2. Comportamientos asintéticos de la solu-
cion

Vamos a estudiar la ecuacién en los limites » — 0 y » — oo haciendo uso
de las condiciones de contorno (4.8).

Para r — 0 tenemos que, haciendo un desarrollo lineal del sin[f(r)] en
torno a 7 y conservando términos de primer orden en f — m,

/

f”+——l[f—7r]+2,6[f—7r]=0. (4.10)

r or?
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Definiendo u = f — 7 nos queda la ecuacién para u

/

u”+u7—%+2ﬂu:0. (4.11)

Haciendo el cambio de variables r — x = r/2 obtenemos la ecuacién de
Bessel:
u'(x) 1

+1-=Ju=0. (4.12)

"
u'(x) + . o

Las soluciones de esta ecuacién son las funciones de Bessel de primerara
especie Ji(z) y de segunda especie Y;(z). De estas dos soluciones sélo J;(x)
es regular en 7 = 0 cuyo comportamiento asintético es Jy(z) ~ ﬁ(%) Es
decir que, para r — 0, f estda dada por:

f(r) = CoJi(r/28) + (4.13)

donde C)y es una constante arbitraria.
Haciendo un anélisis similar para r — co llegamos a la ecuacion:

1" f/ 1 o
f +?—[§+25]f—0, (4.14)

que nuevamente con el cambio de variables r — x = r/2[ se lleva a la forma
de la ecuacion de Bessel modificada:

— 1+ =u=0. (4.15)

Esta ecuacién tiene como soluciones a las funciones especiales I1(x) y K;(z).
En r — oo, I (z) diverge, mientras que Ky(x) ~ /5= exp[—z]. Es decir que
queda para f:

f(r) = CooKi1(r\/28), (4.16)

con (', otra constante arbitraria. Observar que en ambos casos las funciones

dependen de /20r.

4.3. Aproximacion de Bogdanov

En virtud de lo discutido en la secciéon anterior, la solucién del problema,
para carga topoldgica n = 1, se puede aproximar a una recta en el origen,
mientras que para r — oo la soluciéon decae exponencialmente. Con esto en
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vista se puede considerar, como primera aproximacién, una funcion definida
a trozos (ver figura 4.1) de la forma

_J m(1—=5) sir <R,
0(r) { 0 sir> R,

— &)
— Cos[0)]

L L
15 a0

Figura 4.1: Graficas de 6(r) y cos[f(r)] en la aproximacién de Bogdanov [6],
con R = 1.

El pardmetro R puede interpretarse como el tamano del eskirmion. Este
tamano puede obtenerse extremando (numéricamente) la energia para distin-
tos valores de campo magnético y de la interaccién de Dzyaloshinski-Moriya.
Haciendo esto vemos que el tamano es proporcional al cociente entre D y B,
R~ D/B (figura 4.2).
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Tamaiio

L
0.5 1.0 15

(a)

Tamaiio

L L
05 10 15

Figura 4.2: (a) tamano del eskirmién para distintos valores de f(: en verde
B = 05, enrojo § =1y en azul § = 1,5. Vemos que el tamano crece
proporcionalmente a . (b) El tamano del eskirmién varia con la inversa de
B:en azul k = 1,5, en rojo Kk = 1 y en verde k = 0,5.
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Capitulo 5

Redes de eskirmiones

En este capitulo analizaremos las diferentes fases que se encuentran en
el sistema en estudio (descripto por el Lagrangiano 4.1). En particular nos
centraremos en la biisqueda de una red de eskirmiones. Los estudios se reali-
zaran mediante métodos analiticos (similares a los empleados en el capitulo
anterior) y mediante el método de Monte Carlo.

5.1. Enmergia libre

Para estudiar la presencia de las distintas fases sera necesario considerar
las energias libres de las correspondientes configuraciones.
La densidad de energia como funcional de n, esta dada por

f[n]:%Z@Hn-8“n+Dn-Vxn—B-n, (5.1)
I

donde las derivadas espaciales se calculan respecto a las coordenas del plano,
p =z, y [26]. La energfa total es la integral de F: F[n] = [ d*rF[n].

En la fase ferromagnética en la que todos los momentos estan alineados
con el campo, la energia sera proporcional al campo

Fry = QJ/ZWTdT[—B] = 2JL/dy[—ﬁ], (5.2)

donde L es el tamano de la muestra. Escribimos la energia Fry; en coorde-
nadas polares y cartesianas porque en el calculo de las energias para la red
de eskirmiones sera conveniente la primera, mientras que para el calculo de
la energia de la red de hélices, serda conveniente la segunda. Dado que en lo
que sigue lo que haremos serd comparar las energias de las distintas fases
consideraremos a Fr); como el estado que tiene energia nula.

31
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Para un eskirmién con carga topolégica n = 1 (representado por el vector
n = (—sin[f(r)]sin[f)], sin[f(r)] cos[d], cos[f(r)])) tenemos:

Fg, = 2J/27T7’d7“[(%%+/€)2—/€2+§ sin[f] cos[f]—i—ﬁ sin[f]*—B(cos[f]—1)].
(5.3)

A campo magético nulo, la configuracion

n=[nycos(k-r)+mngsink-r)], |k|l=2n/Lp, Lp=4nJ/|D|, (5.4)

con periodo Lp y vector de onda k (figura 5.1), corresponde al minimo ab-
soluto del funcional isotrépico Hy + Hpys. En la ecuacién (5.4) n; y ny son
vectores directores ortogonales entre si que expanden el plano de rotacion de
la magnetizacién. Las ondas en (5.4) tienen un sentido de rotacién fijado por
el signo de la constante D y son continuamente degeneradas con respecto a
la direccién de propagacion.

k| = Em'L, '
L,= 4nA/|D|

(a) (b)

Figura 5.1: (a) La magnetizacién rota en un plano expandido por los vectores
ortogonales n; y ny y el sentido de la rotacion es determinado por el signo
de D. (b) Arreglo de hélices propagandose en la misma direccién k.

Para una hélice propagandose, por ejemplo, en la direccién del eje y la
magnetizacién estd representada por el vector n = (—sin[f(y)], 0, cos[f (v)]).
La energia esta dada por:

=2/ / / d%dy[(%% )% — K2 — Bleos]f] — 1)] =

_ 2JL/0 dy[(%% FR2— k2= Bleoslf]— 1. (55)
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La red de eskirmiones observada experimentalmente puede ser construida
como un empaquetamiento compacto de eskirmiones no interactuantes que
dan lugar a una red triangular de eskirmiones individuales. De este modo
podemos expresar la energia total del cristal de eskirmiones como

L2
T

2 , . .
donde el factor Q;W representa el nimero de eskirmiones en la muestra.

Fa, (5.6)

El factor m es la densidad de eskirmiones que se obtiene observando que
cada tridngulo de lado 2R, contiene medio eskirmién (figura 5.2), por lo tanto
cada dos triangulos tendremos un eskirmion. La superficie ocupada por un
eskirmion es entonces 2v/3R2.

Figura 5.2: Cada triangulo de la red de eskirmiones contiene medio eskirmion.

La configuraciéon de equilibrio del cristal debe minimizar Fgx, por lo
tanto también debe minimizar la densidad de energfa libre Fsi[f(r)]/R? (co-
mo funcional de f). Por lo tanto es posible determinar f(r) extremando
Fi[f(r)]/ R

Para ver como varia la energia libre de la hélice con el campo consideramos
una hélice propagéndose en la direccién y (como antes). La energia libre de
esta fase serd

Fu= 2L [l L wnp = peoslfi =0l )

con la condicién de contorno f(0) = m y f(I) = 0, donde 2! es el periodo
de la hélice. Esta energia resulta de multiplicar la energia de una semiespira
por el nimero de semiespiras a lo largo de la longitud de la muestra (L/I).
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De modo anéalogo al de la red de eskirmiones, podemos determinar el valor
optimo de [ minimizando esta energia libre para obtener la configuracion de
la red de hélices.

En general determinar la configuracion de equilibrio, para cada una de
las fases anteriores, requiere extremar numéricamente las correspondientes
energfas libres (como funcional de f(r)). Sin embargo haciendo uso de la
aproximacién de Bogdanov, el cdlculo de las energias libres (5.6) y (5.7)
puede realizarse de forma analitica prescindiendo de métodos numéricos. En
esta aproximacién el unico pardmetro libre es el tamano del eskirmién (R) o
de la hélice (1). Por lo tanto al evaluar las energias para los eskirmiones y las
hélices obtendremos funciones de R y [ respectivamente. La configuracion de
equilibrio estard dada por aquellos valores de los parametros que anulen la
primera derivada de las energias,

dFy(l)
e~ (5.8)

dFsx(R)
T — Oo (5-9)

5.2. Tamano del eskirmién en una red

A partir de las ecuaciones (5.8) y (5.9) podemos determinar el tamatio de
las hélices y eskirmiones. Obtenemos para las hélices

™ 1,5708
= — =2 5.10
o — (5.10)
mientras que para los eskirmiones el tamano es
2 (2 In(2 1
o v+ 7 — Ci(27) + In(27) _ ,95876’ (5.11)

2TK K

donde v = 0,57721566490... es la constante de Euler-Mascheroni! y Ci(x) es
la funcién coseno integral .

Vemos que tanto el tamano de las hélices como el de los eskirmiones de-
crece de manera inversamente proporcional a la interaccion de Dzyaloshinski

TLa constante de Euler-Mascheroni esté definida como

n

7=l (>~ ()] (5.12)

k=1

La funcién Ci(z) estd definida por medio de la integral



5.3. DIAGRAMA DE FASES Y CAMPOS CRITICOS 35

y es independentiente del campo magnético. En principio es de esperar que
esto sea asi, puesto que del analisis dimensional de la expresion de la energia
se deduce que J/D tiene unidades de longitud. Sin embargo, debemos no-
tar que estos resultados contrastan notablemente con lo discutido sobre el
tamano de un eskirmion aislado, donde éste depende tanto de 5 como de k.

Figura 5.3: Tamano de los eskirmiones en una red.

5.3. Diagrama de fases y campos criticos

La energia libre, para « fijo, de H y SkX crecen de forma lineal con
el campo (en las aproximaciones consideradas) desde valores negativos (ver
figura (5.4(a))). La pendiente de la recta para la fase H es mayor que la de
la fase SkX. Por lo tanto tiene lugar una transicién entre estas fases. Estu-
diando la energia libre para distintos valores de x se construyo el diagrama
de fases de la figura (5.4(b)). Este muestra que las tres fases en competencia

Ci(z) = — / h Coi(t) dt, (5.13)

y su desarrollo en serie es

(5.14)
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son: fase helicoidal (H), la de red de eskirmiones (SkX) y la ferromagnética
(FM). Dado que H es la solucién exacta para campo magnético nulo es de es-
perar que la region de pequenos campos esté dominada por esta fase. Esto es
precisamente lo que puede observarse en el diagrama de fases. En el extremo
opuesto, grandes campos, el sistema se ordena en una fase FM a causa de la
energia de Zeeman. En la region intermedia se observa la red de eskirmiones.
En cada eskirmion domina la interaccion de DM y en la regién entre ellos
domina el término de campo magnético. Por este motivo el empaquetamiento
compacto de una red triangular de eskirmiones se ve favorecido por estas dos
energias y se establece como una configuracién de equilibrio. En los puntos
de transicién coexisten distintas fases de tal modo que en (., encontramos
hélices y eskirmiones aislados. En ., la red de eskirmiones desaparece dando
lugar a eskirmiones aislados en un fondo ferromagnético.

Del diagrama de fases puede observarse que existen dos campos criticos,
uno para la transicion H — SkX y otro para SkX — FM que los denota-
remos por 3.1 v Be respectivamente. Estos campos pueden ser determinados
facilmente a partir de la interseccion de la curva para la energia del eskirmion
con las curvas correspondientes a las otras dos fases. Las ecuaciones para los
campos criticos como funcién de la constante de Dzyaloshinki son

5, = KT [_1_77'5 — m3(y = Ci(27) + In(27)) 273 ]
T (m-m—4) (v + 72— Ci(2r) + In(27))?  (y+ 72— Ci(27) + In(27))"
» (5.15)
B = - (5.16)

(72 — )y + 72 — Ci(27) + In(27)]
Evaluando los constantes y retomando las unidades apropiadas obtenemos
los dos campos criticos:

D2
Bcl - 072967, (517)
DQ

Por lo tanto la formacion de redes de eskirmiones en este tipo de sistemas se
observa en el rango de campos del orden de D?/.J.

5.4. Analisis por medio del Método de Monte
Carlo

Se realizaron simulaciones de Monte Carlo a los efectos de corroborar los
resultados de las secciones anteriores y profundizar en el estudio del sistema
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135

04 ‘
(a)

E H

(b)

Figura 5.4: (a) energia libre de las tres fases como funcién de § para k = 1;
(b) diagrama de fases construido a partir de las energias de cada fase. En
este se muestran las curvas de campos criticos como funién de la constante

de DM.

en consideracién. La temperatura a la que se realizaron las simulaciones fue
T/J = 0,1. Veremos que los resultados de estas simulaciones son comparables
a los resultados de los andlisis realizados en las secciones anteriores en los
que la temperatura es nula.

Por medio de las simulaciones de Monte Carlo es posible determinar la
configuracion del campo de espines y confirmar el esquema discutido en la sec-
cién anterior. Se obtienen hélices para pequenos campos, conforme el campo
crece se observa la presencia de eskirmiones formando una red, y para campos
ain mayores esta textura se destruye originando un fondo ferromagnético. Se
observa que la red de eskirmiones es triangular, como se mencioné antes (fig.
5.5), similar a la que forman los vértices de Abrikosov en un superconductor
de tipo II. En general puede observarse que el tamano de los eskirmiones no
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cambia con el campo magnético pero si con la magnitud de la interaccion de
Dzyaloshinski. Al ser mas intensa esta interaccion los eskirmiones se reducen
en tamano sin que la estructura de la red se vea afectada. Esto puede infe-
rirse a partir de un conteo de eskirmiones sobre una malla de 20 x 20 spines.
Para k = 1,6 observamos 12 eskirmiones mientras que para k = 2,8 la cuenta
asciende a 18 eskirmiones, por lo que el tamano de los eskirmiones se reduce.
Este resultado coincide, al menos cualitativamente, con lo mencionado en la
seccion anterior.
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Figura 5.5: Campo de espines en una malla de 20 x 20 espines. Puede obser-
varse el patron triangular de la red de eskirmiones.

En la figura 5.6 se muestran el grado de colinealidad G, de la magnetiza-
cién (que lo definiremos més adelante), la componente M, de la magnetiza-
cién y la carga topoldgica @ del campo de espines . Se observa que la carga
topoldgica permanece constante en cada una de las fases. En la fase de hélices
esta carga es aproximadamente nula y crece al alcanzar la fase de eskirmiones
donde la carga topoldgica es maxima. Se mantiene constante en todo el rango
de campos para los que se encuentra esta fase hasta llegar al campo critico

3Para una red cuadrada y discreta la carga topolégica puede definirse como S-S x S.
En el limite continuo esta expresién es proporcional a la carga topolégica definida para el
caso continuo.
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Figura 5.6: Graficos de G, M, y @ en funcién del campo magnético obtenidas
por MC. La franja gris corresponde al valor de campo magnético en el que
fue realizada la captura de la figura 5.5.

Beo donde desaparece esta fase para dar lugar al orden F'M con una carga
topologica nula. Esto evidencia una de las caracteristicas distintivas de los
eskirmiones; la presencia de una propiedad topolédgica no trivial.

La magnetizacién (total) de la muestra, normalizada con respecto a su va-
lor de saturacion, es paralela al eje z (en la que se aplica el campo magnético).
Las simulaciones muestran saltos en la magnetizacién al alcanzar los campos
criticos en los que el sistema pasa de una fase a la otra. Esto da lugar a una
curva de magnetizacién que consta de tres tramos. El primero de ellos (para
B < B.) corresponde a la magnetizacién del estado de red de hélices. En
este tramo la magnetizacién crece en forma aproximadamente lineal con una
pequena pendiente. En el marco de los analisis realizados en las secciones
anteriores esta magnetizacién deberia ser estrictamente nula si la configura-
cién del campo de magnetizaciones corresponde a una hélices. Sin embargo
el efecto del campo magnético es el de distorsionar estas hélices dado lugar
a una helicoide [17]. En esta configuracién la simetria de reflexién respecto
al plano del sistema desaparece dando origen a una magnetizacién neta pa-
ralela al campo externo. En el segundo tramo [, < f < (. se encuentran
los eskirmiones. La magnetizacion varia de forma aproximadamente lineal
con una pequena pendiente centrada en un valor = 0,44. En el tercer tramo,
para 3 > [, el campo de magnetizaciones se ha polarizado completamente
seglin el campo externo y se mantiene constante en su valor de saturacion
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para cualquier valor del campo.
Definiremos el grado de colinealidad como la integral del médulo de M,
1 y 1o denotaremos por G.:

G.= 27r/r2dr |M.|. (5.20)

Observamos que en G, no se aprecian cambios significativos en las regiones
en las que se encuentran hélices y eskirmiones (figura 5.6). El valor minimo
es de 0,65 y el maximo 0,70, variando de forma aproximadamente lineal en
esta region. Al alcanzar f.o, G. adquiere su valor de saturacién y en esta
region G. = M,.

En el modelo considerado en la seccion 5.1 las magnetizaciones de cada
fase pueden ser estimadas exactamente. Debido a que ni el tamano de las
hélices ni el de los eskirmiones varia con el campo magnético, es de esperar
que el grafico de M, y G, conste de tramos en los que la magnetizacion
permanece constante. Efectivamente esto es lo que puede apreciarse en el
grafico de la figura 5.7.

Para la fase hélice, el vector de magnetizacion es nulo puesto que el campo
de magnetizaciones esta distribuido uniformemente sobre la circunferencia de
una espira. En la fase ferromagnética los momentos magnéticos se alinean en
forma paralela al campo externo dando como resultado una magnetizacion
neta en la direccién del eje z (M = (0,0, M,)). Dado que el campo de magne-
tizaciones es unimodular, esta magnetizacién (de saturacién) es proporcional
al drea de la muestra, es decir M, = L?. Por lo tanto en lo siguiente consi-
deraremos los valores de magnetizacién con respecto al valor de saturacion.
Para la red de eskirmiones tenemos

2 R

Mgkx = ﬁ%r i rdr(0, 0, cos[f(r)]) + M. (5.21)
Al integrar sobre el angulo 6, las componentes = e y de la magnetizacion
se anulan por lo que en adelante sélo consideraremos la componente M, de
la magnetizacién. La integral presente en el primer término de la ecuacion
(5.21) representa la magnetizaciéon de un eskirmién. La magnetizacién de la
red de eskirmiones es la magnetizacion de cada eskirmién multiplicada por
el nimero de eskirmiones (L2/2v/3R?). En el célculo de la integral se usa la

4Para el caso de una red discreta el grado de colinealidad es

Ge=Y |M.[; (5.19)

(3

donde la sumatoria se extiende a todos los sitios de la red.
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Figura 5.7: Gréficos de G. (violeta) y M, (azul) en funcién del campo
magnético obtenidas por medio del modelo discutido en la secciéon 5.1.

aproximacién de Bogdanov (f(r) = 7(1—r/R)) que da un valor de magneti-
zacion M, = 212 / V37, El vector Mepp corresponde a la magnetizacion del
fondo ferromagnético en el cual se encuentran inmersos los eskirmiones. Esta
magnetizacién es proporcional a la superficie del fondo ferromagnético Apay

L2
2v/3R?

Apppr = L? — TR?, (5.22)

de modo que

T
2v/3

Con esto tenemos que en la fase de red de eskirmiones la magnetizacion es

My = LP[1 — 1(0,0,1). (5.23)

2 m
Mskx = LZ_(Ov 07 1) + L2[1 - _](07 07 1) ~ L2<07 07 0746) (524)
V31 2v/3

Debemos observar que para esta fase la magnetizacién (normalizada) el valor
de M, = 0,46 se aproxima al valor obtenido por Monte Carlo M, = 0,44.

Podemos repetir el analisis para calcular G.. Haciendo esto obtenemos
para cada una de las fases:
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GT = 0,64, (5.25)
G = 0,67, (5.26)
GEM = 1. (5.27)

Vemos que G, permanece aproximadamente constante entre las fases H y
SkX como se pudo ver en los resultados de Monte Carlo. Los valores obte-
nidos son consistentes con los resultados mostrados en la figura 5.6 donde
observamos que G, estd centrada en un valor de 0,68 .
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Conclusiones

Este trabajo estuvo centrado en la biisqueda de una fase de red de eskir-
miones en sistemas de espines bidimensionales. Hemos estudiado un modelo
en el que tanto las interacciones entre espines (acoplamiento ferromagnético e
interaccién de Dzyaloshinski), como el efecto del campo externo, desempenan
un rol fundamental en la estabilidad de la red de eskirmiones.

Los andlisis realizados en torno a las aproximaciones consideradas (Bog-
danov) han permitido corroborar la presencia de una red triangular de eskir-
miones en el rango de campos magnéticos B ~ DTZ. A su vez la posibilidad de
una red cuadrada de eskirmiones ha sido descartada. Estas conclusiones se
obtuvieron sobre la base de estudios de energia libre y magnetizaciones del
sistema bajo la hipétesis de una red triangular y cuadrada.

Si bien la mayor parte del trabajo se centrd en el estudio de las propie-
dades del sistema a T" = 0, los analisis con Monte Carlo, a T' no nula, han
demostrado que la fenomenologia del problema es correctamente interpreta-
da por el esquema correspondiente a 7' = 0. Prueba de ello es el hecho de
que, al incrementar el campo aplicado, el sistema evoluciona desde la fase H
hacia la red de eskirmiones SkX hasta alcanzar la fase ferromagnética F'M
tal como se observa por medio de los dos métodos estudiados. El modelo
estudiado en este trabajo es adecuado para describir el campo de magne-
tizaciones en ldminas de Feg5C005S51 [8] (v en general para semiconducto-
res Fe;_,Co,Si [9]) y MnSi [7]. Experimentalmente, las fases del sistema
evolucionan H — SkX — FM [8] al incrementar gradualmente el campo
magnético.

La dimensionalidad del sistema desempena un papel central en la esta-
bilidad del cristal de eskirmiones. Trabajos experimentales [7] muestran que
para magnetos quirales 3D como el MnSi, en el rango de campos donde se
encuentra la fase SkX (fase A), el estado de baja temperatura corresponde
a una estructura cénica de spines. Para estabilizar la fase de eskirmiones es

43
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necesario entonces reducir la dimensionalidad del sistema asi como aplicar un
campo magnético externo. En este trabajo se ha demostrado que es posible
hallar una fase de eskirmiones en sistemas 2D a temperatura cero y cercanas
a cero.

En el presente trabajo se estudié un modelo particular de sistema de
espines y pudo demostrarse la presencia de redes de eskirmiones. Sin em-
bargo han quedado fuera de discusion algunas consideraciones referidas a la
tematica de redes de eskirmiones. Mencionaremos a continuacién algunas de
las posibles extensiones del trabajo para desarrollos posteriores.

Las propiedades de las redes de eskirmiones han sido estudiadas sobre la
base de un sistema de eskirmiones no interactuantes. Una posible linea de
continuacion estaria dedicada al estudio de estas interacciones y el efecto que
puedan tener tanto en la estabilidad de la fase de redes eskirmiones asi como
en sus propiedades magnéticas.

En este trabajo estudiamos el modelo de ferromagneto no-centrosimétri-
co con interacciéon de DM. El efecto de esta interaccion es el de rotar los
espines originando una fase helicoidal. Esta fase compite con el orden fe-
rromagnético; lo que da lugar a la formacion de redes de eskirmiones. Una
posible continuacion del presente trabajo consiste en estudiar modelos an-
tiferromagnéticos con interacciones de DM. En estos sistemas la frustracion
magnética juega un rol fundamental para dar origen a fases no triviales en
bajas dimensiones. Proponemos aqui estudiar en qué medida la frustracion
magnética favorece la estabilidad de la fase de red de eskirmiones en distin-
tos sistemas bidimensionales de espines como las redes triangular, cuadrada-
frustrada, hexagonal-frustrada, etc.

Existe, en la literatura sobre eskirmiones, una serie de trabajos que estu-
dian los efectos que tienen las corrientes eléctricas sobre los eskirmiones. En
este contexto nos proponemos estudiar propiedades de transporte electronico
en entornos magnéticamente modulados por redes de eskirmiones.
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