Algebra Lineal: Aplicaciones Fisicas - 2025

Practica 2 - Bases y Dimension.

1. Determinar cuéles de los siguientes conjuntos de pares ordenados genera el espacio vectorial R?(R):

a) {(1,-1)}

b) {(2,1),(1,3)}

¢) {(6,-9),(-4,6)}

d) {(1,-1),(2,-1),3, 1)}
e) {(0,0), (1, -1),(3,-2)}

2. ;Cuales de los conjuntos anteriores resultan linealmente independientes? Para aquellos conjuntos
que son base de R?(R), encuentre las coordenadas de (1,1) y represéntelo matricialmente.

3. a) Demostrar que el espacio vectorial de matrices simétricas de 2 x 2, sobre el cuerpo R, es

generado por:
10 0 0 0 1
w=(o )0 1)-(10))

. Puede considerarse base de dicho espacio? En caso afirmativo, jqué vector es representado
matricialmente como (3, 3,2)7?

b) Encontrar un conjunto de matrices que genere el espacio vectorial de las matrices hermiticas
(A = AT, donde t implica transponer la matriz y conjugar sus elementos) de 2 x 2, sobre R.
.Y sobre el cuerpo C?7

¢) Ahora encontrar la base y la dimensién para el subespacio de las matrices anti-simétricas.

(AT = —A).

4. ;Es el conjunto de matrices M = {( i 1 ) , < (1) _11 ) ,< i ;1 )} C R?*%(R) linealmente

independiente? En caso afirmativo, encontrar las coordenadas de una matriz

A_<i Z>€R2X2

que ademads pertenezca al espacio generado por M, considerando a este conjunto como base. ;Cudl
es la dimension de dicho subespacio?

5. Indicar si los siguientes conjuntos son linealmente independientes. En los casos afirmativos, estudiar
si forman base. ;Cudl es la dimensién del espacio vectorial?

a) Los vectores z=14+iy z=1—1ien C(C). ;Y en C(R)?
b) Los vectores (1,0,1), (1,1,0) y (1,0,—1) en R3(R)
c) Los vectores v1 = e1+4e3, v2 = e1—ea, V3 = e1+es+e3, si los vectores ey, es v e3, pertenecientes

a un cierto espacio vectorial V' (dimV = 5) son linealmente independientes

6. Considere un espacio vectorial V, definido sobre el cuerpo K, generado por el conjunto de vectores
{v1,v2,v3,...,v,}. Demostrar que la unicidad del desarrollo v = Cyv1 + Cove + C3vs + ... + Cpuy,
para deteminado vector v € V, falla si el conjunto {vy,vs,vs,...,v,} es linealmente dependiente.

7. Demostrar que {v1,vs,...,v,} es un conjunto de vectores linealmente independientes de un espacio
vectorial V', si y sélo si {v1 + vp, V2 + Un,y ooy Un—1 + Up, Vs } s un conjunto de vectores linealmente
independientes.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Mostrar que si {v1,v2,v3} es un conjunto de vectores linealmente independientes de un espacio

vectorial V entonces todos sus subconjuntos propios: {vi}, {va}, {vs}, {v1,v2}, {vo,v3}, {v1,v3}
son subconjuntos de vectores linealmente independientes. ; Vale la reciproca?

. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sea {uy,us,...,u,} un conjunto de vectores lineal-

mente independientes de V. Sea a = aqus + asug + ... + apuy, con a; € K (para j =1,...,n).

Probar que si a1 +ag+...+a, = 1, entonces {u; —a, ug —a, ..., u, —a} son linealmente dependientes.

Demuestre que en un espacio vectorial V' de dimensién n cualquier conjunto de n vectores lineal-
mente independientes es una base para V.

a) Probar que si {vy,vs,vs3,...,0,} es una base de V. C R™(R), entonces m < n.
b) Considerando la hipétesis del inciso anterior, probar que existen vectores vy, 41, Umt2, - - -, Un €
R™ tales que {v1,va,vs,...,v,} resulta ser una base de R™(R).

c) Tlustrar estos resultados construyendo una base de R3(R), que incluya a (1,0, —1).

En P(R), expresar v(t) = t? + 4t — 3 como combinacién lineal de p;(t) = t2 — 2t +5, pa(t) = 2t> — 3t
y p3(t) =t + 3.
Considere el espacio vectorial de funciones f : R — R sobre el cuerpo R. Demostrar que sin(x)

y cos(z) constituyen un conjunto de vectores linealmente independientes. Ayuda: en el caso de
funciones la independencia lineal no depende del valor que tome el argumento .

Determine si las funciones sin(z), cos(x), sin(x + 7/3) son también linealmente independientes.

2 Qué sucede en el caso de las funciones 1, cos(z), sin(x), cos?(z) y sin®(x)

.Y en el caso de e* y e*T1?

Probar que 1+ 2, t +t> y 1 4+ 2t + t? son una base del espacio de polinomios reales de segundo
grado. ;Cuél es la dimensién de éste espacio?

Hallar las coordenadas de 1 + 4t + 7t? en esta base y representarlo matricialmente.

El Wronskiano de dos funciones f(t) y g(t), diferenciables en el intervalo [a, b], es la funcion escalar
definida por:

W[ﬁg](t):net:’ 19 ’

Demostrar que si 3ty € [a,b] / W[f,g](to) # 0 entonces f(¢) y g(t) son linealmente independientes
en [a, b]. Demostrar que no vale la reciproca.

Encontrar los valores de k para los cuales fi.(z) = e*® resulta solucién de la ecuacién diferencial:

Pfr  dfy B

A partir del resultado obtenido en 15), mostrar que el conjunto de funciones F = {fx(z)}, tal que k
toma sélo los valores obtenidos previamente, es linealmente independiente. Considerando a F como
base, ordenado arbitrariamente, qué vector es representado matricialmente como (3, —1)7.



