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Parte I : Geometria diferencial

1. Torsién: a partir de su ley de transformacion, mostrar que la parte antisimétrica de los simbolos de
Christoffell transforma como un tensor

Tensor de Torsién : T =T, -1y, (1)

2. p-formas. Derivadas de tensores sin simbolos de Christoffell:

(i) Mostrar que si A, es un co-vector, d,A, no es un tensor (g)

(ii) Mostrar que su parte antisimétrica, F,, = 20),4,) = 0, A, — 0, A, si lo es.

(iii) Mostrar que la derivada exterior d genera tensores. Considerar Wy Una 2-forma, wy, = —wy,-
Mostrar que dw,,,, = 0wy, donde [...] significa antisimetrizar los indices, transforma como un
tensor frente a un cambio de coordenadas.

(iv) Mostrar que para toda conexion simétrica resulta

Ouwyp] = ViuWyp)

3. Contracciones son covariantes: Sea X", , es un tensor (;), mostrar que Y, = X*  es un tensor ((1))
.. -1 .
La contraccién es un mapeo de tensores € : 7P — 7 q171 definido por

C: T(wy,..wp; Uy, .. Uy) = T(w,..,€% . .wp; Uy, .., Ey, ..Uy)
donde {E,},{€"} son bases duales de T,M y Ty M, esto es (e®, E}) = 6

4. Composicién de vectores y corchete de Lie:

(i) Dados V, W € X(M), mostrar que (V o W)(f) = V(W (f)) no satisface Leibniz.
(ii) Mostrar que el corchete de Lie

V. W) =V(W() -W(V(])

satisface Leibniz y es lineal en f, luego define un vector.
(ili) Mostrar que en base de coordenadas {9, } las componentes del corchete de Lie son

V. W]t =VY0,WH — W9,V (2)

Mostrar a partir de esta expresion que frente a un cambio de coordenadas  — Z(x) el lado derecho
transforma como un vector, esto es
ozH

Oz«

V. W* - vV, Wl

(iv) Sean X,Y, Z campos vectoriales suaves en M, verificar que el corchete de Lie satisface Jacobi

([X.Y], 21 +[[Y,Z], X] +[Z, X], Y] =0 3)

5. Derivada de Lie: compara tensores a lo largo de una congruencia de curvas definidas a partir de un
campo vectorial K sobre la variedad. L no cambia el caracter del tensor.

. Derivada de Lie de un escalar f en la direccion de K: L f = K(f)
. Derivada de Lie del vector V' en la direccién de K: LV =[K,V] )

a) Sea f e F(M)yV € X(M) mostrar

Lk(fV)=(Lkf)-V+[-(LkV)



9)

Dados X, Y y Z campos vectoriales y f una funcién probar

Lx,Ly]f=Lixy)f, Lx,Ly]Z = Lix yv|Z. (4)
Usando la identidad de Jacobi (3), verificar que

Lx|Y,Z|=[LxY,Z|+|Y,LxZ]
La derivada de Lie satisface Leibniz al actuar sobre productos tensoriales
Lxkw®V)=(Lgkw)V +w® (LKV). (5)
Contrayendo esta relacion y usando (1) mostrar que base coordenada {8, } resulta
(ﬁKa)u = K"0,0, + 0,0, K"

Generalizando el procedimiento anterior hallar la expresiéon para la derivada de Lie de un tensor
arbitrario (7)) obteniendo

(EUT)M...MTMMVS _ Upame"'Wul...us _ Tpuzu.uzlmusapUm _ Tmp'--ur;l__'ysapUM — ...
+ Tm"'“;;...usavl UP 4 THi-hbr VsawUp +... (6)

Vi1pr3...
Usando (5) para un tensor arbitrario T' mostrar que

Lx,Ly|T = Lix yT

Mostrar que las derivadas parciales en (6) se pueden reemplazar por derivadas covariantes si la
conexion no tiene torsion (es simétrica).

6. Derivada de Lie y Derivadas covariantes: con el objeto de hacer evidente que la derivada de Lie
transforma tensores en tensores, a pesar de contener solo derivadas ordinarias, mostrar que podemos

rees

cribirla en términos de la derivada covariante como
Lep =EMVad
L VI = VAV = VAV =T VY
Lew, = EMVow, + wa\ V. + Tfﬂg)‘wp

donde T¥ . s el tensor de torsion definido en (1).

7. Deri

vada de Lie, métrica y conexién de Levi-Civita: mostrar que la derivada de Lie de la métrica g, en

ausencia de torsion, en la direcciéon del vector £ en base coordenada puede ser reexpresada como

(Egg)w =V,& +Viué definiendo &, = g.&”

donde V es la conexion de Levi-Civita.

8. Mapa exponencial, flujos: las curvas integrales % (¢, zo) generadas por el campo vectorial
K = K"(x)0, se obtienen de

con

LS Q0)

condicion inicial 2/ (0, z¢) = xf).

(i) Mostrar que satisfacen?

e (t, vk (8, 20)) = 2l (t+ 5, 20)

(ii) Para t fijo y Vap podemos interpretar la congruencia de curvas como un difeomorfismo

Py

convierten a 1 en un grupo conmutativo y justifican la notacion z (t,z) = e

M — M. Verificar que las propiedades (renombrando zy — x)
L (s (7)) = Piys, €sto es, Py 0 by = iy

2. 19 = mapa identidad

3.9y = ()"

LR gt

1 Ayuda:

este hecho resulta de mostrar que ambos lados satisfacen la misma ec diferencial con la misma C.I. y del hecho de

que la soluciéon de EDO’s es tnica.



9. Interpretacion geométrica del corchete de Lie: considerar dos flujos z$- (¢, ) ¥ x5y (¢, z) generados por
vectores % =Vy % = W. Partiendo del punto P de la figura evaluar a primer orden la
composicion de los flujos en distinto orden: x{ (¢, %, (€, P)) que nos lleva a B y z%, (€, 25 (¢, P)) que

nos lleva a A. Mostrar que la diferencia entre las coordenadas de los puntos finales es proporcional al
corchete de Lie [V, W].

El corchete de Lie es una medida de la no clausura del paralelogramo generado por V., W. ‘

10. Vectores de Killing y geodésicas en el espacio hiperbélico: considerar la metrica del espacio hiperbolico
H? en coordenadas de Beltrami? 5 ( 2
dr r-dr
ds* = 7
M PR @

(i) Mostrar que el Hamiltoniano que describe las geodésicas toma la forma
L2 2
H= (M- L?)
donde
M=p-r(p-r)) L=rxp
(ii) Hallar los corchetes de Poisson
{L;,L;} = €juLy, {M;,M;} = —¢€ijuLli, {Li,M;} = €My

y mostrar que L y M son constantes de movimiento. Chequear que el algebra de Poisson de
Li; = €ijx L y Lo, = M; es la de so(3,1). En la misma linea mostrar que H y M - L son los Casimires
cuadraticos.

(iil) Identificar los vectores de Killing de (7) y evaluar sus corchetes de Lie.
11. Modelo o no lineal - 1d WZNW:
(a) Explicar por qué para un grupo compacto G
ds* = —Tr(g 'dg g~ 'dg)

es una métrica Riemmaniana y establecer sus simetrias.

(b) Escribir el lagrangiano para una particula libre sobre G con esta métrica, hallar las ecuaciones de
movimiento y mostrar que la soluciéon general es

g(t) = go exp(tXo)

donde go € Gy Xy € g. Como cambian gy € Gy Xy € g bajo la accion derecha e izquierda de G.
(¢) Mostrar que para G = SU(2) y para todo X € g no nulo la solucién es siempre periddica.

(d) Es la solucion periodica para G = SU(3)7 lo es siempre? Ilustrar la respuesta con ejemplos.

2Las coordenadas de Beltrami para S™ se obtienen de embeber (z')? + .. + (z"71)2 = R? en ds? = (dz')? + ... + (dz™*1)?
eliminando z"t! de manera que

(xldx! + ... + z"dz™)?

ds? = (dzh)? + ... + (dz™)% + 7.2




12.

(e) Considerar ahora la accion para g(x) e introducir un campo de gauge A, (x) de manera que
resulte invariante frente a transformaciones locales g(x) — U(x)g(x)U ! (x). Explicitamente,
introducir la derivada covariante

D,g= 0.9+ aA,g+ BgA,

determinar la ley de transformacion para A, ajustando «, 8 de manera que
g 'D,g—U(g 'D,g)U L.

Formalismo de tétradas. Gravedad como una teoria de gauge del grupo de Lorentz
Consideremos transformaciones de Lorentz infinitesimales

77 = A%t ~ (0% + 0%)2®, denotamos A=¢€ y 0% <1 (8)

Recordemos que de /\Tn/\ =7, definiendo 0,y = 1,0, resulta 0., = —0,. Los generadores del grupo
de Lorentz satisfacen

[Maba Mcd] = MpeMad — NacMpa — MoaMac + NaaMpe (9)
Un tensor T en una representacion R del grupo de Lorentz transformara segin
T —T" = DR\, 17

donde et ()
DE(N) = 3" My” con M = (M), (10)

(i) Irrep vectorial (1, 3): Verificar que A conincide con la representacion vetorial, A = DR(A) donde

R=( %, %), cuyos generadores son
(Mab)a = 0g Mba — 0 Naa  aqui I =a

(ii) Representacién espinorial de Dirac (3,0) @ (0, 3): mostrar que los generadores

1
Mab = i h’aa ’yb]

satisfacen el algebra de Lorentz (9)3.

(iii) Considerar un conjunto de frames ortonormales {E,} base de T, M y sus duales {e®} base de
Ty M. A partir de
(e, Ep) = 0f (11)

mostrar que
9u () = nap € ()€} (x)

Luego, escribiendo (11) en componentes y de la condicién de ortonormalidad mostrar

(i) ep(@)By(x) =68, (i) El(z) = nag"” (2)e,(x) (12)

9" (x) = B} (x) Ey (x)n™

A partir de esta ultima expresién obtener
eZ(x)E;’(x) =9, (13)
De (12).7y (13) concluimos que E¥ = (e%)~'. Muchos textos reducen la notacion definiendo
e = Bl = g™ e,

y nunca mencionan las componentes E¥ ().

3Aqui I = a, la irrep acttia sobre espinores 1@ y la estructura de indices de las matrices gamma es v, = (Va)%g-



13.

(iv) Frente a TLL un campo tensorial T transforma segtn

T!(z) = T!(2) = D(N«))! ; T/ (2) matricialmente T = DR(A(x))T
Definimos la derivada covariante actuando sobre T' como
g Lo (R)
D, = E(2)(0, +wy) donde w, = 2% (x)M,,

En general, la representacion de My, en la derivada covariante depende del tensor T sobre el que
actua. Mostrar a partir de o
D,T = DX(A(z)) D, T

que la conexién de spin w,, debe transformar segtin
&p = DR(A(2)) - wp - DR(A(2)) = 9, (DR (A())) - DR(A (),
que a primer orden en 6 se reduce a
0, % ~w,® — D% + ... (14)
donde

D0 = 0,0 + [w,, 0™
— aﬂeab + Wuac ecb _ gac Wy cb
(v) Mostrar que
W#ab(ﬂf) = 9"”6% (ei);ﬂ

verifica (14), donde (e})., = Ve = d,ef — I') e5. Mostrar que es antisimétrica en (a, b).

Derivadas covariantes, Matrices gamma, en fin ... indices

Hemos introducido tres derivadas covariantes: D = 0 + w Lorentz, V = 9 4 I" diffeos, ® =90+ w + T
Lorentz+diffeo. El postulado de vierbein nos garantiza que la derivada actuando sobre tensores (spin
entero) puede ser calculada indistintamente en base local del espacio tangente (ab) o en base
coordenada (uv) (ver ej. 4). En cuanto a los campos de spin semientero es ineludible usar el espacio
tangente.

Podemos pensar que siempre actuamos con ®, y que esta actuard apropiadamente dependiendo de
los indices del tensor, a saber
DNV =V, VP =0,V + T}, V¥ (15)

pero asimismo

D, V=D, V=09,V +w,%V" (16)
Las expresiones (15) y (16) son equivalentes en virtud del postulado de vierbein ® e =0
V, VP =0,VP =D,(elV) = £ D,V = e D,V

Algunos ejemplos son (suprimiendo el indice espinorial)

_ 1, 1
Espinor:  ©,¢ = 0,¢ + Zw” b%b% donde 7, = 5[%7%] (17)
1
Rarita-Schwinger :  © %, = 9%, + Zwuab%bwu —T%,0,
1
@,ﬂba = uwa + ZWquVCd’@[]a + Wy ab/wb (18)

(a) A partir de la ley de transformacion de un espinor (17) derivar la ley para el espinor barrado

< 1
Couﬁ = ﬁ(au - Zwuab’}/ab)



14.

15.

Ayuda: construir el escalar ¢ = 7, luego D¢ = 9 = (D7) + 7(Dpup) ~» despejar.
(b) Mostrar que
1
Duy” = 0u7” + 790" Wab V] + 17" (19)
Ayuda: construir el vector V¥ = 7y#1) y proceder como en el item anterior.

(¢) Mostrar que
[7ab> ’YC] = 2(’}/anbc - Vbnac)

Usando este resultado evaluar el conmutador de matrices gamma en (19) y concluir que

1
Dy =0y — FZy'Vp + iwuabebu'}/a

Introduciendo en esta ecuacién la relacion v, = ey, hallar que

Du(€fra) = Ya(Ouel —They +wu%e)) =0 =

D,e3=0 veirbein postulate

Ecuacién de Dirac en AdS: considerar la métrica de AdS en coordenadas de Poincare

g2 2 2
ds2:R2< dt +d:: +dz>
z

(i) Definir una base local e®.
(ii) Hallar la conexién de espin w? con torsién nula resolviendo T® = de® + w% A e’ = 0
(iii) Escribir la ecuacion de Dirac para un espinor y resolverla.

ab

Geometria de la variedad de grupo G = SU(2)
La idea sera construir la geometria de SU(2) a partir de la estructura de grupo.

1) Parametrizacién usual: La variedad de grupo de SU (2 4 es topologicamente la 3-esfera SB. A partir
de la parametrizacion

U,0,¢) = exp(%z/) n-o)= cos% —I—isin%(n -o)

donde n = (sin 6 cos ¢, sin f sin ¢, cos #) hallar las algebra valued 1-formas invariantes a izquierda (left
invariant forms LIF)

Tétradas:  f;, = U 'dU = fiT,. (20)

A partir de las 1-formas f* construir la métrica sobre SU(2) usando la métrica de Killing-Cartan
2 1 1 a rb 1 17 .
ds* = _itr['fL'fL] = —§RabfoL, Rap = —§tr[TaTb]7 Killing — Cartan metric

2
= <d1’2b> + sin? %(d&Q + sin? 0d¢?), Y € (0,47), 0 € (0,7), ¢ € (0,2m) (21)

i.e. la métrica canénica de S3. Notemos que es bi-invariante ~ isometria SO(4) ~ SU(2) x SU(2)!
(ii) Por qué (21) result6 ser G x G invariante? Manipulando la primera linea de (21) mostrar que
1
ds? = —5trldU dUT]

que resulta invariante frente a U (¢, 60, ¢) — VL, U(¥, 0, ¢) Vi € SU(2) constantes.

(iii) Angulos de Euler angles y fibracién de Hopf de S3: parametrizando ahora los elementos de SU(2)
en términos de angulos de FEuler

U(6,68,9) = ¢ 207e 3002¢ 73000

4Matrices U tales que UUT =1y detU = +1



Mostrar que las componentes de

i )
e, =U"1dU = —50i e’
en la base de matrices de Pauli resultan

el =sinvy df — sinf cos vy do
62L = cos df — sinfsinv) dop
e} =di+cosfdep. (22)

Construyendo la métrica como en (21) obtener al métrica canénica de S? en la forma de Hopf

1
Métrica de Killing-Cartan :  ds® = —§tr[eLeL]

= i[déﬂ + sin? 0dp? + (dip + cos 0 dp)?] (23)

(iv) Verificar que las tétradas e’ satisfacen las relaciones de Maurer-Cartan

de;, = —e; Nep,
Reescribirlas como
LA
Conexién de spin - Torsién nula:  de' + Tej AneF =0
o . ., ., ; ik
justificando la eleccion de conexioén de torsion nula como w'y = -e€’.

(iv) Calcular el vol(SU(2))=272. Este volumen depende de la normalizacién global de la métrica.

(v) Hallar los vectores invariantes bajo la accion a izquierda (duales a las LIF (22) del item anterior)

Ly =—2cotfcostp By — 2siny O —|—2CC.)S¢ 94
sin 0
Ly = —2cot@sinty 8y — 2cosy Oy —I-QSI.HJ 9y
sin 6
Ly =29, (24)

verificar que satisfacen el algebra de SU(2) y que son vectores de Killing de la métrica (23). Nota, las
constantes de estructura no dependen de la posicion en SU(2).

(vi) Los right invariant vector fields son

R, =2cotfcos¢ 0y +2sin¢ Gy —QC(,)SQS W
sin 6

Ry =2cotfsing 9y —2cosp Oy —251,n¢3¢
sin 0

R3 = —28¢
Mostrar que conmutan con los left invariant L;
[R;,L;j]=0 VYi,j

que R; tambien son vectores de Killing de g, que cierran SU(2) con un sutil cambio de signo, hallar
las right invariant 1-forms er = dU - U™, mostrar que son duales a los vectores R; y completar todo
el picture.
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