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1. Introduccion

Un fenomeno aleatorio es un fenémeno empirico que se caracteriza por la pro-
piedad de que, al observarlo bajo determinado conjunto de condiciones, no siempre se
obtiene el mismo resultado (de manera que no existe regularidad determinista) sino que
los diferentes resultados ocurren con regularidad estadistica, es decir, existen niimeros
entre 0 y 1, bien determinados, que indican la frecuencia relativa con la que se observan
los diferentes resultados en una serie de repeticiones independientes del fenémeno.

Dos conceptos estrechamente ligados al fenémeno aleatorio son los de evento alea-
torio y de la probabilidad de un evento aleatorio. Un evento aleatorio es cada uno de
los resultados posibles de un fenémeno aleatorio. La frecuencia relativa con la que un
evento aleatorio dado aparece en una sucesion larga de observaciones independientes
y al azar, define, en el limite en que el nimero de observaciones tiende a infinito, la
probabilidad del evento correspondiente.

Consideremos, por ejemplo, un bolillero que contiene 10 bolillas, numeradas del 1
al 10. Se extrae una bolilla, se observa su numero, se la introduce nuevamente en el
bolillero, y asi sucesivamente se continia extrayendo bolillas adicionales.

Ejemplos de eventos son: Extraer la bolilla 1, extraer una bolilla par mayor que tres,
etc. Las probabilidades de estos eventos dependen de las caracteristicas del experimen-
to. Bajo ciertas circunstancias es posible realizar un modelo matematico de la realidad
y decir algo acerca de las frecuencias con que pueden darse los distintos eventos. Por
ejemplo, si las 10 bolillas son idénticas —salvo por el nimero que las identifica— y el
método de extraccion asegura que cualquiera de ellas puede ser extraida en cualquier
momento, entonces podemos intuir que la frecuencia relativa de aparicion de la bolilla
i serd 1/10, es decir, el cociente entre el niimero de eventos “similares” o “igualmente
probables” y el niimero total de eventos posibles. Del mismo modo, la probabilidad de
extraer una bolilla par mayor que 3 debe ser 4/10 = 2/5, etc.

El conjunto de todos los resultados posibles de un experimento se denomina espacio
muestral del experimento aleatorio. En nuestro ejemplo, el espacio muestral es el
conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, el cual contiene todos los resultados posibles del
experimento aleatorio “extraer una bolilla”. En general utilizaremos la letra S para
referirnos al espacio muestral de un experimento.

Se define un evento E como un subconjunto cualquiera de S, £ C S. El evento
“extraer una bolilla par mayor que 3” se representa por el subconjunto {4,6,8,10} de
S.

En todo experimento aleatorio siempre es posible definir dos eventos particulares:
El evento seguro E = S, y el evento imposible E = ().



2.

Axiomas de la Teoria de Probabilidades

Dada una situacion aleatoria, que queda descripta por un espacio muestral S, una

funcién P definida en el conjunto de todos los subconjuntos de S (conjunto de eventos),
que asigna a cada evento un nimero real, es decir P(E) € IR, para todo F C S, es una

funcion de probabilidades si y solo si satisface los siguientes tres axiomas:

1. P(E) > 0 para todo E C S.
2. P(S) =1 (S es el evento seguro).
3. Dados E; C Sy Ey C S, con Ey N Ey = () (eventos mutuamente excluyentes),
entonces
Es de notar que toda la teoria de probabilidades se construye sobre estos tres
axiomas.
2.1. Resultados inmediatos

Se listan a continuacion una serie de resultados basicos que surgen en forma directa

de los axiomas de la Teoria de Probabilidades:

» El evento imposible tiene probabilidad cero, es decir,

P®)=0. (2)

Demostracidn. SN = (), luego, por el axioma 3 resulta P(SUD) = P(S)+ P(();
pero SU( = S, y entonces P(SUD) = P(S), y luego reemplazando en la expresion
anterior queda P()) =0 c.q.d.

Sea F un evento cualquiera, y sea E,. el evento complementario, el cual verifica:
FEUE.= S5 con ENE,=(. Sea F otro evento cualquiera, entonces

P(FNE,) =P(F)— P(ENF). (3)

Demostracion. Se tiene que (FNE)N (FNE,
P(FN

=0y (FNE)U(FNE.,)=F,
entonces por el axioma 3 resulta P(F') = Fn

c)
NE)+P(FNE,), que es equivalente
a la ecuacion (3) c.q.d.

(Corolario del teorema anterior) Tomando F' = S en (3), resulta

P(E.)=1—P(FE). (4)
Demostracion. Trivial a partir de las propiedades de S, F y FE..
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= Sean F y F eventos cualesquiera, entonces

P(EUF) = P(E)+ P(F)— P(ENF). (5)

Demostracidn. Se tiene que (EU F) = EU (FNE,); pero EN(FNE,) =0,
entonces P(E U F) = P(E) + P(F N E.). Aplicando (3) al dltimo término del
segundo miembro se obtiene la ecuacién (5) c.q.d.

3. Probabilidad Condicional

En un ensayo aleatorio con espacio muestral S se toman dos eventos A y B, sub-
conjuntos de S. Por probabilidad condicional del evento B, dado el evento A, denotada
P(B|A), se entiende la probabilidad de que B ocurra bajo la suposicién de que A ha
ocurrido.

Consideremos la siguiente situaciéon: En una caja hay 20 bolillas, 15 blancas y 5
verdes. Si las bolillas son iguales salvo por su color, la probabilidad de sacar cualquier
bolilla es 1/20, y la probabilidad de sacar una bolilla blanca (verde) es 15/20 (5/20).
Se procede a extraer una bolilla la que resulta ser verde. En estas condiciones nos
preguntamos cudl es la probabilidad de volver a extraer una bolilla verde.

En el presente ejemplo, esta probabilidad es facil de calcular: 4/19, que resulta
diferente a 5/20. Este sencillo ejemplo nos muestra que la informacién disponible a
priori ha modificado la probabilidad de un evento.

Sea N = 20 x 19 = 380 el numero de pares de bolillas que pueden ser extraidos en
nuestro experimento. Sean los eventos A = “La primera bolilla es verde”, y B = “La
sequnda bolilla es verde”. La multiplicidad de estos eventos es:

Ny =5x19 =95, Np=15x5+5x4=095. (6)

Por otra parte, la multiplicidad de AN B, Nang = 5 x 4 = 20.

La probabilidad condicional P(B|A) corresponde a la fraccién de experimentos en
los que ocurrié B luego de haber ocurrido A. En términos de cocientes de multiplici-
dades, esto corresponde a:

NAI"]B _20 4

- == 7
Ny 95 19 (")

P(B|A) =

que, como corresponde, es igual a la fraccion calculada en forma directa.

Los cocientes de multiplicidades coinciden con los cocientes de las respectivas proba-
bilidades (esto es evidente en la cuacién (7), luego de dividir numerador y denominador
por N); y esta propiedad es de cardcter general, y nos lleva a la definicién rigurosa de
probabilidad condicional:



La Probabilidad Condicional del evento B dado el evento A (no imposible), se

define como
P(ANB)

P(A) -
Si P(A)=0 entonces P(B|A) estd indefinida.

Corolario de la definicién: Si ambos eventos son no imposibles, es decir P(A) > 0
y P(B) > 0, entonces tanto P(A|B) como P(B|A) estan definidas, y se verifica
P(BNA) P(A)

P(AIB) = =5 = B PBIA) )

P(B|A) = P(A) > 0. (8)

en donde se ha aplicado la definicién (8). Luego resulta
P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A), (10)

ecuacion en donde la relacion entre probabilidades absolutas y condicionales se presenta
en forma simétrica.

3.1. Teorema de Bayes

Sean C',Cs, ..., C,, n > 1, eventos mutuamente excluyentes y exhaustivos, es decir,
CinC;=0vVi#j,yCiUCyU...UC, =S. Entonces
iy P(B|C;) P(C;)

P(Cj|B) =

para todo evento B C S.
Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional es

P(C; N B)

P(C;|B) = P(B)

(12)
pero por el cardcter excluyente y exhaustivo de los C; se verifica que B = (BN Cy) U
(BNCy)U...U(BNC,). Luego, aplicando reiteradamente el axioma 3 de la Teoria
de Probabilidades, se obtiene
P(B)=> P(BNC,). (13)
i=1
Reemplazando P(BNC;) = P(B|C;)P(C;) en esta ultima ecuacion, aplicando luego el
resultado en la ecuacién (12), y teniendo en cuenta que P(C; N B) = P(B|C;)P(C}),
se obtiene la ecuacién (11) c.q.d.
El Teorema de Bayes es un importante resultado de la teoria basica de probabi-
lidades, que encuentra aplicaciones en numerosos problemas relacionados con analisis
probabilisticos y estadisticos.



3.2. Independencia entre eventos

Se dice que dos eventos A y B son independientes si y solo si
P(A|B) = P(A). (14)

En otras palabras, decir que un evento A es independiente de otro B significa que el
tener informacién sobre B no modifica el estado de conocimiento acerca de A, concepto
precisado cuantitativamente por la ecuacién (14).

Observesé que si P(A|B) = P(A), entonces por (10) resulta P(B|A) = P(B), y
por lo tanto la relacién de independencia es reciproca (Si A es independiente de B,
entonces B es independiente de A).

Si A y B son independientes, se tiene

P(ANB) B
P " P(B|A) = P(B) (15)
y entonces,
P(AN B) = P(A)P(B). (16)

En otras palabras, la probabilidad de que ocurran conjuntamente dos eventos indepen-
dientes es el producto de las respectivas probabilidades.

4. Ensayos independientes de Bernouilli

En muchas aplicaciones nos encontramos con la siguiente situacién: Un experimento
aleatorio se repite un determinado ntimero de veces en forma independiente. En cada
instancia estamos interesados en observar la ocurrencia (“éxito”) o né (“fracaso”) de un
dado evento. Sabiendo que la probabilidad de “éxito” es p, la de “fracaso” es ¢ =1—p.

Si el experimento se repite n veces, podemos preguntarnos ;Cual es la probabilidad
de obtener k éxitos?

Por ejemplo, si n = 3 y k = 2, las instancias posibles son:

EEF con probabilidad ppg = p?q
E F E con probabilidad pgp = p?q
F E E con probabilidad ¢pp = p?q

Las probabilidades de cada instancia pueden evaluarse facilmente dado que hemos
asumido que los ensayos son independientes. Como las instancias son mutuamente ex-
cluyentes, la probabilidad buscada serd la suma de las probabilidades de las instancias,
es decir, 3p?q.

En el caso general, la probabilidad de cada instancia (k éxitos y n — k fracasos)

es pFq" %, v el ntimero de instancias es el niimero de combinaciones de n elementos
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tomados de a k. Por lo tanto, si b(k,n,p) representa a la probabilidad de obtener k
éxitos en n ensayos de Bernouilli con probabilidad de éxito p, entonces

b(k,n,p) = (Z)pk g (17)

A esta expresion se le suele llamar ley de probabilidades binomial.

5. Variables aleatorias y funciones de distribucién

En muchos casos el analisis de los fenémenos aleatorios se realiza mas conveniente-
mente si se “mapea’” el espacio muestral sobre el conjunto de los niimeros reales. Las
funciones definidas a tal efecto se llaman vartables aleatorias.

Una variable aleatoria X es, entonces una funciéon X : S — IR.

El conjunto de variables aleatorias suele dividirse en dos grandes grupos: Variables
aleatorias discretas y variables aleatorias continuas, segin el tipo de argumento s € S
que defina a X (s). Consideremos los siguientes ejemplos:

1. Sea S = {blanco, rojo} el espacio muestral del experimento “extraer una bolilla
de color de una urna”. Definimos la variable discreta

0 si s = blanco

Xt~ { (18)

1 si s=rojo
2. Se arrojan tres dardos sobre un gran tablero plano. Definimos la variable continua

X = Area del tridngulo determinado por los 3 dardos (19)

que toma valores en el semieje real positivo.

5.1. Funcion de distribucion acumulativa

Para toda variable aleatoria X, se define la funcién de distribucién acumulativa F'x
(o simplemente F'), Fx : IR — IR dada por

Fx(z) = Prob{X < x}. (20)

Claramente Fx(—oc) =0y Fx(+00) = 1; y ademds Fx(z1) < Fx(za) V1 < 29
(Fx es mondtonamente creciente, y la imagen de Fix es el intervalo [0, 1]).
Andlogamente se define la distribucion acumulativa complementaria, Gx(z), Gx :
R — IR dada por
Gx(x) =Prob{X >z} =1— Fx(x). (21)



Para variables aleatorias continuas F' es, en general, una funcién suave, mientras
que para variables discretas F' es una funcién escalonada. Por ejemplo, la funcién
acumulativa asociada a la variable aleatoria del ejemplo 1 precedente es

0 st <0
Flx)=< p, si 0<z<1 (22)
1 st z>1

donde p,, es la probabilidad de extraer una bolilla blanca.
En los casos en donde F' es continua y derivable, se define la funcion de densidad
de probabilidades, o simplemente distribucion de probabilidades

d
) = X, (23)
Si fx existe, entonces i
Fy(z) = [ fxla')da (24)

Como F(0c0) = 1, las distribuciones de probabilidades deben cumplir con la siguiente
normalizacion:

+oo
/ fxl@ydr = 1. (25)

En los casos de variables discretas es posible definir densidades de probabilidad
utilizando adecuadamente la distribucion § de Dirac.

5.2. Funciones de distribucion bivariadas

Sean X y X5 dos variables aleatorias. Se define la distribucion conjunta de proba-
bilidades como
Fyx,x, = Prob{(X1 < m1) y (Xo < a3)}. (26)

Si F'x, x, es una funcion derivable, entonces se puede definir la distribucién conjunta
de probabilidades, h(xy, z5), la cual verifica

Fx,x,(x1,22) = / 1/ i h(x}, x5) dohd! (27)
32

h(xbe) axlaxQFXlxz(xbe) (28)

Las funciones de distribucién individuales fx, y fx, se relacionan con h via

—+00

o) = [ ey as) dry (29)
+oo

fX2 (I’Q) = ‘/7 h(l’l, ZEQ) dl‘l (30)

Estas distribuciones son frecuentemente denominadas distribuciones marginales.
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5.3. Variables aleatorias independientes

Las distribuciones h, fx, y fx, adoptan una relaciéon muy particular cuando X; y
X5 son independientes.
Notemos ante todo que si este es el caso, entonces se verifica:

PI‘Ob{(Xl S Xl)‘(XQ S ZEQ)} = PI‘Ob{Xl S ZEl}, Vxl,xg € R. (31)

Por lo tanto resulta:

Prob{(X; < X1) y (X5 < 5)} = Prob{X; < X1} Prob{Xs <z}, (32)
es decir,
[ty dagay = { [ty [ ftel) da
- [ [ fx (-Ta)fXQ(IBIQ) dxédx’l, (33)

Como x1 y x5 son arbitrarios, esta ultima ecuacién nos lleva a

h(xl’xQ) = le(xl)sz(x2)> (34)

es decir, la distribucién conjunta de probabilidades de dos variables aleatorias indepen-
dientes es el producto de las distribuciones individuales.

5.4. Composicién de variables aleatorias con funciones

Sea X una variable aleatoria y ¢ una funcién real. Y = ¢g(X) es una nueva variable
aleatoria. ;Cual es su funcién de distribucion?
Se verifica:
Fy(y) = Prob{Y" <y} = Prob{g(X) < y}. (35)

Para una funcién g general, el célculo de la probabilidad indicada en (35) debe ser
realizado teniendo en cuenta las particularidades de cada caso. Si g es tal que existe
una inversa ¢~! (univocamente definida), entonces es

Prob{g(X) <y} = { R (36)

Prob{X > g7 '(y)} sig¢ <O,
o sea,

Fy(y) =

{ Fx(g7'(y)) sig' >0 (37

1—Fx(g7'(y)) sig <O.



De donde obtenemos, al aplicar la definicién (23):

1
—— fx(g7'(y)) sig >0
=1 7 (39)

7w fx(g () sig <O,

en donde se ha utilizado la identidad (g7*) = (g') ™. Observesé que la expresién de fy
dada por (38) puede reducirse a una unica férmula:

1
l9'(y)]

Ejemplo. Consideremos el caso de la variable Y = 1/X es decir g(z) = 1/z. Se

fy(y) = fx(g7 () (39)

tiene |¢'(y)| = y 2, y aplicando (39) resulta:

fix(y) =y fx(1/y). (40)

En moédo andlogo es posible hallar la distribuciéon de probabilidades de la variable
aleatoria que resulta de componer dos variables X; y X5 a través de una funcién real
g, es decir, Y = g(X1, X5). En este caso se verifica:

Fy(y) = Prob{Y <y} = Prob{g(X;, Xs) <y}, (41)

es decir:
Fy(y) = //D h(x1, o) dridzs, (42)

donde D, es la regién del plano zyxs definida por D, = {(z1,22)/g(z1,z2) < y}.

Un caso particular de mucha importancia es el de la suma de dos variables aleatorias
independientes. En este caso es g(x1, %) = x1 + %2, h(x1,22) = fi(x1) f2(x2), y Dy es
el lugar geométrico de los puntos (z1, x9) tales que z1 + xo < y. La integral (42) puede
entonces expresarse de la siguiente manera:

Fyix,(y) = /;OO /y:l fi(z1) fa(x2) dzoda,. (43)

Luego derivando respecto de y resulta

+o0

frexa) = [ Ail@)faly— ) dr, (44)

es decir, la densidad de probabilidades de la suma de dos variables aleatorias indepen-
dientes se obtiene realizando la convolucion de las densidades de los sumandos.

10



6. Funciones de distribucion usuales

El propédsito de esta seccion es listar, para referencia futura, las funciones de distri-

bucién mas usuales en teoria de probabilidades y estadistica.

Distribucién uniforme. (a, b, reales, b > a.)
1
fla)=4 e

0 en otro caso

a<x<b

Distribucién normal. (m, o, reales, 0 > 0.)

f(z) = ! exp{l<x_m>2}, —00 < < 00.

V2o 2 o

Distribucién de Cauchy. (a, (3, reales, § > 0.)
1 1

Distribucién exponencial. (3 real, § > 0.)

f(z)

, —oo <1z < o00.

1
f(x):Be*x/ﬁ, 0<z<o0.

Distribucién x%. (v real, v > 0.)

1

2
v_ X
FO%) = gy O)F T, oS <
Distribucién F. (11, vs, reales positivos.)
vi/2. v2/2 B b
f(F):%FBQ(Vl—FVQF)_l;?, O§F<Qo
B(4.%)

Distribucién de Student. (v real, v > 0.)

1 t 22\ 2
VB (3.%) /- v

11

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)



7. Esperanza, momentos y magnitudes asociadas

Se define la esperanza de una variable aleatoria como

B(X) = (X) = | " (@) da (52)

—00

Esta definicion sélo tiene sentido cuando la integral del segundo miembro es conver-
gente.

E(X) es también llamada la media de X, y se la suele simbolizar con la letra p,
p=(X).

SiY = g(X), entonces es:

+o0 ~+o00
(Y) = / yfv(y)dy = / ydFy. (53)
Si existe ¢’(x), entonces (ver seccién 5.4) serd
ydFy = g(z)dFx, —oo <z < o0, (54)

por lo que resulta
+oo
()= (g(X) = [~ gla)fx(x) dx. (55)

Esta expresién nos indica que el valor medio de cualquier funcién de una variable
aleatoria puede ser calculado utilizando directamente la distribucion de la variable
original, no siendo necesario calcular la distribucién de la variable compuesta.

7.1. Momentos de orden superior

Se define el momento de orden n de una variable aleatoria via
—+o0

=" = [ " flw) da. (56)

—0o0

El momento n-simo no estda definido en los casos en donde la integral del segundo
miembro es divergente.

Para n = 0 se tiene uj = 1 (normalizacién de la distribucién); mientras que para
n = 1 resulta u} = p.

Es conveniente definir ademés los momentos centrados en la media, ji,, via:

pn =A== [ — ) (o) e (57)

/
Notar que po = py = 1, y que pq = 0.
Los momentos de orden 1, 2, 3 y 4 suelen combinarse convenientemente para definir
diversos parametros asociados, tal como se describe en los proximas secciones.
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7.2. Varianza y desviacién estandard

La varianza, V', y desviacion estandard, o, de una distribucién son dos parametros
frecuentemente utilizados que se definen via

V= = {(X — ) = (X%) — (X)2 (58)

o=V (59)

La media define el “centro de gravedad” de una distribucién, mientras que la desvia-
cién estandard cuantifica el grado de dispersion alrededor de la media. En la figura 1 se
ilustra este concepto mostrando dos distribuciones con diferente desviacién estandard.

f(x)
£(x)

Figura 1: Media y desviacion estandard de distribuciones continuas. Se utiliza una
unica escala para ambos grdficos.

7.3. Sezgo y curtosis

Se definen los coeficientes de sezgo (skewness), v; y curtosis, 72, via

s (= p))

N T o
pa o {@—p)?)
2= T e oy



f(x)
f(x)
f(x)

X

Y1

Figura 2: El sezgo en tres casos representativos. Se utiliza una unica escala para todos
los grdficos, y todas las distribuciones possen igual media y desviacion estandard.

El coeficiente de sezgo es un parametro que da una medida cuantitativa de la
simetria de la distribucién alrededor de su media, tal como se ilustra en la figura 2.

En estos graficos puede verse que un sezgo nulo corresponde a una distribucion
totalmente simétria alrededor de la media, mientras que si el sezgo es positivo (negativo)
la distribucién esté desbalanceada con predominancia en la regién de z menor (mayor)
que la media pu.

La curtosis de una distribucion se relaciona con el grado de “achatamiento” de una
distribucion. Tal como se ilustra en la figura 3, las distribuciones que son “aplanadas”
(especialmente alrededor de la media) se corresponden con parametros -, positivos y
se las llama distribuciones platictirticas, mientras que las que se concentran cerca de la
media (“en punta”) tienen curtosis negativa y son distribuciones leptoctrticas. El caso
intermedio, v = 0, corresponde a las distribuciones mesocurticas, como, por ejemplo,
la distribucién normal®.

7.4. Otros parametros de centralizacion

7.4.1. Moda

Es el punto donde f(z) es maxima. Si f(z) tiene mas de un maximo, la distribucién
se denomina multimodal. En la figura 4 se ilustra este concepto.

'El termino substractivo 3 en la ecuacién (61) se coloca deliberadamente para que 7, sea cero en
el caso de la distribucién normal.
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f(x)
f(x)
f(x)

Figura 3: La curtosis en tres casos representativos. Cuando vy es positivo, cero o ne-
gativo, la distribucion es platicurtica, mesocurtica, o leptocirtica, respectivamente. Se
utiliza una unica escala para todos los grdficos, y todas las distribuciones possen igual
media y desviacion estandard.

f(x)
£(x)

(a) (b)

X
X

P AU U E

Figura 4: (a) La moda, M, y la media p de una distribucion de probabilidades. (b)
Distribucion multimodal.
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7.4.2. n-tiles

Sean n entero positivo, y sean y; = j/n (j = 0,1,...,n), n+1 puntos que subdividen
el intervalo [0, 1] en n subintervalos de igual longitud. Sea X una variable aleatoria, y
F(X) su funcién acumulativa de probabilidades.

Los puntos z; definidos por la relacién

F(z;)=vy;, j=0,1,....n (62)

se denominan n-tiles de la distribucion. Claramente o = —oo y x,, = +00.
Los puntos z; tienen la propiedad basica de dividir el eje real en n intervalos igual-
mente probables. En efecto, sea 0 < 7 < n — 1, entonces
j+1 75 1
Prob{z; < X < a1} = Flj) = F2g) =y -y =—— - =5 (63)
es decir, todos los subintervalos son igualmente probables con probabilidad 1/n.
Los n-tiles son ampliamente utilizados para la descripcion de distribuciones de
probabilidad, especialmente para ciertos valores particulares de n —en donde reciben

nombres especiales— tal como se detalla a continuacion.

Mediana. Corresponde al caso n = 2. En este caso y; = 0,5, y z1 es la denominada
mediana de la distribucién, es decir, el punto donde la distribuciéon acumulativa
vale 1/2, y que, por lo tanto, divide al eje x en dos semiejes igualmente probables.
Ver representacion en la figura 5.

Cuartiles. Corresponden al caso n = 4. x1, x5 y x3 definen el primer, segundo y tercer
cuartil, respectivamente. Ver representacion en la figura 5.

Percentiles. Corresponden al caso n = 100. xq, x2, . . . , g9, respectivamente llamados
“percentilo 17, “percentilo 2”7, ..., “percentilo 99”, definen el conjunto de abscisas
que dividen al eje x en cien subintervalos igualmente probables.

7.5. Esperanzas y momentos de distribuciones conjuntas

Sea una distribucion h(x,y) la densidad de probabilidades conjunta de dos variables
aleatorias X e Y. Sea una funcién ¢ : R* — IR, entonces se define

Elg(X.Y)) = (oX.Y) = [ [~ glary)hiay) dody. (64)

Consideremos algunos casos particulares:
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Figura 5: (a) Funcion de distribucion acumulativa en donde se senalan la mediana
y la media . (b) Lo mismo que (a), pero para los cuartiles x1, xo y x3.

1. g(z,y) = z. En este caso resulta:

—+00

EX) = /_+0<>/ zh(z,y) dxdy

— /_:O x_ /_J:o h(z,y) dy] dz (65)
-/ ;‘” fx (x) da. (66)

2. g(x,y) = = +y. Por las propiedades del calculo integral resulta:
EX+Y)=EX)+EY). (67)
3. g(z,y) = (z + y)* En este caso se verifica:
E[(X +Y)’] = E(X?*) + E(Y?) +2E(XY). (68)
Definiendo Vyx.y = E[(X +Y)?] — E?[(X +Y)], se obtiene
Vxyy = Vx + V3 +2Cov(X,Y), (69)
en donde la covarianza de dos variables aleatorias, Cov(X,Y") se define via

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (70)
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4. Si X e Y son independientes y g(z,y) = xy, se tiene h(x,y) = fx(x)f,(v), ¥

entonces
Bxv) = [ [y dyda -
N /;OO vl X(@dﬂﬁ] [ [ ;OO yfy(y)dy} : (72)
es decir, E(XY) = EX)E(Y). (73)

Esta expresion nos dice que la esperanza del producto de dos variables aleatorias
independientes es igual al producto de las esperanzas de los factores.

5. (Corolario del punto anterior) Si X e Y son variables aleatorias independientes,
entonces Cov(X,Y) = 0, y entonces (69) se reduce a

Vxiy = Vx + Wy (74)

A partir de la covarianza, definida en la ecuacién (70), puede definirse el coeficiente
de correlacion Cov(X.V
p(X,Y) = %Y) (75)
Puede demostrarse (hacerlo!) que =1 < p < 1.
El coeficiente p da una medida del grado de independencia (o, alternativamente, de
correlacién) existente entre dos variables aleatorias dadas: Cuando p es cercano a cero,
las variables son practicamente independientes, mientras que |p| cercano a uno indica

un alto grado de correlacion.

8. Funcion caracteristica de una distribucion

La transformada de Fourier de una distribucion de probabilidades, fx, es frecuen-
temente utilizada, y se la refiere con el nombre de funcion caracteristica

ox(u) = /:)O e fx () dx -

fx) = o [ e o d

21 J oo
Ejemplo. La distribucién normal N (0, 1) (distribucién (46) conm =0y o =1). En
este caso la integral para calcular ¢ puede llevarse a la forma

e—u2/2 +00 1 (oiu)?
Oy (u) = NeTS /700 e 2T dy (77)

que nos da
Oy =€ "2 (78)
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8.1. Algunas propiedades de las funciones caracteristicas

Se listan a continuacion algunas propiedades basicas de las funciones caracterisiti-
cas. Estas propiedades pueden demostrarse facilmente (hacerlo!) utilizando la defincién
de funcion caracteristica y aplicando algunas caracteristicas ya descriptas de las varia-
bles aleatorias que intervienen en cada caso.

1. Escaleo y traslacion:

Paxss(1) = €™ x (au). (79)

2. Suma de variables aleatorias:
Ox vy (u) = ox(u)py(u). (80)

3. Si existe el momento k-simo de X, entonces

(X = 50 ) (81)

Esta tltima propiedad permite escribir el desarrollo de Taylor de ¢x(u) alrededor
de u = 0 de la siguiente manera:
E(X)  B(X?) , _EX®) ;

dx(u) =1+1 TR u® —i T (82)

9. Ley de los Grandes Niumeros y Teorema Central
del Limite

Sean X1, Xs,..., X, una serie de variables aleatorias independientes, y sea

1 n

~-3 X (83)
n i3

S, suele ser llamada “media muestral”.
Dado que las variables son independientes, podemos aplicar la ecuacién (74) reite-
radamente para obtener

(5= s DV (X &)

Por otra parte, aplicando (67), podemos ver que

B (85)

J=1

3|>—‘
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En el caso particular en que todas las variables aleatorias X tienen la misma media
y desviacién estandard, es decir E(X;) = u, y V(X;) = o2 para todo j (con py o
finitos), entonces resulta:

BS)="r=p  V(S)=—g=" (86)

de donde surge que S,, tiene esperanza p (la misma que las X), y desviacion estandard
o/v/n, que es mas reducida que la desviacién estandard de las variables X, y tiende a
cero con n tendiendo a infinito.

Esto significa que para n tendiendo a infinito, la media muestral se distribuye justo
sobre p con desviacion estandard nula, independientemente de la naturaleza de las
variables X; con tal que todas ellas tengan media y desviacién estandard finita.

Este hecho es conocido bajo el nombre de ley de los grandes nimeros, y fue
descubierto por primera vez por Bernouilli. La ley de los grandes ntimeros tiene validez
general, excepto para algunas distribuciones con momentos no definidos (por ejemplo
la distribucion de Cauchy).

Es posible ir atin mas allad y demostrar que S, tiene distribucién normal en el limite
n — 00, y este es, aproximadamente, el enunciado del Teorema Central del Limite.

Para demostrarlo, procedamos primero a definir

g — % S X: (87)

donde
yeeey T (88)

[t; ¥ 0j son, respectivamente, la media y la desviacién estandard de X, ambas finitas.
X7y S5} suelen llamarse las estandarizaciones de X; y S, respectivamente. Es evidente
que ambas variables estandarizadas tienen media 0 y varianza 1.

Para demostrar el Teorema Central del Limite bastara demostrar que para n — oo
la distribucién de probabilidades de S es normal de media 0 y desviaciéon estandard
1, N(0,1).

Aplicando la definicién de la funcién caracteristica, y algunas de las propiedades
listadas en la seccién 8.1, se puede ver que

I & =X
b5y = ¢ [%;Xj] = [Z \F] (89)
y entonces, aplicando (79) y (80)
bs; (u H dx: (\7) (90)
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y por lo tanto
In g (u Zlngf)x* <T> (91)

Para u fijo, u/+/n tiende a cero con n tendiendo a infinito, luego podemos utilizar
convenientemente el desarrollo de Taylor (82):

o) - aten ()

(notar que se ha utilizado el hecho que E(X}) =0y que E[(XJ*)Q] = 1). El factor A,
engloba a todos los términos de la serie no considerados (el de menor grado es ctibico).
Entonces se verifica:

w o Aud
In ¢g: (u Zln[l—— n;/Q]

En el limite para n — oo los argumentos de los logaritmos del segundo miembro tienden

(93)

a 1, y por lo tanto se justifica reemplazar estos logaritmos por su desarrollo de Taylor
alrededor de 1, resultando

n u2 A»u3 u2 u3 n
J= J=

Aj, es decir 337 Aj = nA. Cuando n tiende a infinito, todos los

Sea A = i
Aj se tornan Vlrtualmente iguales a —iu 3/3!, y por lo tanto A resulta ser un ntimero
finito perfectamente determinado. Al reemplazar en (94) obtenemos

u?  uPA
1 (u) = ——+ —
n qbsn (u) 9 + \/ﬁ s (95)
es decir
U2
nh_{go In ¢S:L (U) = T (96)
que al exponenciar resulta
lim ¢s: (u) = e 7. (97)

R0

Comparando con el ejemplo desarrollado en la seccion 8 podemos ver facilmente que
el segundo miembro de la ecuacién (97) es la funcién caracteristica de la distribucién
N(0,1), lo que implica entonces, al antitransformar, que la distribucién de probabili-
dades de S} es la normal de media cero y desviacion estandard 1, que es el resultado al
que se queria arribar. Esto completa la demostracién del Teorema Central del Limite.

Observesé que se ha hecho uso de la hipdtesis de existencia y finitud de la desviacién
estandard de las variables X;. Si esto no se cumple, entonces ya no se puede garantizar
la validez del Teorema.

21



