Sistemas de numeracion

* Un sistema de numeracion es un conjunto de simbolos y reglas, que nos permiten
construir todos los numeros validos para el sistema.

* Los sistemas de numeracion se pueden clasificar en posicionales y no posicionales.

* En los sistemas no-posicionales los digitos tienen el valor del simbolo utilizado,
qgue no depende de la posicion (columna) que ocupan en el numero.

1

Sistema egl pCiO Value 1 10 100 1000 10,000 100,000 "™

or

many

Hieroglyph

i L T ¢

* En los sistemas posicionales un numero depende no solo del simbolo utilizado
sino también de la posicion que el mismo ocupa dentro del numero.



Sistemas posicionales

* Si el sistema posicional tiene base b, quiere decir que hay so6lo b simbolos distintos
para formar todos los numeros del sistema.

* En base 10.
El numero cuatro: 4
El ndmero cuarenta: 40
El ndmero cuatrocientos: 400

* Cada nuevo numero es escrito con el mismo simbolo (4) desplazado a la izquierda
ocupando una posicion distinta podemos escribirlo de |a siguiente manera:

4 4 x 10°
4 0 4 x 101
400 4 x 10

L

102 10 100



En general: d x bP d=digito p=posicion
Cantidad de numeros distintos bN b=base N =cantidad de digitos.

Ejemplo: 2 digitos binario: 2%=4 00,01,10,11 (0,1,2,3)

Sistema binario

Dado el numero 100115, {qué numero en
Hay sélo 2 simbolos distintos: 0y 1. base 10 representa? - ey
10011
Cada uno de estos simbolos 6 digitos binarios se ‘ | > [1x20=1
llama bit. , > |1x21 =2
» 0x22=0
Cualquier nimero estard formado por unos (1) y g 2" gj =12
X —
ceros (0).
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Representacién de numeros enteros

* Sin signo

e Modu
* Comp
* Comp
* Comp
* Comp

Oy signo

emento a uno ( Cal)
emento a la base reducida
emento a dos ( Ca2 )
emento a la base

e Exceso

Numeros enteros sin sigho

Si el numero tiene n bits, puedo representar 2" numeros

distintos (deOa (2"-1))

Ejemplo: n = 3 bits

000
001
010
011
100
101
110
111

N ool ks N -2 O




Binarios con signo (BCS)

Con n bits, 1 bit representa al signo y n-1 bits a la magnitud

n-1 n-2 0
Ejemplo:
SIGNO MAGNITUD /+
+32,,= =00100000
e
* UnO0/1en elbit de signo indica que el nUmero es positivo/negativo 32
| o /
* Los bits 0 n-2 representan el valor absoluto en binario -32,,= 10100000
!
32
e Elrango:-(2n-1-1) a+(2n-1-1)con 2 ceros

Ejemplo: n=8 bits

negativos positivos

10000000 — -0

Nimeros (11111111 —-(2"1 - 1)=-127 Nameros (01111111—+4(2"! -1)=+127
00000000 — +0



Representacion en Conplementoal Cal
n-1

Los n bits representan al numero

NUMERO

Los positivos/negativos empiezan con cero (0) / uno (1)
El rango va desde — (2"!-1) a +(2"* —1) con dos ceros

Si el numero es positivo, los n bits tienen la representacion
binaria del numero (como siempre )

Si el numero es negativo, los n bits tienen el Cal del valor
deseado (invirtiendo todos los bits)

Ejemplo: n=8 bits

Nimeros 11111111 —— -0 NUmeros
negativos positivos

10000000 ~——~(2"1 -1 )=-127

Ejemplo:

+32,,= 00100000 -32,,=11011111
+7,,= 00000111 -7,,= 11111000

01111111 4(201 -1)=+127

00000000 —— +0




Representacion en Complementoa 2 Ca2

Los n bits representan al numero

Si el numero es positivo, los n bits tienen la representacion

binaria del niumero (como siempre )
Si el numero .es.negatlvo, los n bIjCS tienen ,eI Ca2 del valor +32,,=00100000
deseado (invirtiendo todos los bits y sumandole 1)

n-1

NUMERO

El rango es asimétrico y va desde — (2"1) a +(2"1 -1)
Hay un solo cero

NUumeros
negativos-<

11111111 ~—+ -1

10000000 — - (2"1)= -128

Ejemplo

11011111 invierto todos los bits
+ 1 lesumo 1
-32,,=11100000 <¢=m en Ca2

/

NUmeros
positivos <

01111111 —+(2™1 -1)=+127

00000000 ~—— +0



Decimal Magnitud con signo Complementoa 1 Complemento a dos
+0 0 000 0 000 0 000
+1 0 001 0 001 0 001
+2 0 010 0010 0010
+3 0 011 0011 0011
+4 0 100 0 100 0 100
+5 0101 0 101 0101
+6 0110 0110 0110
+7 0111 0111 0111
-0 1 000 1111 -
-1 1 001 1110 1111
-2 1010 1101 1110
-3 1011 1100 1101
-4 1100 1011 1100
-5 1101 1010 1011
-6 1110 1001 1010
-7 1111 1 000 1001




Representacion en Exceso

Partimos del numero en Ca2 y le sumamos una cantidad fija.

« La cantidad fija en general es: 10000....

 En el caso de IEEE754 que es un estandar , la cantidad fija es
de la forma 01111111 ...

e El rango en exceso es el mismo que en CaZ2.

e Cambian las representaciones de + y — con respecto
a Ca2.

e Los positivos empiezan con 1.

e Los negativos empiezan con 0.

-+

00000011
10000000

10000011




Suma Yy resta binaria

Para sumar numeros binarios,
seguimos las reglas utilizadas
para la suma de numeros
decimales. La unica diferencia es
que el sistema binario consta soélo
de dos caracteres (O y 1).

0+0=0

O+1=1 1111
1+0=1 0010100
1+1=10 +

0111101

1010001

Para restar numeros binarios,
seguimos las 4 reglas
mostradas abajo.

0-0=0
1-0=1 01 0
e 1001011
-1=10-1=1 —
0110101
0010110



Bits de condicién (banderas, flags)

e Son bits que el procesador establece de modo automatico acorde al resultado
de cada operacion realizada.

« Sus valores permitiran tomar decisiones como realizar o no una transferencia
de control. Determinar relaciones entre numeros (mayor, menor, igual). etc

Banderas aritmeéticas

Z (cero): vale 1 si el resultado de la operacion son todos bits 0.
C (carry): enla suma vale 1 si hay acarreo del bit mas significativo;
en la resta vale 1 si hay ‘borrow’ hacia el bit mas significativo.
Cuando la operacion involucra numeros sin signo, C=1 indica una

condicion fuera de rango.

N (negativo): igual al bit mas significativo del resultado. 1 si es negativo

V (overflow): en 1 indica una condicion de fuera de rango (desborde) en Ca2.
El resultado no se puede expresar con el numero de bits utilizado.



Operacion NzZVC Ca2 Sin signo
4+ 0100 0000 +4 +4
+ +
0010 +2 +2
0110 +6 +6

Los dos resultados son correctos.

Operacion NZzZVC Ca2 Sin signo
1001 0011 -7 9
+ + 1
1100 -4 12
1 (@ 0101 +5 5

Los dos resultados son incorrectos

Operacion NZVC Ca2 Sin signo

1= 0101 1001 +5 =5
0111 +7 7
1110 -2 14

Ca2 correcto, sin signo incorrecto.

Operacion NZzZVC Ca2 Sin signo
~_ 1001 0010 -7 9
0100 +4 4
0101 +5 5

Ca2 incorrecto, sin signo correcto.




Representacion de numeros reales (ver apunte Sciutto 2010)

Cada uno de los numeros enteros b > 1 puede ser utilizado como base para repre-
sentar numeros reales. En efecto, puede demostrarse que para todo nimero real » € IR
existe uno y solo un conjunto de nimeros enteros ¢;, 0 < ¢; < b, —co<i < M —1 (M
entero), cyr—1 # 0 si r # 0, tal que la serie definida en la siguiente ecuacién converge a

r:
M—1

T:S.Z cib’ (1)

1=—00
El limite maximo, M — 1, es siempre finito, y s = £1 es el signo de r (s =1si r > 0,
—1sir<0).

Cada uno de los coeficientes ¢; se denomina digito (en base b) y la serie suele notarse
de la siguiente manera

r=Ss (C]W—l Cvy—2 ... C1ChH,C_1C_9 .. .)b, (2)

en donde el subindice b indica explicitamente la base utilizada.



Si todos los coeficientes c_; (j > 0) son nulos, el nimero 7 es entero, y la serie se
reduce a un desarrollo de M digitos en base b:

r=s(cp_1Cr_2 ... C1Co)p. (3)

Si alguno de los coeficientes c_; es no nulo, el nimero no es entero. Si c_; = 0 para

todo j > jo > 0o0sic¢; = f(coy,¢-9,...,c_;41) para todo j > j{ > 0 (recurrencia),

entonces el nimero r pertenece al conjunto de los niimeros racionales. Si la sucesion

c_; no termina y no es recurrente, entonces el numero al cual converge es irracional.
Para todo niimero real r, el desarrollo (1) puede colocarse en la forma

r=sb Y ep-jb = pM > db (4)
J=1 j=1
o, utilizando notacién compacta

r=sb™(0,d dyds ...). (5)

Esta representacion del nimero r se denomina representacion de r en punto flotante.
Toda vez que d; # 0 la representacion se dice normalizada. La constante M se denomina
caracteristica del nimero y la sucesion d; dy ds . . . es su mantisa. Tanto la caracteristica

como la mantisa dependen de la base elegida.



Cambio de base

Sean b; > 1y by > 1 dos enteros. Sea
r=s(cy_1Cpm—2...C1CH,C_1C_2 ...)p. (6)
Se desea hallar la representacion del nimero r en la base bs:
r=s"(chyroy g - C1C0, 1y by, (7)

en donde 0 < ¢, < byy cyyy #0sir#0.
Claramente, s’ = s, es decir, el signo del nimero no depende de la base b en la que
se representa al mismo.

Para obtener los otros coeficientes se procede de la siguiente manera:



Parte entera. Sea o = [|r]], es decir', a = s(cpr_1 ... co)p,. Los coeficientes (digitos)
de la representacion en base by se calculan realizando la siguiente serie de divisiones
enteras (aritmética en base by):

X — (@
87y — Oélbg -|- 50
%] = aoby + ¢4
(8)
ap—1 = Qb + Cr—1
ayr—1 = Qb+ Crrq

Esta serie de operaciones es finita; finaliza cuando o,y = 0, y esta condicion define el
valor de la caracteristica M’. Los digitos ¢}, 0 < ¢ < M’ — 1, son las representaciones
en base by de los correspondientes restos ¢;, los cuales verifican 0 < ¢; < by, ¢pp—1 # 0.



Parte fraccionaria. Sea § = |r| — a = (0,c_1c—2 ...)p, la mantisa de |r|. Los
coeficientes (digitos) en base b, pueden obtenerse realizando la siguiente serie de mul-
tiplicaciones (aritmética en base b;):

Bo = [0
By = boby, ¢ = [B], B = By —ca
— 5152, C_o = [@L 52 — é — C_9

ﬂ/
2
/ _ ~ _ / _ / ~
B = Biaby, ¢y = B B = Bi—c
Este proceso es finito sélo si 3; = 0 para algun j, en caso contrario la sucesiéon de

coeficientes es infinita. Los digitos c_;, 7 > 0 son las representaciones en base by de las
correspondientes partes enteras ¢_;, que verifican 0 < ¢_; < b,.



Cuando la parte fraccionaria de una o ambas sucesiones es infinita, puede ser ne-
cesario tener que adoptar un criterio de truncamiento de las series. Si se considera
una parte fraccionaria de k; digitos en la representacion en base by, la magnitud de
los digitos no considerados es, a lo sumo, bl_kl. S1 se desea representar en base by al

mismo numero con similar precision, entonces se debera tomar ko digitos, de modo que

—k k- :
b,"? < by, es decir

log b
ky > oy 2

: 1
log b2 ( O)

Es evidente que el numero de digitos ky es proporcional a k. La constante de propor-
cionalidad depende de las bases b, y bs.



Error en la representacién de un numero

Sea r un numero real. Existen muchos casos en donde no resulta posible operar
directamente con el valor eracto de dicho numero, debiéndose en cambio utilizar un
valor aprorimado. Cuando sea necesario distinguir claramente entre ambos valores,
lo haremos utilizando la notacién 7 y r* para los valores exacto y aproximado de r,
respectivamente.

Sea entonces r* una aproximacion a r. Se define el error absoluto cometido al

representar r con r* como
€abs — |T_T*|' (11)

Si r = 0 se define el error relativo de la aproximacion como

r—rt

(12)

€Erel —

r

Cuando r* contiene una representacion de r con un numero finito de digitos, estos

errores seran, en general, no nulos.



3.1. Redondeo y truncamiento

Sea r = s(cpr—1...¢o,C—1...C_) ...)p. Se puede definir la representacion de r con
k digitos fraccionarios de dos modos diferentes:

Truncamiento. Se toman los primeros k digitos y los demas se ignoran:

*
r*=s(Crppo1...CoCo1 . Cop)p (13)
El error absoluto resulta, entonces:

k
—N
€abs — (O, 0...0 C_jp-1C_f—92 )bl (14)
= b_k_l Z C_k_l_jb_j < b_k. (15)
7=0
Es decir,
€abs < b+ (16)

(el error es menor que lo que representa un digito en la ultima posicién consi-



Redondeo. Se analiza la “cola” a partir de la posicion k:

[ = b_k_l Z C_k_l_jb_j. (17)

j=0

Sit < b~%/2 entonces r* se elige igual que en el caso de truncamiento. Sit > b=%/2
entonces se toma

r* = s(Cy-1...Co,Co1...Cop)py+bF (18)

= s(cy_q...co, ... (19)

El error absoluto esta dado por

€abs < (20)

] para t < b*/2
b=% —t| parat>b"/2,



es decir,
b—k
€abs S 7 (21)

El signo del error de redondeo es variable.

En el caso de numeros flotantes normalizados, tomando a £ como el nimero de
digitos en la mantisa, es decir,

r* = sb™ (0,d) dy .. .d})s. (22)

el error relativo de la aproximacion vale

(23)

- b=*  (truncamiento)
el — b=*/2 (redondeo)



4.1. Propagacion de errores en las operaciones fundamentales

Suma y resta. Sean x e y reales, conocidos con incertezas absolutas dx y dy, res-
pectivamente. Sea S = x + y, y sea S el valor exacto de S. El error absoluto de S
0S8

0S=1S =8| =|x+y) -@+Y|l=l@-2)+ -l <|lz—z|+]y—7l, (24)

es decir,
05 < 6z + dy. (25)

resultado que nos indica que el error absoluto de la suma es menor o igual que la suma
de los errores absolutos de los sumandos.
Cuando S # 0 es posible calcular el error relativo, dado por

B dx + 0y

6,8
5]

(26)




Con un poco mas de generalidad, dados a y b factores conocidos exactamente, si
S = ax + by, entonces es inmediato demostrar que

5S < |a| 6z + |b| oy. (27)

Observesé que los coeficientes deben ser tomados en wvalor absoluto. Este detalle ad-
quiere especial relevancia en el caso de la resta (a = 1, b = —1) en donde el error
absoluto resulta igual al de la suma. En aquellos casos en donde 0 ~ |z — y| < |z + y|
el error relativo (26) puede llegr a ser muy grande.



Multiplicacion y division. Sea P = z“y” con a y [ reales conocidos exactamente
(eventualmente iguales a 1), y x e y no nulos. Asumiendo que los errores relativos
orx = ox/|lx| v d,y = dy/|ly| son pequenos, el siguiente desarrollo en serie resulta

justificado:
P+ 6P = P+8—P5:v aP(Sy (28)
Ox dy
Entonces,
5P < I (29)
es decir,
6P < |ax®'y°| 6z + |Bx*y" | dy; (30)
de donde el error relativo 6,P = 6 P/|P| = |~y |0 P puede expresarse como:
= |a| d,z + | 3| d,y. (31)

Esta expresion nos indica que el error relativo de productos P es igual a la suma de los
errores relativos de los factores, multiplicados por los respectivos exponentes. En el caso
particular de la mutiplicacién y la division es |a| = |3| = 1, y entonces 6, P = 6,z +6,y.



4.2. Propagacion de errores en cadenas de operaciones aritmé-
ticas de punto flotante.

Consideremos ahora que los niimeros x e y de los parrafos precedentes son expre-
sados en punto flotante con un nimero finito de digitos en sus mantisas, el cual esta
fijado de antemano. Esto significa que ambos niimeros son conocidos con un cierto error
relativo maximo €,, comin a ambos nimeros (ver secciéon 3.1).

Consideremos en primer término la multiplicacion. Si P = xy entonces el error
absoluto del producto, ecuaciéon (31), se puede escribir como

OP < 2|xy|e,. (32)

Al realizar un producto entre dos nimeros expresados en punto flotante, puede
resultar necesario relimitar (truncar o redondear) y/o renormalizar el resultado, tal
como se ilustra en el siguiente ejemplo: Sean z = 0,12345 x 107 e y = 0,31001 x 10”

dos niimeros representados en punto flotante normalizado con 5 digitos decimales (€, =
5 x 107?). Se verifica



P = 0,12345 x 0,31001 x 10~°*?
P = 0,0382707345 x 10* producto (33)
P = 10° x 0,38271 redondeo y normalizacion

El error absoluto del producto es §P ~ 4 x 1072,

Para sumar numeros expresados en punto flotante es necesario en primer término
realizar la operacion de alineado de los niimeros, que consiste en “alinear” las mantisas
de niimeros con diferentes caracteristicas, a fin de poder proceder con la suma “columna
a columna”. Mas explicitamente: Sean

k k
r=s,b" )" dib™ y = s,b" > " d% (34)

J=1 J=1

los desarrollos de = e y en punto flotante normalizado con k digitos; vy sea M =
max(M,, M, ); entonces estos desarrollos pueden escribirse como

k k
z = s.bM 3 d;b—j—(Al—AlI) y = s,bM 3 dgb—j—(M—MI). (35)

i=1 i=1



Estos nuevos desarrollos tienen la misma caracteristica (M), pero uno de ellos es no
normalizado (el exponente de b para ;7 = 1 no es —1). Por poseer igual caracteristica, se
dice que las mantisas han sido “alineadas” y se puede proceder a realizar su suma S =
z + y. El resultado debe ser luego limitado (truncado o redondeado segiin corresponda)
a k digitos, y normalizado si corresponde.

Consideremos por ejemplo la suma de los siguientes niimeros expresados en punto
flotante normalizado con 5 digitos decimales: x = 0,99876 x 10°, y = 0,72041 x 10*. Se
verifica M = max(3,1) = 3, luego

r = 10° x 0,99876

Y 10° x 0,0072041 alineacion (36)
S 10% x 1,0059641 suma alineada

S = 10* x 0,10060 redondeo y normalizacién

es decir, el resultado de la suma expresado en punto flotante normalizado de 5 digi-
tos decimales es = + y = 0,10060 x 10*. Notar que en este caso la suma alineada se
ha realizado en forma “exacta”, es decir, considerando todos los digitos no nulos de
ambos sumandos. En otros ejemplos podria ser posible tener que considerar ademas
limitaciones en el nimero de digitos a utilizar al momento de realizar la suma alineada.



El proceso de alineacién modifica el error que afecta al sumando alineado. Es evi-
dente que el error absoluto de éste término al efectuar la suma y renormalizar el resul-
tado resulta similar al error del término de maxima caracteristica (que no requiere ser
alineado), entonces la ecuacion (25) puede escribirse

0S8 = 2max(dx, dy) = 2max(|z|, |y|) .. (37)

Cuando las operaciones a realizar son numerosas, los errores de truncamiento se
van amplificando, y pueden degradar significativamente la calidad del resultado final.
Consideremos el siguiente ejemplo ilustrativo: Se desea sumar n numeros: S =

» ;. Esta operacion se realiza en la practica a través de una sucesion de sumas

individuales:
Sl — I
So = S1+ 29
53 — SQ + I3 (38)
S=S5, = S,.1+x,.



Aplicando reiteradamente (37) se tiene

551 = |1L'1| €,
0Ss = 2max(|Si|+ |z2|) €,
0S; = 2max(|Sa| + |z3|) €, (39)

0S =4S, = 2max(|S,_1| + |z.|) €, .

El error de la suma S; es proporcional al maximo valor registrado en las cantida-
des consideradas hasta ese momento. Por este motivo, al sumar una larga sucesion de
numeros resulta conveniente comenzar por los de menor valor absoluto, de modo de
mantener las sumas parciales (y los errores absolutos) tan reducidos como sea posible.
En algunas circunstancias, la realizacion de sumas en el orden inadecuado puede con-
ducir a resultados incorrectos. Esta es una caracteristica de la aritmética a precision
finita, que no se presenta en las operaciones exactas en donde la suma es conmutativa.

Consideremos por ejemplo la suma S = 3% z;, con

r; =1+ cos(lg—o) tanh[2(3 — 7)] (40)



r; =1+ cos(%) tanh[2(3 — )] (40)

utilizando aritmética flotante de 4 digitos. Con esta precision, los términos x; resultan:

) T;
0,1999 x 10*
0,1964 x 10*
0,1000 x 10*
0,3612 x 1071
0.8229 x 10~°

0,1646 x 1073
0,1525 x 1072

e =] O Ot = W N =

99 | 0,1523 x 1073
100 | 0,1523 x 10~°




Sumando de izquierda a derecha se obtiene:

So =11 + T9
Ss = S9 + 13
Sy = 53+ x4
Ss = Sy + x5
Se = S5 + 76

57256+.’U7

S = S100 = S99 + T100

10*
10
10
10
10
10

[y

[

[y

[

[

[y

10

x 0,1999 + 10" x 0,1964 = 10" x 0.3963
x 0,3963 + 10" x 0,1000 = 10" x 0,4963
x 0,4963 + 107" x 0,3612 = 10" x 0,4999
x 0,4999 + 107% x 0,8229 = 10" x 0,5000
x 0,5000 + 107% x 0,1646 = 10" x 0,5000
x 0,5000 + 107? x 0,1525 = 10" x 0,5000

x 0,5000 + 107 x 0,1523 = 10" x 0,5000



Analogamente, sumando de derecha a izquierda se obtiene:

, —
Sy = T100 + Tog

/I /

S.:)S — S(,)4 + Lg

Sos = So5 + T3
Sor = Sgg + T4
Sog = Sq7 + T3
Sog = Sgg + T2

1072 x 0,1523 + 107° x 0,1523 = 107° x 0.3046

107! % 0,1423 + 107° x 0,1525 = 10! x 0,1438
107" % 0,1438 + 107% x 0,1646 = 10™" x 0,1454
107! x 0,1454 + 107° x 0,8229 = 107! x 0,1536
1071 % 0,1536 + 107! x 0,3612 = 107! x 0,5148
107" % 0,5148 + 10" x 0,1000 = 10" x 0,1051
10" x 0,1051 + 10" x 0,1964 = 10" x 0,3015
10" x 0,3015 + 10" x 0,1999 = 10" x 0,5014



Comparando los resultados S = 5,000 (suma con ¢ variando de 1 a 100) con S’ =
5,014 (suma con 7 variando de 100 a 1) resulta evidente que su diferencia relativa
(2,8 %) es ampliamente mas grande que la diferencia relativa maxima correpondiente
a una representacion flotante de cuatro digitos decimales (0,1 %). Vemos entonces que
el orden en el que se realiza la suma afecta sensiblemente el resultado final (Imaginar
una operacién similar, pero con 107 términos!).

El resultado “exacto” obtenido luego de operar con gran precision es: 5,0144815, que
redondeado a la precision utilizada en los célculos anteriores da 5,014. Esto significa que
en este caso, a pesar de la escasa precision utilizada, pudo igual obtenerse un resultado
excelentemente preciso, provista una buena eleccion del orden de las operaciones.

En la aritmética de precision finita, todas las propiedades de las operaciones pueden
dejar de ser estrictamente validas en ciertas circunstancias. En el ejemplo anterior se
puso en evidencia que los resultados pueden variar al conmutar los sumandos. Adicio-
nalmente, otras propiedades de las operaciones fundamentales pueden también fallar.



Veamos un ejemplo con la propiedad distributiva. Sean u = 20.000, v = —6,
w = 6,003. Se desea calcular R = uv + uw con aritmética decimal de cuatro cifras
significativas. Se verifica

(uxv) = (10° x 0,2000) x (—10" x 0,6000) = —10° x 0,1200
(u x w) = (10° x 0,2000) x (10" x 0,6003) = 10° x 0,1201
R = (—=10°x 0,1200) 4+ (10° x 0,1201) = 10* x 0,1000

Si, en cambio, se calcula R’ = u(v + w), se obtiene

(v+w) = (=10" x 0,6000) + (10" x 0,6003) = 10~ x 0,3000
R" = (10° x 0,2000) x (10~% x 0,3000) = 10* x 0,6000

El valor exacto es R = 20,000 x (—6 + 6,003) = 60, que en este ejemplo coincide
con R, pero difiere substancialmente del resultado R del calculo original.



Estrategias para corregir estos errores. En general, los errores en resultados fi-
nales asignables a la precision finita de la aritmética pueden ser un problema cuando
se deben realizar cadenas de calculo que involucran un elevado niimero de operaciones
(millones, o mas). En todos los casos es necesario analizar detalladamente el proble-
ma particular que se trata, y desarrollar una estrategia para mejorar los resultados
imprecisos. Los puntos mas importantes a tener en cuenta son:

s Adecuada formulacién analitica del problema, con expresiones finales adaptadas
para su tratamiento numeérico.

= Agrupar convenientemente. Evitar restas de cantidades de similar valor absoluto.
» Redefinir variables cuando sea conveniente.

» Utilizar la maxima precision disponible siempre que sea posible.



5. Numeros almacenados en computadoras

Como es sabido, las computadoras electronicas tienen la capacidad de almacenar
informacion en su memoria. La memoria, a los fines de comprender los conceptos de esta
seccion, puede entenderse como una sucesion de posiciones las cuales pueden estar en
dos estados posibles, “apagadas™ o “encendidas”. Uno de estos estados lo entenderemos
como 0 y el otro como 1. Conceptualmente, la memoria es entonces una sucecion de
ceros y unos que pueden ser cambiados segin convenga.

Debido a la facilidad de operaciones de conversion con la base dos, es frecuente el uso de
bases b’ = 2P (p entero), en particular ' = 8 (numeracién octal) y ¥’ = 16 (numeracion
hexadecimal).

En la representacion octal, los digitos utilizados son 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Asi, por

ejemplo el nimero (9),q se representa como (11)g en el sistema octal. Por su parte, en la
representacion hexadecimal los digitos cubren el rango desde () hastab—1 = 16—1 = 15;
y en este caso los diez digitos decimales usuales son complementados con las primeras
letras del alfabeto, usualmente escritas en mayusculas, para generar todos los simbolos
necesarios, es decir: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F. Asi, (15)19 = (F)1s.
(19)10 = (13)16: (30)1() — (IE)I(,-, etc.



La conversion entre las mencionadas bases y la base dos es directa

ilustra el siguiente ejemplo:

(3466)19 = ¢

[ 6 6 1 2 )s
p—— T N

(1 101 10001010 )
S—— Se—— S——

L ( D 8 A )16

. tal como lo

(42)

Puede demostrarse sencillamente (utilizando los algoritmos de conversién descriptos
en la seccion 2) que (3466);0 = (6612)s = (D8A) 6. El cuadro (42) pone en evidencia
que los cambios de base de un niimero binario a base 2P pueden realizarse agrupando

los digitos de p en p (agregando ceros a la izquierda cuando fuere necesario), y convir-

tiendo directamente cada uno de los bloques a base 2P. En los casos p = 3,4 (octal y

hexadecimal, respectivamente), las equivalencias son las siguientes:



Dec.

Bin.

Octal

~J] O Ot & LW N =0

000
001
010
011
100
101
110
111

~] O O &5 W N =

Dec. | Bin. | Hexadec. || Dec. | Bin. | Hexadec.
0 | 0000 0 8 | 1000 8
1 | 0001 1 9 | 1001 9
2 | 0010 2 10 | 1010 A
3 10011 3 11 1011 B
4 | 0100 4 12 | 1100 C
5 | 0101 5 13 | 1101 D
6 | 0110 6 14 | 1110 E
7 | 0111 7 15 | 1111 F




5.1. Formatos usuales de almacenamiento

5.1.1. Numeros enteros

Sea z entero. Su representacion en base b es,
z=38(Cpy_1CM—2...C1C0)p. (43)

Usualmente estos nimeros se almacenan en representacion binaria con longitud fija.
Las longitudes usuales son 16 o 32 digitos binarios, llamados comunmente bits. Estas
longitudes corresponden, respectivamente, a 2 o 4 bytes (1 byte = 8 bits). En algunos
casos se emplean longitudes de 8 bytes (64 bits).

Si la longitud reservada para almacenar el niimero es de p bits, entonces el niimero de
combinaciones posibles es 2P. En la casi totalidad de los sistemas, estas combinaciones
se utilizan para almacenar los niimeros enteros comprendidos en el intervalo [—(2°~! —
1),27~! — 1], de la siguiente manera.



= Los nimeros positivos se almacenan con su representacion binaria habitual:

0 — 000...00
\— —
p bits
1 — 000 ...01
N e
p—1 bits

-t -1 — 011...11
S e
p—1 bits



= Los niimeros negativos se almacenan “a continuacion” de los positivos utilizando
los complementos de dos de sus valores absolutos. El complemento de dos de un
namero n, Cy(n), se obtiene a partir de la representaciéon binaria (|n|)s (comple-
tada con ceros a la izquierda hasta llenar p digitos) reemplazando los ceros por
unos y viceversa, v luego sumando 1 al resultado,? se obtiene:

—(2»"1—1) — 100...01

p—2 bits
-2 — 111...10
g S —
p—1 bits
—1 — 111...11
p———————
p bits

Este método de representacion de los niimeros negativos presenta ventajas técni-
cas operativas con respecto al sistema “natural” signo + mantisa, y por esta

razon es el que se adopta habitualmente.



Vemos entonces que el sistema descripto en el parrafo anterior permite almacenar
todos los niimeros enteros z tales que

z| € Zmax = 2P~ ! — 1. La siguiente tabla enumera
las configuraciones mas habituales.

p (bits) | Bytes Zmax
16 2 32,767
32 4 2.147,483.647
64 8 19,223372031 x 10'®

5.1.2. Numeros reales

Sea r real. Su expresion flotante normalizada en base b esta dada por la ecuacion (5).
Usualmente estos nimeros se almacenan en representacion binaria o hexadecimal de

longitud total p bits. En ambos casos, el signo del niimero se representa explicitamente

destinandose un bit a tal fin. La caracteristica y la mantisa se reparten los p — 1 bits
restantes.



Representacion binaria. Cuando b = 2 todos los digitos d;....,d, de la mantisa
representada en la ecuaciéon (5) son cero o uno, excepto d; que no puede ser cero, y
que, por lo tanto, es siempre 1. Por este motivo no resulta necesario almacenar este
digito ya que puede sobreentenderse que es siempre 1. La representacion binaria usual

de un nimero en punto flotante es, entonces, de la siguiente forma:

101...01010111...01 (44)
l exponente mantisa
S pe bits pm—1 bits

donde p. (p,,) representa el niimero de bits reservados para la caracteristica (mantisa).
Se verificap=1+p. + (P — 1) = Pe + Ppn-

Para evitar el problema de trabajar con exponentes negativos, se introduce un sezgo
en las caracteristicas almacenadas, es decir, la cantidad que en realidad se guarda es
M + My, siendo M, un entero positivo denominado sezgo de la representacion, al cual
se lo elige de modo que la condicion M + M, > 0 sea valida en todo el conjunto de
nimeros que se desea almacenar.



Si se dispone de p, bits para el exponente, entonces se pueden almacenar los niimeros
enteros pertenecientes al intervalo [0, 2P — 1]. Tomando, por ejemplo, My = 2P<~! es
posible cubrir el rango de exponentes —(2P<~! —1) < M < 2P<~! — 1, que corresponden
al < M+ My, < 2P — 1. El caso M + My = 0 se reserva para representar al niimero
Cero.

Asi definido, este sistema de representacion de niimeros reales cubre todos los niime-
ros cuyos valores absolutos estan comprendidos en el intervalo [7pin, Tmax] (Més el niime-
ro cero), siendo

Fmin = 270(0,100...0),
= 22 =D=M 111...1),

Las configuraciones mas usuales se listan en la siguiente tabla.

(45)

rmax

Nombre Bytes | p. (bits) | p,, (bits) | My |1 — My | (2P — 1) — M,
LN, PR A O aAa 190 197 1977
9127

Para calcular r,;, Vv 7max ©S necesario tener en cuenta que ~ 2 x 10%® y que
21023 ~ 9 x 10307,

| Cuddruple (Cray) | 16 | 11 | 96 |1024| —1023 | 1023




Representacion hexadecimal. En representacion flotante hexadecimal todos los
digitos de la mantisa del segundo miembro de la ecuacién (5) pertenecen al intervalo
10, 15], con excepcién de d; que debe ser estrictamente mayor que cero.

En algunas computadoras fabricadas en el pasado® se almacenan niimeros en punto
flotante utilizando su representacion en base 16. En esta representacion, el nimero de
bits de la mantisa, p,,, debe ser miltiplo de 4 para permitir su division en digitos
hexadecimales. Si P, es el nimero de digitos hexadecimales de la mantisa, entonces
Pm = 4PF,,. En todos los otros aspectos esta representacion es similar a la representacion
binaria. La longitud total necesaria para almacenar un nimero es p = 4F,, + p. + 1
(bits).

Las configuraciones mas usuales del sistema flotante hexadecimal se listan en la
siguiente tabla.

Nombre | Bytes | p. (bits) | P, (digitos) | My | 1 — M, | (2P — 1) — M,

Simple prec. 4 7 6 64 | —63 63
Doble prec. 8 7 14 64 —63 63




Para calcular el rango [rmin, "max] cubierto por las representaciones hexadecimales, es
necesario tener en cuenta que

16'=0(0,100...0)46
162" ~D=Mo (0 FFF ... F)y.

'min

(46)

Tmax

Notar que 16% ~ 7 x 107.



5.2. Precision de representaciones en punto flotante

¢ de una representacion. Se define el £ de una representacion flotante dada como
el minimo nimero positivo tal que sumado a la unidad arroje un resultado significati-

vamente diferente en esa representacion.
Esta variable nos da una estimacion del error relativo con el que se almacenan los

numeros reales.
Consideremos por ejemplo una representacion binaria de p,, digitos de mantisa.

Entonces debe ser

- _ 9l 1
1+ 2(0,100...10)2+2(0,00...101)2 (47)
Pm— Pm—

y por lo tanto
= 217 Pm (48)

|~
~



En forma totalmente analoga, se puede mostrar que en un sistema hexadecimal con
mantisa de P,, digitos, resulta ¢ = 161=".
La siguiente tabla contiene los valores de ¢ tedricos correspondiente a los sistemas

de la seccion 5.1.2.

Nombre | Base | Digitos de la mant. £
Simple prec. 2 24 1.2 x 1077
Doble prec. 1 2 26 2.8 x 10717
Doble prec. 2 | 2 23 2.2 x 1071

Cuadruple 2 96 2.5 x 107%
Simple prec. 16 6 9.5 x 1077
Doble prec. 16 14 2.2 x 10715




