6 Sistema de particulas

La idea que tenemos ahora es extender los conceptos desarrollados a un sistema de varias particulas ya que
sabemos que en la naturaleza esta es la situaciéon que se nos presenta. No olvidemos que las leyes de Newton
fueron enunciadas para una particula y queremos ver si pueden extenderse en la forma que las conocemos a
un sistema de N particulas, que por el momento consideramos discreto. Las consideraciones que obtendremos
son generales independientemente de que sistema se trate. Antes de comenzar introduzcamos la cantidad de
movimiento de una particula. Es un vector definido como el producto de un escalar, la masa y su velocidad que
es un vector

p = mv,

vemos aqui que su nombre esta relacionado con el movimiento de una particula, ya que aparece su velocidad
y su inercia ya que contiene la masa. Notemos ademés que como hemos estado considerando una particula sin
estructura, pues sino seria en si misma un sistema, su masa es constante y podemos ver que dp dv

a = mE = ma
con lo que la segunda ley de Newton toma la forma

p

Fyv —
N dt

que es mas general que su forma original pues podria aplicarse al caso de una particula o cuerpo de masa

variable como sucede por ejemplo con un cohete que al moverse va perdiendo combustible. En ese caso cuando

derivamos tendriamos un término dd—’;“v. Comencemos entonces tratando de definir una cantidad de movimiento

para un sistema de N particulas. Probemos con la propuesta (pues no sabemos de antemano que forma tendra)

si tomamos la derivada tendremos

P dp;
P S bt

donde hemos aplicado la segunda ley de Newton a cada particula lo cual es valido. Fy; es la fuerza neta actuante
sobre cada particula y como ahora tenemos un sistema podriamos separar dicha fuerza neta en fuerzas debidas
a las otras particulas dentro del sistema, llamadas fuerzas internas, y a fuerzas provenientes desde afuera del
sistema, que por supuesto ejerceran otras particulas que no son consideradas parte de nuestro sistema

—_ F|int ext __ ext
Frni =Fg +Fy = E Fij + Fy;
J#i
donde hemos expresado las fuerzas internas como la suma de fuerzas ejercidas sobre la i-esima particula por
todas la demés j diferentes, una particula no ejerce fuerza sobre si misma, y la fuerza neta externa. Sabemos

que las fuerzas entre particulas respetan el principio de accion y reacciéon cumpliendose F;; = —F;; , por lo
tanto si desplegamos el segundo miembro de la derivada de P para las fuerzas internas tendremos
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N

N
ZF% = ZZFm =Fp+Fa+t. . +Fu+Fu+. +Fa+ .. =Pe+Pg+. e+ Fu+ g+ .-

i=1 =1 j#i

con lo que vemos que las fuerzas internas del sistema se cancelan de a pares y no tendran influencia en la
variacion temporal de P. De esta manera sélo subsiste la fuerza neta externa o suma sobre todas las fuerzas
externas actuantes sobre cada particula y finalmente tendremos

N N
& Y EE =P P=Yp.
i=1 i=1

con lo que vemos que podemos extender la segunda ley de Newton considerando a la cantidad de movimiento
total del sistema como la suma de las individuales y en vez de aparecer la fuerza neta sobre una particula ahora
aparece la fuerza neta externa sobre el sistema, que se obtiene sumando las fuerzas externas sobre cada particula
individual.

La expresion anterior nos dice varias cosas interesantes:

e Primero que podemos aplicar la segunda ley de Newton si ahora interpretamos la cantidad de movimiento
como la total del sistema y a la fuerza neta como la la neta externa sumada sobre todas las particulas.

e Las fuerzas internas centrales se cancelan de a pares y no influyen en la evolucién de la cantidad de
movimiento del sistema.

e Si las fuerzas externas se compensan o estamos en presencia de un sistema aisaldo (que no tiene influencia
externa) F§' = 0, entonces se cumplira

dp
F?&t:0:>ﬁ = 0= P =cte

o sea se conserva en el tiempo la cantidad de movimiento total del sistema. Observemos que aqui no hablamos
de fuerzas conservativas o no, sino de que las fuerzas externas cualquieras sean, den una fuerza neta cero. Este
es el segundo principio de conservacion que hemos encontrado.

e Notemos que P = cte = P; = P; entre dos instantes cualesquiera donde se cunple que F§' = 0 y que
ademas como la cantidad de movimiento es un vector tenemos en realidad tres ecuaciones de conservaciéon

Pix = Pfx
Py = Pyy
1Dz'z = sz

Ya hemos entonces encontrado una definicién que parece apropiada para la cantidad de movimiento de un
sistema. Sigamos ahora con otras definiciones. Si quisieramos definir la velocidad de un sistema como un todo
podriamos inclinarnos a decir que es la suma de la velocidades de todas las particulas que lo componen. Pero
como veremos esto no es asi. En lugar de ésto pensemos que si para una particula hemos definido p = mv,
para ser consistentes nuestra definiciéon de la velocidad V de un sistema deberia cumplir P = MV donde
M=mi+ms+..= va m; que serfa la masa total del sistema. En la mecanica no relativista (que significa
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que las velocidades de la particulas son muy pequenias frente a la de la luz) la masa total puede considerarse
como una constante. Finalmente si despejamos la velocidad del sistema obtendremos

P Zij\i1pi al m;

donde hemos usado que p;=m;v;. Notemos entonces que la definicién no seria V = Zfil Vv; sino una suma
pesada por un factor m;/M que dependera de cuanto contribuya cada particula a la masa total. Siguiendo
ahora con nuestra busqueda de magnitudes del sistema como un todo pordriamos ver si es posible definir algin
vector posicién para el sistema. Siendo coherentes esta vector posicién R deberia cumplir con V = % segin el
concepto de velocidad instantanea y entonces tendremos

N N
R() = /V(t)dt + Ry = Z %/vi(t)dt + RO:; %ri(t) + Ry

donde hemos usado que v;(t) = dr;/dt y ademéas podemos tomar en origen de coordenadas de manera que
R(0) = Ry = 0. De esta manera tampoco la posicion del sistema como un todo es R = va r; sino una suma
pesada R = Ziv Tir; . Ovbiamente el vector posicion R no coincidird en general con la posicion de ninguna
de las particulas y es considerado un punto en el espacio dentro de cada sistema que se movera a medida que
evolucione el movimiento del sistema. Estard mas cerca de las particula més masivas ya que tenemos un peso
m;/M . A dicho punto que define el movimiento de un sistema como un todo se lo llama centro de masas (CM).
Definimos entonces la posicion, velocidad y cantidad de movimiento de ese punto ficticio para un sistema como

X

Algunas observaciones importantes deberan hacerse:

e Nuestras definiciones nos llevan a pensar que la cantidad de movimiento total P del sistema seria como el
de una particula de masa M que se moviera como el CM. Esto no es algo real, pues ya hemos dicho que
el CM no coincide con ninguna de las particulas dentro del sistema, simplemente es una forma de pensar
las cosas.
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e Cuando el sistema esta aislado o Fy = 0 la cantidad de movimiento P¢j; permanece constante y también
Veou = Pon /M = cte |, o sea el centro de masas se mueve con velocidad constante aunque no lo hagan
cada una de las particulas. En particular si el CM estaba en reposo seguird estando en reposo, y las
particulas se irdn acomodando para mantener ésto.

e Cuando el CM se mueve a velocidad constante es posible montar un sistema de referencia inercial sobre
él con origen O . Seré posible entonces conectar nuestras observaciones entre el sistema O (comunmente
llamado de laboratorio o LAB) con el O’ (CM) mediante una transformacion de Galileo

I'(t) = I'CM(t) + RCM(t) = I‘CM(t) + VCMt
V(t) = VCM<t)+VCM

donde r, v se refieren al LAB y roa ven al CM.

X

asi podrmos transformar la posicion y velocidad de cada particula del LAB (r;, v;) a CM(ronm, Vour)-

e Notemos que tanto la posiciéon como la velocidad del CM respecto de si mismo seran siempre cero o sea

Reoaon, Voo = 0y por lo tanto cuando nos paremos en el CM siempre se cumplira

N N
my; my;
Z MrCMi(t) = 0, Z MVCMi(t) =0

% %

Como veremos el uso del CM simplifica la resolucién de algunos problemas.
Ejemplo:

Una persona esta parada sobre una tabla larga que esta apoyada sobre la nieve al borde de un risco. Hacia
donde deberéa caminar la persona para alejarse del risco?
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Primero consideraremos al sistema tabla-persona. Si suponemos despreciable el roce con la nieve tendremos
Fs¢' = (0, N — Pr — P,) = 0 pues la normal sobre la tabla debe ser igual a los pesos sumados para que no se
unda la tabla, y no tenemos fuerzas externas a lo largo del eje X pues hemos despreciado el roce. La posiciéon y
velocidad del CM seréan

mr m
XCM = xT + P Tp,
my + mr my + mr
mr m
Ve = vr + P Up,
my + mr my + mr

y el CM estara mas cerca de la tabla o de la persona segtin quien tenga mayor masa respecto a la total. Ahora
como las fuerzas externas se compensan la velocidad de CM es constante y como la tabla y la persona comienzan
a moverse desde el reposo vr(0) = v,(0) = 0 = Vo (0) = 0, debera cumplirse en todo momento que Vepr = 0,
de esta manera para todo tiempo se cumplird

mr
Up = m, vt
y asi si quiero que la tabla se aleje del risco (vr < 0) la persona debera tener v, > 0 o sea caminar hacia el risco,
contrariamente a lo que el sentido comun nos indicaria.

Hasta el momento hemos supuesto que el sistema es discreto pero hay casos en que puede ser considerado
como un continuo de materia distribuida con una densidad p(r) que nos da la masa por unidad de volumen
del sistema en la posicion r del mismo. De esta manera en dicho punto tendremos una masa dm = p(r)d®r y
ahora consideramos al sistema constituido por "particulas” con dicha masa ubicadas en la posiciones r, ahora las
sumatorias sobre particulas se sustituyen por integrales de volumen, herramienta que aprenderan en Analisis II
pero aqui los problemas a resolver las reduciran a casos muy simples. De esta manera para un sistema continuo
nuestra definicion de la posicion del CM seré

Rey = /d%‘@r, M:/dSTp(r)
v M v

donde las integrales se realizan sobre el volimen V que ocupa el sistema en un tiempo dado y sobre las diferentes
posiciones en dicho tiempo.
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Ejemplo:

Calcular la posicion del CM de una barra de longitud L = 1m = 100e¢m de secciéon pequena con una densidad
lineal de masa p(x) = 2x 1074 +9_2. Como es un problema unidimensional y la seccién de la barra es despreciable
vamos a reemplazar la mtegral de voliimen por una integral convencional

2x107% k
——gzx?’ (1)00”” 67cm

L kg
Xem = / p(x)zdr =2 x 107 —%22dr =
0

cm? 3 cm

a partir de su extremo.

6.1 Energia mecanica de un sistema de particulas

Si queremos extender el concepto de energia mecénica a un sistema prodriamos recordar como encontramos la
expresion para la energia cinética de una particula y como se defini6 la energia potencial. Recordemos que la
variacion en la energia cinética y su expresion se obtuvo calculando el trabajo realizado por la fuerza neta que
actua sobre una particula. Ahora tenemos varias particulas cada una con una dada trajectoria y podriamos
volver a calcular el trabajo que realiza Fy; sobre cada una de ellas y obtendriamos como antes

1 1 1
WFM = fcgiAB Fyi-dri= A (Emlvf) = §miv%i — §miV,24i

entre dos posiciones A y B recorriendo la trayectoria 4f. Ademés podriamos sumar cada trabajo realizado
sobre cada particula y definir asi el trabajo realizado por todas las fuerzas actuantes sobre el sistema (tanto
internas como externas ya que sobre cada particula actuan fuerzas de este tipo) . Observese que digo definir
el trabajo total ya que no se podria calcular como la integral de Fpy pues esta fuerza no actua en si sobre
una determinada particula y ademas cada particula tiene su trayectoria diferente. Aqui el trabajo sobre cada
particula se calculard sobre cada trajectoria entre dos configuraciones A = ra; Va1.Ta2 Va2.Ta3Vas,... ¥y B =
r'p1,VB1;TR2, VB2, TR3 Ves,... de posiciones y velocidades de todas las particulas en el sistema y con la fuerza neta
sobre cada particula. Podemos denir la energia cinética para cada particula como E.; = %mlvf y el cambio
AFE,; sobre cada particula. Si deminimos ahora la energia cinética del sistema como la suma de las individuales
tendremos

N1 1
WiB = Z o Z (imiszi - §miv?4i)
E. = Z B, = Z L mev?

Wi = B !

que es la generalizaciéon del teorema trabajo-variacién de energia cinética para un sistema.

Podriamos ahora separar la fuerza neta sobre cada particula en conservativas y no conservativas como lo
hicimos para el caso de una particula (en realidad dos porque alguien tenia que ejercer la fuerza). Nuevamente
si definimos el trabajo de las fuerzas conservativas como

A

W Zz . Wrz r;

Ccl
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donde W,; es el trabajo realizado por la fuerza conservativa F;. que actua sobre la particula i — esima (podemos

tener fuerzas conservativas de distinta naturaleza presentes) y recordamos que definimos la energia potencial

. . rBrA A B
asociada a dicha fuerza como —W.' " = U.(r?) — U.(r#). Notemos que como fue mencionado antes r; "~ era

K

la posicion de la particula respecto de otra mas masiva, que considerabamos quieta, que es quien produce la
fuerza conservativa. Ademas por el principio de accién y reaccion la otra particula sentirda una fuerza igual y
contraria. Por esto no hablamos de la energia potencial de una particula sino de dos particulas interactuantes
y la expresaremos en términos de la posicion relativa. Ahora ya no asumimos que la otra particula dentro del
sistema es muy masiva. Es decir hablaremos de U.(r; —r;) como la energia potencial de interaccién entre ambas
particulas 7,7 y ambas se moveran normalmente. Si hubiera interacciones generadas por particulas externas al
sistema podriamos considerar a dichas particulas como cuasi-fijas si es que son muy masivas y entonces la energia
potencial dependeria de las coordenadas de cada particula individual del sistema. Por ejemplo si tenemos dos
cuerpos unidos por un resorte este ejerce una fuerza interna, pero ademas esté el peso de cada particula que
ejerce la tierra que son fuerzas externas al sistema de dichos dos cuerpos. Por lo tanto la energia mecénica de
la particula i sera (separada en energias potenciales debidas a fuerzas internas y externas)

N
1 .
Eyvi = §miV? * i=1,j#i U (r; — ;) + E :Ucewt(ri)

J=LJ37Fc ¢

y ahora para el sistema no debemos sumar dos veces la energia potencial ya que estd definida para un par de
particulas, por esto podemos hacer una suma sin restrmglr entre particulas distintas pero como U™ (r; —r;) =
Uirt(r; — r;) debe ir s6lo una vez ponemos un factor 3 adelante y tendremos

Z mv +— Z ZUW’ r, — ;) —|—ZU‘er

i,j=1,j#1 ¢ i=l,c

Ademas hasta el momento estamos hablando de un sistema de particulas donde consideramos a cada particula
puntual sin estructura interna, pero en los problemas reales como el choque de dos cuerpos, estos tienen una
estructura interna pues estan constituidos por otras particulas y entonces podriamos asociar una energia interna
a cada cuerpo participante en el choque ya que por ejemplo podria deformarse como sucede cuando chocan dos
autos. Asi aunque sigamos despreciando el tamano de cada cuerpo participante le agregamos un término de
energia interna, sin que demos detalles de su origen, asi la energia del sistema la expresamos como

E = EM+Emt—Z —m;v? + Z ZUW r, —T; —i—ZU“t r;) ZEmt(l)

=1 i,j=1,j7#1 ¢ i=1,c i=1

6.2 Colisiones

Una de las aplicaciones importantes de lo visto para sistema de particulas es el proceso de choque donde un
conjunto de particulas inicialmente libres (sin interaccién mutua) interactuan o "chocan” con otro conjunto de
particulas en una regiéon restringida del espacio y luego siguen libres. Por simplicidad estudiaremos un sistema
de dos particulas, seguramente alguna vez hemos jugado al billar o al tejo sobre alguna superficie bien lisa,
o también hemos visto chocar dos bolas de plastilina. Supondremos un problema bidimensional también por
simplicidad y porque muchas aplicaciones se dan en el plano.
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6.3 Colisiones en el sistema de laboratorio(LAB)

Las particulas antes de colisionar tienen vq = (vig, v1y) = (v,cosby, visendy), Vo = (Vag, Uay) = (VoC0585, vosents)
: : I — () Iy (] - / — (o) I (] / /
y luego de chocar siguen con velocidades v} = (v}, vy,) = (vicos0y, visent)), vo = (vh,, vy,) = (Vycosty, vosends)

Y ~ V"2 LAB
</
mi v
X
\ V1\\ mz

P
[} \
\1l/

. V'

donde los angulos se miden como siempre respecto al semieje positivo de las X con signo positivo en sentido
antihorario. Ahora si no existen fuerzas externas sobre este sistema o estas se compensan en todo momento la
cantidad de movimiento del sistema debera conservarse durante el choque es decir

P = P
P1+P2 = Pi+D;
mivy + movy = mv’1 + mQV'2

que equivale a dos ecuaciones escalares sobre cada uno de los ejes coordenados

/ !/
MUz + Mol = Maly, + Moy,
o / /
miU1y + Moy, = Moy, + MUy,
o en términos de modulos y angulos
myvicosty + mavacosty = mavy'cost; + mavy'cost,
myvisenfy + maovocosty = maovy'send] + movy'send,

donde si nos dieran como datos las velocidades iniciales y masas de las particulas serfa un sistema de 2 ecuaciones
con 4 incognitas que son los modulos de las velocidades finales y los dngulos de salida en LAB. De manera o
nos dan algun datos sobre el estado final (por ejemplo un modulo y un angulo) o no podremos resolverlo en
LAB. Primeramente simplifiquemos las cosas, considerando que antes del choque ambas particulas se movian
al lo largo del eje X. Ademas consideramos un choque central, es decir que las particulas antes y después del
choque salen estan en la misma direccién como sucede en un choque frontal de dos bolas de billar que se da
cuando el parametro de impacto, distancia entre los centros es cero. Asi tendremos 6; 5 = 0, 180°, 12=0, 180°,
v en la ecuacién interpretamos a vcosf = v la componente x con su signo correspondiente. Tendremos una soéla
ecuacion a lo largo del eje X
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/ /
MU + Mol = M1V; + Maly

parametro de

impacto - - \
/ >, /
27N ‘\/ y =
! | = \‘/
P R
*-r/ \ -_'bk
~ \-/
YN
g.‘-,-’\‘ 4—('.— !
~ \—/
Choque
central

Vemos que se conocen todos los elementos del primer miembro, tenemos dos incognitas v’; o en el segundo
y s6lo una ecuaciéon. Por lo tanto si no agregamos alguna otra condicién no podremos conocer la velocidades
después del choque. Es aqui donde agregamos la conservacion de la energia y hablamos de choque elastico. Si
suponemos que se conserva la energia mecanica durante el choque tendremos antes y después del mismo, donde
suponemos que no hay interaccién y por lo tanto tampoco energia potencial

Ey = E
1 1 1 / 1 /
577111)% + 57712@% = 577111)12 + §m2022,

donde para que esto se dé no debe haber cambio en la energias internas de las particulas, ya que por ejemplo
en el choque entre dos cuerpos deformables parte de la energia cinética inicial se usara en deformar los cuerpos.
Asi tendremos dos ecuaciones con dos incognitas para el choque eléstico

!/ /
miv1 + Mol = Mol + MaUs
LR W LRSS S
—mqv e UPXY = —mv — MoV
2 1 2 2 2 1 2 2

que pueden simplificarse facilmente si pasamos del lado izquiero todo lo que depende de la particula 1 y del
derecho todo de la 2

mi(vr —vy) = —ma(v2 —vy)
1 ) 1 /
—mi(vf —v?) == Sma(vi —vy)
2 2
1 1
3 (v; — ) (v +0]) =— §m2(v2 — vy) (Vg + V)

y haciendo el cociente de la tercera con la primera y cancelando el factor 1/2 obtenemos
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/ /
V1 tU] = Uy Uy

que es lineal en vez de cuadratica como la de la energia, asi ahora nos queda por resolver el sistema lineal

! /
mMiv1 + Moty = MyV] + Maly
v — vy = vy —
con solucién
, my1 — Mo 2m2 , 2m1 mo — My
v, = v + V2, Uy = v + V2
m1+m2 m1+m2 m1+m2 m1+m2

y dependiendo de las velocidades iniciales y las masas se nos presentan diferentes situaciones.

Ejemplo

Una particula con velocidad inicial v; = 10m/seg y de masa m; = 2kg choca con otra de igual masa mq = 2kg
que se encontraba en reposo. Si suponemos el choque elastico, cuales serédn las velocidades de cada particula
luego del choque? Si aplicamos las ecuaciones halladas tendremos

v] = 0xv+1x0=0m/seg, vy =1 x 10m/seg+ 0 x 0 = 10m/seg

con lo que la primer particula se queda quieta después del choque y la segunda adquiere la velocidad de la
primera y tenemos asi un choque de intercambio que suele verse en el juego de billar. Mencionemos de paso que
en dicha situacion el peso de cada bola es compensado con la normal de la mesa y a la fuerza de roce presente la
despreciamos para los cortos trayectos que recorren las bolas. De esta manera tenemos aproximadamente una
situacién con sumatoria de fuerzas externas nula y podemos aplicar conservacién de la cantidad de movimiento.
Las bolas son suficientemente duras para deformarse y asi tendremos un choque eléstico.

La otra situacién que puede presentarse es la de choque inelastico donde parte de la energia cinética inicial
se transforma en energia interna de las particulas finales porque por ejemplo se han deformado o calentado
durante el choque, y ya no podemos asumir la conservacién de la energia mecanica. Resolver el problema sin
datos adicionales no seré posible pero existe la situaciéon del llamado choque perfectamente inelastico donde
las particula emergen juntas, que puede resolverse. Lo importante es observar que a pesar de no conservarse la
energia mecénica, se sigue conservando la cantidad de movimiento total porque la sumatoria de fuerzas externas
sigue dando cero. Tendremos

mivy +movy = (my +meo)V
miv1 + mav
Vo= 1U1 2tz
my + mgy
notemos que la energia mecanica final es ahora
1 1 (m1U1 + m2v2)2
By = =(mi+mp)V? ==
M g+ ms) 2 my+my
1 m? , 1 m3 9 mims
= -———v1 + ¢ vy + V1V
2my+my 1 2mitme 2 mybmy
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o 1% mlmg—% 1%{ mlmQ_% 2 mimsg

A I — V1V
M M my + mg my + ms m1+m2 1
1 miMmo 9 9 1 mimse 9
= —————(—v{ —v 20102) = ———————(v1 +v2)" < 0
2m1—|—m2( ! 2+ ! 2) 2m1+m2( ! 2)

lo que indica una disminucién en la energia mecéanica.

Finalmente mencionemos que el problema de desintegracion de una particula en otras (dos o més) podria
estudiarse como un choque perfectamente inelastico a la inversa, pues inicialmente tenemos a las particulas juntas
con la misma velocidad y luego se desintegra el conjunto incial adquiriendo cada particula una determinada
velocidad. Aqui podemos seguir planteando la conservacion de la cantidad de movimiento del sistema siempre
y cuando no actuen fuerzas externas durante la desintegracion.

6.4 Choques en CM

Ya hemos mencionado que cuando hay conservacion de la cantidad de movimiento del sistema como esta se
expresa como P = MV = cte entonces Vs es constante v podemos colocar un sistema de referencia
inercial en CM. Como la velocidad del CM respecto a si mismo es cero se cumplird Poyr = Py, = 0 y esto es
general sin importar la caracteristica del choque. O sea en CM tendremos

/ !
miviem +mavecny =0, mivigy + mavogy =0
my ’ my_,
Vocm = ———VicMm ) Vocn = ——Vicm
mo ma

o sea las particula se veran acercarse a lo largo de cierta direccion con velocidades opuesta y después del choque
alejarse en una direccion que forma cierto angulo 6 respecto a la direccién original y con velocidades opuestas.
Més atn cuando el choque es elastico

1, 1, 1 "
SMuViem + 5MaVaem = 5MViewm + 5MaVacu

2

o sea los modulos de las velocidades de cada particula se conservan. De lo que no tenemos informaciéon a partir
de las ecuaciones planteadas, es del angulo 6 salvo que supongamos que el choque es central, pues ese angulo
dependera del tipo de interaccion especifica entre las particulas.
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