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Metodos discretos de Fourier



Resumen

¢ Introduccion al problema

» Serie de Fourier de tiempo discreto (SFTD o
DTFS)

* Transformada de Fourier de tiempo discreto
(TFTD o DTFT)

e Transformada discreta de Fourier (TDF o DFT)



Introduccion

Ya vimos en tiempo continuo la representacion de

senales periodicas en Series de Fourier de
tiempo continuo (SFTC o CTFS).

Vimos la extension a senales no periodicas con la
Transformada de Fourier (TF o FT)

{Podremos hacer lo mismo para senales de
tiempo discreto?



Serie de Fourier de TD

La serie de Fourier de TD representa a sehales
discretas periodicas como combinacion lineal
de sinusoides reales o exponenciales complejas.

De esa manera nos sirve para encontrar la
respuesta de SLIT ante entradas arbitrarias
(periodicas por ahora) mediante superposicion
de respuestas a sinusoides individuales.



Serie de Fourier de TD

Si la senal en TD es periodica x[n]=x[n+N], su
representacion mediante la SF es:

X[n] — ickejkgon

K=—00

Donde Qo=2Np es la frecuencia “digital” fundamental

de la senal periodica y la frecuencia de Ila
componente k-ésima es kQ,



Serie de Fourier de TD

Ahora podemos preguntarnos: ;cuantos términos
deben considerarse en la suma para el caso de
una secuencia discreta periodica de periodo N?

Recordando la propiedad de las exponenciales
complejas discretas
JKQon _ JKQon — 4 1KQoN

j(N+k)Q0n — jNQOn

"% a e%«e

Como habiamos visto antes, exponenciales
complejas con f # no son todas diferentes
como ocurria en TC. Solo hay N exponenciales
complejas distintas.

e — €



Serie de Fourier de TD

Esta es una diferencia fundamental entre TC y TD!

En TC necesitabamos infinitas sinusoides o
exponenciales complejas!

En TD necesitamos solo un numero finito y
ademas la representacion siempre se puede
hacer exacta!



Serie de Fourier de TD
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Serie de Fourier de TD

En consecuencia se puede escribir la SF de una
senal periodica discreta como:

X[n] = ZCk

k=<N>

Donde k=<N> significa que la sumatoria debe
hacerse sobre cualquier conjunto de N valores
consecutivos de K. Por ejemplo k=n,...ny+N-1.
En particular ny puede ser O.



Serie de Fourier de TD

{Como encontramos los coeficientes C/?

Supongamos que tenemos muestras de una senal
periodica de TC en instantes t=nT_ Donde T es
la separacion entre muestras.

Este analisis tambien es valido para una senal
arbitraria periodica de la cual no tenemos una
expresion matematica, solo muestras en algunos
Instantes.



Serie de Fourier de TD

x(1)

AVVARS

VoV

x(f) || T

-"\//\kaﬂu\/ﬂxmf




Serie de Fourier de TD

Sabemos de la SFTC que:

1" .
k] == x(t)e ' "dt
[K] T! (t)e

Supongamos que no conocemos una forma
explicita de X(t) pero tenemos un conjunto de
N datos que abarcan un periodo (podria
empezar en 0 o no). La separacion entre esos
datos es T.=T/N (periodo de muestreo).



Serie de Fourier de TD

Podemos entonces aproximar la integral por una
suma de varias integrales donde cada una cubre

un tiempo 1.

1 N_l_(n+l)TS | i
k] == > j X(NT.) & 12 T
n=0| nT, |

Cuanto mas juntas estén las muestras mejor sera
la aproximacion!



Serie de Fourier de TD

Puede demostrarse, bajo ciertas condiciones

(|lk|<<N), que:
1
k] ;i x(nT,) g %P/~
N n=0

Entonces tenemos:

. jkQn
X[ n] = k%c[k] € Ecuacion de sintesis
=<N>

1 N-1 _
_ - — 1kQn
k] = N nzox[n]e Ecuacion de analisis



T. de Fourier de tiempo discreto

lgual que como hicimos para tiempo continuo,
para extender la SFTC a senales no periodicas,

ahora lo vamos a hacer con la SFTD para
definir la TFTD.

» X[n] — aperiodica de duracion finita
* y[Nn] — periodica de periodo N
* X[n] =y[n] enN




T. de Fourier de tiempo discreto

La representacion en SFTD de y[n] sera:

yinl= > ckle!”

k=<N>

Donde: k] = Z y{n] e "

N=<N >

Como X[n]=Yy[Nn] en un periodo y luego X[ N] =0,
la sumatoria puede extenderse para X[N] y dara
lo mismO'

c[k] = Zx[n]e e

N=—o0



T. de Fourier de tiempo discreto

Definiendo:
X% =D Anle
enemos: k] = N X (")

Donde Q4 =21/N es el espaciamiento de las
muestras en el dominio de la frecuencia.



T. de Fourier de tiempo discreto

Combinando las ecuaciones:

= 3 < X(e ) ek

k=<N>

Ya que Q,=21/N o lo que es lo mismo 1/N=Q,/2n
y[n] — i Z X (eJon) eijon Qo
2p k=<N>

A medida que N aumenta, (), disminuye y la
sumatoria se convierte en una integral.



T. de Fourier de tiempo discreto

X(€9) y 2" son periddicas en Q de periodo 21
entonces el producto tambien es periodico.

Cada término de la sumatoria representa el area
de un rectangulo de altura X(ek20)@®"y ancho
Qo

A medida que N— = la sumatoria se vuelve una
integral pero el producto Q,N=2my el intervalo
de integracion siempre tendra un ancho de 2.

=y = - [ X(e) e do

Por lo tanto:



T. de Fourier de tiempo discreto

Xn]«—> X (&)

X(e") = i X[ n]e "

N=—00

1 N
X[n] = 2p.[2p X (e") e™"dQ Ec. de sintesis

Ec. de analisis



T. de Fourier de tiempo discreto

Ejemplo I:
Xxn]=a"u[n] a<1
1 & .
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T. de Fourier de tiempo discreto
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T. de Fourier de tiempo discreto

Ejemplo 2:

X[n]= <

f
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XM= > e'"=
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n=—N1
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T. de Fourier de tiempo discreto

X[n]

—N-' D' N-|




T. de Fourier de tiempo discreto

Para la convergencia de la ecuacion de analisis se
necesitan condiciones similares a la
Transformada de Fourier:

> ]| <o

N=—0o0

En la ecuacion de sintesis por lo general no hay
problemas de convergencia ya que se integra
sobre un intervalo finito.



T. de Fourier de tiempo discreto

Algunas propiedades:

* Periodicidad: la TFTD siempre es periodica en W
con periodo 2p.

e Linealidad: xa[ ] «—— X1(e™)
x2[N] > X2 (")
ax[n]+bx,[n]«——aX,(e") +bX.(e")
e Desplazamientoenty en w
]« X(e")
X[N—no] «——¢ "™ X (&)
" )N «——> X ("))



T. de Fourier de tiempo discreto
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Transformada Discreta de Fourier

* Antiguamente se buscaban soluciones
continuas para operar simbolicamente.

* Hoy en dia se prefieren soluciones discretas
Yy humericas para operar con computadoras.

» Como vimos, la TFTD es una transformada
de senales discretas pero sigue siendo
continua.

* Podremos encontrar una transformada de
senales discretas que también sea discreta?



Transformada Discreta de Fourier

* Podremos utilizar algo como el teorema
del muestreo pero en frecuencia?

°Ya que la TFID es continua pero
periodica (de periodo 2m), podremos
muestrear un periodo (no hay mas
informacion).

* Bajo que condiciones esas muestras seran
suficientes para reconstruir mi senal
discreta!?



Transformada Discreta de Fourier

Muestreamos el espectro de X[ n], X(€%), con un tren de
deltas y solo me van a interesar las N muestras que caen
en un periodo. Las demas se repiten.

Las N muestras quedan en las frecuencias 21mk/N, con

k=0..N-1.

X[ n] N

.

n

|

X(&) 4

TUINIMINL

0 ? I ? 21 )
2/N ... 2n(N-1)/N

\ )
|

N muestras




Transformada Discreta de Fourier

Vamos a llamar X\ (&%) al espectro resultante de multiplicar al
espectro de X[N] por el tren de deltas:

X\ (€)= X" 23 dw-k )
N = N

Si queremos encontrar la senal X\[N] sabemos que es la convolucion
de X[N] y de la antitransformada del tren de deltas:

P S gw-kP)F 5 T d(n-kN)
N N k=—w0

k=—00

xy[nl = (% S d(n—kN) =3 xn—KN]

k=—w k=-o0

Notar que la senal X[Nn] es periddica de periodo N. (Extension
periodica de x[n]).



Transformada Discreta de Fourier

Bajo qué condiciones la extensién periddica X\[N] (resultante de
muestrear el espectro y quedarme con N muestras) me permite
obtener mi senal original X[ n]?

R TR A 1 PR
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Transformada Discreta de Fourier

1 Lo 1 L 20,
- JWY qIwn — Jw _ jwn
X, [N] . prN(e ) e dw szpX(e )g_w:d(w kN)e dw
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%Z X (ej%k) gl N Ecuacion |
k=0




Transformada Discreta de Fourier

Ahora necesitamos ir en el otro sentido para encontrar la
transformacion inversa.

X (ejik) = Z x[m]e Xk TFTD evaluada en los puntos w=2m1k/N

M=—o0

Haciendo el cambio de variables: m=n-IN, O<sn< N, -co< | < o0

N-1

ZX[ —IN] —jA0k(n-IN) _

—oon=0
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Z
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>
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Transformada Discreta de Fourier

Entonces podemos finalmente formalizar de la siguiente manera:

Sea X[ n] tal que X[N]=0 para N<0 y n=N entonces X[K] esla DFT
de N puntos de X[n] donde X[k] es el conjunto de N valores
tomados de laTFTD X(62®N), con 0< k< N.

1 & 2
= ]42kn
X[n] = N Z X[k]e' para0<n<Nvy  Ecyacidn de sintesis
k=0

0 en otro caso

0 en otro caso

1
X[k] - N Z X[ n] e_J_“[‘)_kn para0<k <Ny Ecuacion de analisis
n=0



Transformada Discreta de Fourier

En MATLAB existen funciones para calcular la TDF y su
inversa.

X=f ft ( X) calcula laTDF del vector X de N componentes
y devuelve el vector X del mismo tamano.

X=I fft(X) calcula laTDF inversa del vector X de N
componentes y devuelve el vector X del mismo tamano.

fftshift(X) reordenalas componentes de frecuencia

entre positivas y negativas. Lleva la componente de
frecuencia 0 (k=0) al centro del espectro.

Ojo que MATLAB numera los indices de 1 a N !!



Transformada Discreta de Fourier

La TDF es periodica de periodo N.

r—‘HNl

X[k-l— N] _ Zx[n]e ji2p (k+N)n/N __ —a 12pnz X[n]e j2pkn/N __ X[k]

Y puede representar senales aperiodicas como periodicas
(cero fuera del intervalo 0..N-1 o extension periodica).

Las demas propiedades son similares a las SFTC y TFTC

(ver tabla siguiente) pero teniendo en cuenta el largo N de
las secuencias.



Transformada Discreta de Fourier

Linearity ux[n]+By[n]<%}a X[E]|+BYI[E]

Time Shifting x[n_m]%};[ﬂe—jzwmw

Frequency Shifting x[n)es2mkoniN % X[k—ko]
Time Reversal x[-n]= x[N—n](%X[—k] = X[N — k]

Conjugation x*[n]L?)){*[—k] — X [N -£]
2 jnf= x‘[N—n]#}X*[k]

x[n/m], a/m an integer
Time Scaling Z[n]=

0, otherwise

N—omN, Z[k]=X[k]

Change of Period N — gN, g a positive integer
X[Eklg], k/gan integer
X, [] = g X[k/q] % AN Eg
0, otherwise

Multiplication-Convolution Duality x[u]y[u]%ﬂm\’[k] ® X[k]
x[] @yl 2 Y [£]X[£]

where x[n]® y[n] = Z x[m]y[n—m]
m=(N\}

Parseval’s Theorem 1 Z |X[n]|1:% Z |l!'(.[1f{]|2

N, k=)



Frecuencia continua y discreta

ParaTC: X(t)=Acos(wt) -¥<t<¥
w=2pf=2p/T

ParaTD: X[ n]=Acos(\Wh) -¥<n<¥
W= 2pF= 2p/N

Los rangos en TC son:

¥ <f<¥ -¥ <w<¥
Los rangos en TD son:

-1/2< F<1/2 -p <W<p



Muestreo de senales analogicas

Si muestreamos a X (t)=cos(2pft) cada T,

X[ n] =x,(nT)=Acos(2pfnT,)
Comparando X[ n] =Acos(2pFn)
F=1fT,=f/f

Se denomina frecuencia normalizada o relativa.



Los 4

metodos de Fourier

DTFS: Serie de Fourier en tiempo discreto

|'||'I

xlnl_

|
X[k]=—

h

Zx[n|u s

discreto

1[4-'} _l el ™ daw

X (e )= E x|n]e

Dominio de Periddica No periddica
ticmipo
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Discreta DTFT: Transformada de Fourier en tiempo Periddica
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Continua

Dominin de la
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Los 4 metodos de Fourier
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