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Transformada Z



Transformada Z

Hay dos maneras de desarrollar la Transformada
Z:

e Como generalizacion de la Transformada de
Fourier de tiempo discreto.

e Utilizando a las exponenciales complejas como
autofunciones de las ecuaciones en diferencias
que describen SLIT.



Transformada Z

En laTFTD utilizamos a las exponenciales
complejas de parametro real de la forma:

JQn . ,
e con Q) real. Esto tiene modulo |

Ahora las vamos a extender a exponenciales con

un parametro S complejo: e,

e> puede estar en cualquier parte del plano
complejo.



Transformada Z

Llamando Zz= e la definicidon de la Transformada
Z queda:

o0

Z{X(t)}= X(2) = D qn]z"

N=—0o0

Cuando Z= €/? con Q real,0 sea |Z]=1, Ia
sumatoria coincide con laTFTD de X[ n].



Transformada Z

Utilizando z=re!®? en la Transformada Z
tenemos:

X (re!?) = Zx[n](reJQ Z{x[n]r Mo

N=—00 N=—00

Pero eso es laTFTD de X[n]r "! O sea X[N]

multiplicada por un factor de convergencia.r -
puede ser creciente o decreciente segun sea I
mayor o menor que |.

>



Transformada Z

En particular cuando r=1 o de forma similar
|zZ|=1 obtenemos la TFTD.

Z sobre la circunferencia unidad.



Transformada Z

Para encontrar la transformacion inversa vamos a
considerar laTFTD de la funcién X[ n]r .

F{x[n]r‘”}: X (re')

Antitransformando ambos miembros:

X[njr " = F‘l{X(rejW)}
X[n] = r”F‘l{X(rejW)}



Transformada Z
Usando la TFTD Inversa:

1 o
nj=r" | X(re")e™dw
Anj=r" o [, X (e
Moviendo el factor r" adentro de la integral:
1 | |
nj="—"1 X(@re™)(re™)"dw
A= [, Xe")re™)

Haciendo z=r@% con r fijay dz=jré“dw=jzdw
o dw=(1/))zldz

] = j;p [X ()2 dz



Transformada Z

o0

X(2) = Z xnjz™" Transformada Z

N=—o0

inversa

x[n] = 1§ X ( Z) Zn_le Transformada Z
J2p



Transformada Z

Otra manera de ver a la Transformada Z es
considerando la respuesta de un SLIT ante una
entrada exponencial compleja de la forma

X[ n]=Ke"= KZ".

inl = i+ Kz" =K 3 Hm]z ™ = Kz" 3 Hm]z™

M=—00 X[n] m=—o0

Si la suma converge, la salida es la misma senal de
entrada multiplicada por H(Z) (la transformada
Z de la respuesta al impulso h[n].



Transformada Z

Ahora para una senal generica X[ n]:

Y(2) = ZY[H]Z Z(h[n] =X{n))z”

Y(2) = _Z Zh[m]x[n—m]z‘n

Separando las dos sumatorias:

Y(2)= Y Hm > {n-mz*

M=—0o0 N=—00



Transformada Z

Haciendo un cambio de variables g=n-m:

Y(2)= S Hm'S K]z @™

M=—0o0 q =—00

Y(2)= Y Hmz™ S xq)z°

——00 =—00
o N

H(2) X (2)

Y(2) =H(2) X(2)



Transformada Z

Obtuvimos un resultado similar que con Fourier y
Laplace.

La Transformada Z de la respuesta a una senal
X[N] de un SLIT con respuesta impulsional h[n]
es igual al producto de las transformadas X(2)

y H(2).

H(2) se llama funcién de transferencia.



Transformada Z

Ejemplo:sea X[n]=a"u[n]:

X(2)=3 anz" =3 (az?)’

N=—00

Para la convergencia necesitamos que:



Transformada Z
Entonces:

2 1 Z
X(2)=) (azH" = = = lzbla
@=X @)=, =" lzblal

Si a=1, X[ n] es el escalon unitario y la TZ sera:

1 z
X(2) = = Z[>1
(2) 1-z+ z-1 2]
Si a>1 laTransformada Z existe pero laTFTD

no !




Transformada Z

Otro ejemplo:sea X[n]=-a"u[-n-1]

o0

X(2)=-> au-n-1z"=- i a"z™"

N=—00 N=—00
= —i a"z"=1- i (a™2)"
n=1 n=0

Pero ahora para que la suma converja debe ser
lalz<1l o |Z7<]al.



Transformada Z

1 1 Z
X(2)=1- = = |Z|<|a|
(2) l-a'z 1-az' z-a

La expresion algebraica de X(2) resultd la misma
que antes, pero los valores de z para los cuales
la expresion es valida es diferente.

No es suficiente la expresion de la TZ sino que
ademas necesitamos saber lo que se conoce
como region de convergencia (ROC).



Transformada Z

Para los ejemplos anteriores:

Circulo unitario

Plano z

Para algun valor O<a<l



Transformada Z

Algunas propiedades de la TZ:

Linealudad

Desplaramisnlo en Liempo

Escalamicnlo en el
dominio de 7

Inversidn en el tempo

Expansitm en el tiempo
Conjugacin
Convolucitn

Primera diferencis
Acumplandn

[hferemoacsbn e
dominio de ¢

axy[n] + bayn]
tin — ng]

™" x{n]

zz xln]

a"x{n]

-]

n=rk paraalgin

-tllllE"] - [;!f]. nerk enteror

x'[n]

EALIRE AL

xin] — xln - 1]
-

nx(n]

aX(z) + bXyx)

L (4]

afy

Xia™"z)
X{z-1)

X(z")

X°(z")
X, (z)XAz)
(1-z"1X(z)

=g

__dX(z)
= iz

Al menos s interseccidn de K. y R:

&, excepto para la posible adicidn o
supresdn del ongen

R

R

Version escalads de R (es dear, gjR = o
conjunto de puntos [\aiz] pars r en R)

R invertida (es decir, -1 = ¢l conjunto de
pumios -, donde r cstd en K

K% (ex decir, el conjunto de puntos 7ia,
donde £ estd en R)

R

Al menos la imterseccidn de R, ¥ R,

Al menos la mterseoctin de Ry ] > 0

Al menos |a interseocitn de Ry |z] > 1



Transformada Z

1. 8n]
2. uln]

3. =u[=n = 1]

4, §n = m)

5. a”uln|

6 —a"u|-n - 1]
7. na"uln]

8 —nc"u[—n — 1]
9. [cos aynu(n]
10 [sen awynjula]
11. [r" cos aanjufn]

12. [r" sen sy jufn]

1
1-z"!
I—.H'I
N S
1 - az™!
oy Ly
1 —azr™!

ﬂz—l
(1 —az"y

ﬂ_."_'-!

(1 -az" 1y
1 — [cos ay]z ="

1 = [2cos ay)e ' + 272
[sen ay)z ™"
I—Elmuqlz 'I-:']
1 — [rcos sz

1 = [2rcos ap)z=" + Fz?

[rsen ag)e !

1 = [2roos mje™! + A2

Toads £
lg =1

ke <1

Para toda £ excepto
O(sim=0)a
@ (sim < 0)

|zl = |ad
kel < bad
2l = b
el < e
2| =1
|zl >1
lzl > r
> r

Algunos pares
transformados:



Transformada Z

Cualquier combinacion lineal de secuencias
exponenciales tendra una TZ que sera suma de
terminos similares a los que vimos.

También al analizar SLIT especificados como
ecuaciones en diferencias con coeficientes
constantes.

En esos casos la TZ sera una funcion racional en z
(cociente de polinomios)



Transformada Z

Podemos expresar a la TZ como cociente de
polinomios en Z y a veces tambien podemos
expresarlos en z1.

Sin embargo hablamos de ceros y polos como las
raices de los polinomios del numerador y
denominador expresados en la variable z

Los ceros, los polos y la ROC, todos marcados en

el plano z nos dan una forma grafica para
describir a la TZ.



Transformada Z

Si las TZ son funciones racionales (cociente de
polinomios) se puede encontrar de una manera
sencilla la antitransformada Z mediante
fracciones parciales.

3-57°

Ejemplo: X(2) = (11791 iz’
4 3

|Z]> 3

Hay un polo en z=1/4y otro en z=1/3y la ROC
esta afuera del polo mas externo.



Transformada Z

Utilizando la expansion en fracciones parciales
(igual a lo que vimos para la TL):

1 2

"0y Ty

|Z]> 3

Por lo tanto X[ n| sera la suma de dos secuencias.
Como la ROC de X(2) esta hacia afuera del
polo mas alejado, la ROC de cada una de las
partes tendra que estar hacia afuera de cada
uno de sus polos.



Transformada Z

O sea que:

X[n] = x[n] +X;[N]
Donde:
1 1
n] <~ Z[> 4
x[n] 1-17 |z]> 3
z 2 1
o> 7, |Z]> 5
~3

Del ejemplo que vimos anteriormente sabemos
que:

1
1-az

a"u[n] <2 |z[>|al

-1



Transformada Z

Por lo tanto por inspeccion nos queda:
- n

x[n] =(5)"uln]

X,[n] = 2(5)"uln]

Y finalmente:

x(n] = (%) u[n] +2(%)"u[n]



Transformada Z

De la misma manera que lo hicimos con laTL
vamos a definir lo que se conoce como
Transformada Z Unilateral.

Z{Mnl}= X (2= Y Arlz”

Es la herramienta que vamos a usar para analizar
sistemas causales y especificados por
ecuaciones en diferencias ordinarias con
coeficientes constantes y condiciones iniciales
no nulas.



Transformada Z

Las dos Transformadas solo difieren en el indice
inicial de la sumatoria.

Dos secuencias diferentes para N<0 pero que
son idénticas para N=0 tendran distintas TZ
bilaterales pero TZ unilaterales iguales.

Dos secuencias que sean idénticamente nulas para
N<0 tendran TZ bilateral y unilateral identicas.



Transformada Z

La transformada inversa sera la misma.

La mayoria de las propiedades son las mismas
salvo algunas diferencias que vamos a ver.

La ROC siempre sera el exterior de un circulo a
partir del polo mas alejado.



Transformada Z

La propiedad o teorema de convolucion:

Z{Xn]=h[n]} = H(2) X(2)

sigue valiendo siempre y cuando X[ n] y h[Nn] sean
idénticamente nulas para n<O.

La propiedad de corrimiento en el tiempo:

X(N—1] <~ 72X (2)+ X[-]]
X[N+1] <~ zX(2) - X 0]




Transformada Z

Propiedad de primera diferencia:

] =Xn-1«—>(1-z")X(2) - -1

Teorema del valor inicial:

{0 =lim,_, X(2)



Transformada Z

La utilidad mas grande de laTZ es el analisis y
caracterizacion de SLIT.

Ya vimos que la TZ de la entrada y salida de un
SLIT estan relacionadas a traves de la
multiplicacion por la TZ de la respuesta al
impulso del sistema.

Y(2)=H(2)X(2)



Transformada Z

En el dominio del tiempo:

X[n] Y[n]=h[n]*xn]
—> H[ N —

En el dominio de la frecuencia:

X(2) HE) Y(Z): H(2)X(2)

H(2) es la funcion de transferencia. Para z=¢€V,
H(e"Y) es la respuesta en frecuencia del sistema.



Transformada Z

Causalidad:

Un SLIT discreto con H(2) racional es causal siy
solo si la ROC es el exterior de un circulo a
partir del polo de mayor modulo y si el grado
del numerador de H(Z) no es mayor que el
grado del denominador.



Transformada Z

Estabilidad:

La estabilidad del sistema era equivalente a que la
respuesta al impulso sea absolutamente
sumable. En ese caso laTFTD de la respuesta al
impulso converge (existe). Sila TFTD existe
entonces tiene que coincidir con la TZ para
Z=eW. O sea que el circulo unitario debe
pertenecer a la ROC.



Transformada Z

Estabilidad y causalidad:

Por lo dicho anteriormente, un SLIT es causal y
estable si y solo si todos los polos de la H(2)
racional estan dentro del circulo unitario !



Transformada Z

Ejemplo: sea un SLIT cuya entrada x[n] y salida
y|[N] satisfacen la siguiente ecuacion en
diferencias con condiciones iniciales nulas:

vin] =z vin=1] = Xn]+3x{n-1]

encuentre la respuesta causal al impulso.



Transformada Z

Aplicando TZ a ambos miembros y utilizando las
propiedades de linealidad y desplazamiento en
el tiempo tenemos:

Y(2)-1Z7Y(2)=X(2)+ 127X (2

Y(2 1+iz*

H(2)= X(z2) 1-1z7

Como queremos encontrar una respuesta causal
la ROC debe ser |Z>1/2.



Transformada Z

Podemos escribir:

1

H(2) = (1+ 1 21)1_11 :

2

Y utilizar propiedades para llegar a:

h(n] = (2)"u[n]+(2)" " u[n—1]



