Estabilidad de los estados de equilibrio

Ya estudiamos los principios extremales que definen el equilibrio para la entropia, la energia y
los potenciales termodindmicos. Abordaremos ahora las condiciones que definen la estabilidad
de los estados de equilibrio. Lo haremos desde dos enfoques.

-Estabilidad intrinseca de un sistema simple aislado.

-Estabilidad mutua de dos sistemas simples separados por una pared apropiada. Se puede mostrar
que la verificacion de los criterios de estabilidad intrinseca en cada subsistema asegura la
estabilidad mutua (al final de la clase dejo la demostracion).

Estabilidad intrinseca:
Imaginamos al sistema simple aislado subdividido en dos partes por una superficie imaginaria,
de modo de pensarlo como un sistema compuesto. El sistema esta caracterizado por una ecuacion
fundamental S(U,V, N).
La superficie imaginaria es diatérmica, movil pero impermeable, es decir los numeros de moles
de los subsistemas se mantienen constantes.
Dentro de la superficie imaginaria el subsistema contiene N moles, mientras que el subsistema
externo a la superficie lo llamaremos complementario y tiene N’ moles, con N’>>N, es decir
nuestro subsistema es pequefio.
dVp=dV+dV'=0 dV =—-dV’
Sr=S(U,V,N)+S'(U,V',N") concondiciones <{dU; =dU+dU' =0 dU = —dU’
dN;y =dN +dN'=0dN =dN' =0
Supongamos un pequefio intercambio de energia y volumen entre los subsistemas:
Dado que el sistema total estd en equilibrio el cambio en la entropia debe ser tal que dS; = 0
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Condiciones que aseguran la homogeneidad de la temperatura y la presion en el sistema en

equilibrio y que ya conocemos bien.

Habiamos trabajado con la condicién d’Sr < 0 para mostrar la equivalencia entre los principios
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extremales, usando Ur, V1 y Nr constantes llegamos: axZ’T <0 y por la equivalencia
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mencionado XZT > 0, donde X, representa un parametro relacionado a la ligadura interna
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que podria ser el volumen del subsistema, lo que nos lleva por ejemplo a ava <0
UX

Ahora nos interesa considerar variaciones acopladas de la energia y el volumen para establecer
las condiciones que deben cumplirse para un equilibrio estable. Para esto debemos probar que la
entropia se encuentra por debajo del hiperplano tangente al punto correspondiente al punto
Ur,Vry Nr.
Desarrollemos en serie de Taylor a segundo orden a la entropia del sistema:

Sr=S(WU,V,N) +dS +d?.S +S'(U',V',N') + dS' +-dS'  yusando |
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Pero dado que N’>>N y los términos relacionados al sistema complementario son variaciones
de variables intensivas divididas variables extensivas se puede aproximar:
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Hagamos un cambio de variables usando, % (U,V,N)
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Reemplazando en (2) eliminamos el termino cruzado:
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El primer criterio lleva a:
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El segundo criterio lleva a:
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Criterios de Estabilidad y la concavidad de los potenciales Termodinamicos

Haciendo un procedimiento semejante en la representacion energética, pidiendo en este caso que
la energia del sistema total permanezca por encima del plano tangente, es decir, sea convexa
respecto a sus parametros extensivos y hacemos el cambio de variable con el T(S,V,N) llegamos:
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El primer criterio nos lleva a ¢, > 0, mientras que el segundo se puede reescribir:

9P
<62U )2 _a(T,P)  aTPAT,V) OV

sy \asav
o bien que kr > 0.

>0
V.N

av
oP

a2U

a2U
0S?

ov?

V,.N

T,N

<0
T.N

A, v) T AT wvais, vy as
aT

V,N

Mientras que haciendo el cambio de variables P(S,V,N) llegamos a Y
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N o que implica

k5>0pr>0.



Los criterios de estabilidad se pueden extender facilmente a las transformadas de Legendre,
recordando que si P es la variable intensiva y X su extensiva conjugada y U*(P) representa la
transformacion de la ecuacion fundamental energética a una de las energias libres:
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Asi, si U(X) es una funcion convexa de X (concava hacia arriba) su transformada U(P) sera
concava (hacia abajo) de P.
Energia libre de Helmholtz:
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En funcion de las funciones respuesta: ¢, > 0; k7 > 0, los cuales no son suficientes como
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criterios de estabilidad ya que es necesario que: 3775p2 (

De lo anterior queda claro que: Las energias libres son funciones convexas de sus pardmetros
extensivos y concavas de los intensivos.

Veamos un ejemplo:_Consideremos ahora que U(S, V, N) tiene la forma mostrada en la figura:

S1 S S s=S/N




En esta curva se viola uno de los criterios de estabilidad, ;Cuél y en qué region?
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Como puede verse existe una region, BCD donde se cumple 352 < 0, en esta region se

v
viola el criterio de estabilidad c,, > 0.

Realicemos un analisis de lo que pasa en cada region. Para esto imaginemos un sistema divido
en dos subsistemas idénticos, 1 y 2, y con ecuacion fundamental U(S,V,N) de la figura.
Supongamos que los subsistemas tienen la entropia del punto c. La energia total:
Up = 2U(S;,V,N)
Si se produce un pequefio intercambio quasiestatico de calor entre los subsistemas
Ur(AS) = U(Sc + AS,V,N) + U(S; — AS,V,N) < 2U(S¢,V,N)

Quiere decir que el sistema preferira transferir energia de un subsistema a otro incentivando las
inhomogeneidades. En otras palabras, el sistema es inestable y cualquier fluctuaciéon crecera
indefinidamente por lo que no permanecerd homogéneo y se presentara heterogéneo mostrando
la coexistencia de estados con propiedades termodinamicas diferentes que llamaremos fases.
(Cual es la entropia de las fases en coexistencia?

La igualdad de temperaturas que es dada por la pendiente comun determina las entropias de las
fases en coexistencia, puntos A y E.

(Se cumple el criterio de estabilidad en las regiones AB y DE?

En todo el resto de las regiones se cumple el criterio de estabilidad ¢, > Oy al tener una
pendiente creciente:
Ur(AS) = U(S¢ + AS,V,N) + U(S; — AS,V,N) = 2U(S;,V,N)

Lo que implica que cualquier apartamiento aumentaria la energia y el sistema prefiere
permanecer homogéneo.

Sin embargo, si miramos las regiones AB y DE podemos ver que globalmente son inestables,
aunque localmente sean estables respecto a apartamientos infinitesimales. A estas regiones se
las llama metaestables y la recta roja suma de las energias de A y E (con las proporciones
adecuadas) posee menor energia. Esto significa que, si el sistema se dividiese en dos fases
coexistentes en equilibrio, correspondientes a A y E, la energia de la suma yace sobre la recta
tangente a los puntos A y E y estd siempre por debajo de la funcién definida por la ecuacion
fundamental. Por lo que la curva de equilibrio reemplaza a la region A-E por la recta tangente
T;; = T;, esta region corresponde a una transicion de fase.

Les propongo que realicen una grafica para la energia en funcion del volumen molar indicando
la region inestable, la metastable y los volimenes molares de las fases en coexistencia en base
al criterio de estabilidad y la condicion de equilibrio que las determina.

El Principio de Le Chatelier establece, “los procesos espontianeos inducidos por una
desviacion desde el equilibrio se efectian en la direccion que tiende a restablecer el
equilibrio”. Observar que si no existiera tal tipo de tendencia cualquier perturbacion podria
crecer indefinidamente y por lo tanto el estado de equilibrio no seria estable.

Demostracién de Estabilidad mutua de sistemas de un solo componente
Consideremos dos sistemas intrinsecamente estables, que interactian a través de una pared
diatérmica y movil. El estado de equilibrio mutuo estara determinado por el principio de minima
energia. Queremos probar que el estado de equilibrio es estable, siempre y cuando cada uno de
los dos subsistemas sea intrinsecamente estable.

La variacion de energia en un proceso virtual es:



dUy = TdS — PV + T'dS' — P'dV’ = 0 {ITJ = f),

Pidiendo que la energia del sistema total permanezca por encima del hiperplano tangente y
usando lo anterior:
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¢, Cual es la diferencia con el caso de la estabilidad intrinseca? Ahora no podemos despreciar
los términos correspondientes a uno de los subsistemas.

62U+62 dS)? + 0°U +02 dV)? + 62U+ o°U dsSdv > 0
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Lo que nos lleva usando el Hessiano a que:
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Usando la identidad:
(AL +4)(Ci + €)= (By + B2)? = (14 32) (46, = By) + (1 +52) (4161 - BP) +
(A1B, — A;B;)?
A4,
Y los criterios de estabilidad intrinseca:
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Se muestra que la verificacion de los criterios de estabilidad intrinseca en cada subsistema
asegura la estabilidad mutua.



