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Practica III: Geometria diferencial de curvas en el espacio.
LOS EJERCICIOS MARCADOS CON * SON OBLIGATORIOS
1. * (i) Sea A = (%y, %:c, 0), mostrar que rot A = 0 y hallar ¢ tal que A = V¢. Es tinico ¢?
Graficar A y las curvas de nivel de ¢ en el plano zy. Cual es la relacion?

(ii) El campo vectorial A = A(x) en coordenadas cartesianas, cilifndricas y esféricas toma la forma

B B B B
A(x) = —7Oyex + %xey = 7Ope¢ = %rsin&e%

Hallar B =V x A en los tres sistemas de coordenadas y verificar que los resultados coinciden y

resultan B = Byk.

2. * Verificar que el vector
u(r) = (e”(x cosy + cosy — ysiny), e (—xsiny — siny — ycosy),0)

es irrotacional y expresarlo como el gradiente de un campo escalar ¢. Chequear que ademés puede ser
expresado, alternativamente, como el rotor de un campo v = (0,0, %), para una elecciéon de
apropiada.

3. * Verificar el teorema de Stokes para la céscara semiesférica S = {2? + y> + 22 = 1,2 > 0} y el campo
vectorial

Vi) = (y,—x,2)
4. Siendo F(x) = (2 + 3y + 2%, y3, 22 + y? + 32%) y S la superficie abierta
1—2z=a?+1°% 0<2<1
Usar el teorema de Gauss y coordenadas cilindricas para evaluar [ g F' - dS. Verificar el resultado

calculando la integral de superficie directamente.
Ayuda: deberias hallar dS = (2p cos ¢, 2psin ¢, 1) pdpdp

5. * Evaluar las siguiente integrales de linea

/(xdx + ydy + zdz), /(ydx + xzdy + dz), /(ydac —ady + " Vdz),

a lo largo de: (i) la recta que une el origen con el punto (1,1,1) y (ii) el arco parabolico dado por
r(t) = (t,t,t?) desde t =0 a t = 1.

Para cuales de las integrales obtenemos el mismo resultado para ambos caminos? Por qué?

6. Describir paramétricamente un circulo de radio 3 centrado en (2,0) y hallar () = v/13 + 12 cos 6.
Hallar los vectores velocidad y aceleracion. En qué direccién se encuentran orientados?

7. *(i) Dada la curva r(t) = (z(t),y(t)) = (3t,t*> + 4) para t € R. Eliminar ¢ y reexpresarla como
r(z) = (z,y(z)). Graficarla y describir la forma de la curva.
*(ii) Considerar r(t) = (z(t),y(t)) = (t?,3t> + 4) para t € R. Eliminar ¢ y reexpresarla como

r(z) = (z,y(z)). Graficarla y describir la forma de la curva. Compara con (i)

*(iii) Considerar las siguientes curvas 71 (t) = (¢, % +4), ro(t) = (3,12 + 4), r3(t) = (=3, 1> + 4).
Eliminar ¢, graficarlas y mostrar que describen la misma curva en el plano. Calcular el vector
tangente 7(t) para cada una de las curvas en el punto r = (3,5) del plano. Coinciden?

(iv) Considerar la curva p(8) = 4 cos € en coordenadas polares en el plano. Eliminar (p, ) en favor de
coordenadas cartesianas (z,y) y hallar qué curva describe.

(v) Graficar la curva r(t) = (3,4?). Analizar el comportamiento en el origen.



Considerar r(t) = (t* — 1,t(t* — 1)) y mostrar que corresponde a la cibica nodal y* = x3 + 2.

2t t(t2—1)
1+t20 1482

(v) Mostrar que la curva r(t) = ( ) es una representacion paramétrica de los puntos del
plano que verifican,

(z* +y*)(x—2)+2=0
Notar que la aplicacién dada por r(t) no es inyectiva: r(1) = r(—1)

8. Cousiderar la hélice descripta por r(t) = (acost,asint, bt). Mostrar que la parametrizacion
r(s) = (acos 2,asin 2,b2) donde ¢ = va? + b? corresponde a parametrizacion afin. Hallar la
curvatura y torsién y mostrar que son constantes. Considerar el caso b = 0, luego la curva se
encuentra contenida en un plano. Como se manifiesta esto en términos de 7(t)?

9. Hacer un bosquejo de la curva en el plano (t) = (acos®t,asin®t) con t € (0,27). Calcular r/(t) para
todo punto de la curva y luego la longitud total de la misma. Indicar la direccién de los vectores
{t,n,b}

10. *Mostrar que si |r(t)| = cte entonces 7(t) - () = 0. Esto es, si el modulo de un vector es constante
(la particula se mueve sobre un circulo/esfera centrado/a en el origen), el vector velocidad es
ortogonal a la posicién en todo punto de la trayectoria.

11. Mostrar que para el caso de curvas en el plano r(t) = (¢, f(¢)) la curvatura resulta

/()]

"0 = T (e

12. A partir de lass definiciones () = 7(t)/|7(t)|, n(t) = £(t)/|£(t)| y b(t) = t(t) x n(t) mostrar que

)
_ () X () X (D)
G BEOl

n(t)

13. Mostrar que la aceleracién no tiene componentes en la direccién del vector binormal:

donde

Alternativamente

|7(t) x 7(1)]
[7(t)]

ar(t) = t(t) - #(t) = "0 gy = o) x ()| =

14. A partir de las ecuaciones de Frenet-Serret hallar las expresiones para la curvatura y torsion

[7(t) x #(1)]

"0 = "roF

15. Mostrar que para una curva parametrizada afin r(s) se tiene n(s) = 7(s)/|#(s)|



