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1.1 Operadores - relaciones de conmutacién

Definase el conmutador entre dos operadores como [A, B] = AB — BA. Probar que
para operadores A, B y C' cualesquiera, las siguientes identidades son validas:

a. [A B]=—|[B,A],
b. [A+B,C]=[A,C)+[B,C],
c. [A BC]=][A, B]C+ B[A,C).

d. jQué relacion encuentra entre los conmutadores y las derivadas?

Definase el anticonmutador entre dos operadores como {A, B} = AB+ BA. Probar
que para operadores A, B y C cualesquiera, las siguientes identidades son vélidas:

a. {A B}={B, A},
b. {A+B,C}={A,C}+{B,C},
{A,BC} = {A,B}C — B[A,C] = [A, B|C + B{A,C}

Supéngase que los operadores Ay B conmutan con su conmutador, es decir [121, [/1, E]] =
[B, [A, B]] = 0. Mostrar que:

A

o, [A B = nBrYA, B
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b. [A", Bl =nA""'[A, B,

c. para cualquier funcién analitica f(z) —es decir, desarrollable en serie de Taylor—
se cumple la identidad [A, f(B)] = f'(B)[A, B], en donde f'(x) denota la
derivada de f(x) respecto a su argumento,

d. etAetB — ot(A+B) ?[ABl/2 4 cR.

Sugerencia: derivar tanto el lado izquierdo como el lado derecho respecto de
t para probar que ambas cantidades satisfacen la misma ecuaciéon diferencial
con la misma condicién inicial en ¢ = 0. Luego, por el teorema de unicidad de

la solucién de las ecuaciones diferenciales, concluya que ambas cantidades son
idénticas.

~

4. A partir de una funcién de prueba y de las identificaciones (21, 29, 23) = (2,9, 2),

(D1, P2, P3) = —ih(%, 8%2, %) = —z’h(a%, 8%, %), mostrar:

a. [.?AZ'Z, .Z%]} = 0,
C. [i‘l,ﬁ]] =ih (5”
5. Probar ei®®eifp: — ¢ifPegicdo=iafl o B c R. ;Para qué valores de o y 3 resulta

[elet eiPP=] = 0?7 ;Y para cudles resulta {e™® ¢¥P=} = (?

1.2 Notacion de Dirac

6. Silos estados {|1),]2),|3)} forman una base ortonormal y el operador G' cumple las
siguientes propiedades:

GI1) = 3|1) — 4]2) + 7|3), (1.2.1)
GI2) = —5|1) +|3), (1.2.2)
GI3) = 11]1) + 6[2), (1.2.3)

icudl es la representacion matricial de GG en esta base?

7. Silos estados {|1),]2),]3)} forman una base ortonormal y el operador K cumple las
siguientes propiedades:

K1) = 2[1), (1.2.4)
K[2) = 3[2), (1.2.5)
K|3) = —6|3), (1.2.6)

a. encontrar una expresion para K en términos de sus autovalores y autovectores
(representacion “ket-bra” de operadores).

b. Dado el estado |a) = \/% (—3|1)+5]2) +7|3)), calcular el valor de expectacion
(K)o = (o Kla).
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8. Dado un sistema de dos estados ortonormales {|1),|2)}, considerar el operador

~

= a<y1><1\ —[2)(2] + [1)(2] + \2)(11) , a€R. (1.2.7)
Encontrar los autovalores y autovectores correspondientes.

9.% Sean {|a®™)} y {|*))} dos bases completas y ortonormales del mismo espacio de
Hilbert.

Verificar que la matriz de cambio de base es S =, |3"))(a®)].

b. Probar que S es un operador unitario, es decir, que satisface la relacion ST.S =
SST =1 donde St =37, |[a®) (3]

c. Hallar los elementos de matriz de S en la base {|a®)} (es decir Sz(ja ) =
(aD|S|a9)) v en la base {|f*)} (es decir Si(jﬂ) = (BD|S|BY))).  Verificar
que son iguales, por lo que puede simplemente llamarse SZ(]Q ) = Sff ) = Sij-

d. Repetir el inciso anterior con los elementos de matriz de ST.

e. Dado un estado arbitrario [¢)) cuyos coeficientes ¢§°‘) = (a@|¢) en la base
{|a™)} son conocidos, probar que los coeficientes @Z)i(ﬁ) = (BD|¢) en la base

{|8%))} estan dados por %@) =2 Sjjwy('a)'

1.3 Observables y medidas

10.  Volver a considerar el operador K y el estado |a) del problema 7.

a. ¢Cuales son los posibles resultados experimentales asociados al observable K?

b. ;Cuadl es la probabilidad asociada a cada posible valor experimental cuando las
particulas se encuentran en el estado |a)?

11.  Probar que:

los autovalores de un operador hermitico son reales;

b. las autofunciones de un operador hermitico correspondientes a autovalores dis-
tintos son ortogonales.

c. (Como se vincula el resultado (11.a) con el hecho de que los operadores aso-
ciados a observables fisicos son siempre hermiticos? ;Es esta una condiciéon
necesaria o una condicién suficiente?

12.  Sea un sistema de tres estados con dos observables A y B tales que

(1.3.1)
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a. Supoéngase que primero se mide el observable A y se obtiene 2a. Si se mide
B inmediatamente después, jqué posibles valores del observable B se pueden
obtener?

b. Supdngase que primero se mide el observable A y se obtiene 3a. Si se mide
B inmediatamente después, jqué posibles valores del observable B se pueden
obtener?

c.  Supoéngase que primero se mide el observable B y se obtiene 4b. Si se mide
A inmediatamente después, jqué posibles valores del observable A se pueden
obtener?

d. Supoéngase que primero se mide el observable A y se obtiene 5b. Si se mide
A inmediatamente después, ;jqué posibles valores del observable A se pueden
obtener?

1.4 Estados de espin y matrices de Pauli

13. Considerar las matrices hermiticas de 2 x 2 de traza nula

01 0 —1 1 0
01 = <1 O) s 09 = (Z OZ) , O3 = <O _1) s (141)

denominadas matrices de Pauli.

Probar [0, 0;] = 2i €51, 0y
Probar {O'i, O'j} = 2(5” ]IQ.

c. Dados los estados de espin

H=(p). =(3) (1.42)

verificar la accidon de cada matriz de Pauli sobre ellos.

d. Escribir a las matrices de Pauli en la representacion “ket-bra” en términos de
los estados |[+) y |—).

e. Dado el vector unitario n = (cos ¢ sin @, sin ¢ sin§, cos ), determinar la repre-

sentacion matricial de o, = n - o = n;o;.

14. Considerar una matriz hermitica arbitraria de 2 x 2:

a c—1id
X_(c—l—z'd b ) , a,b,c,d € R . (1.4.3)

Calcular las cuatro trazas z, = tr(c,X), con p=0,1,2,3 y g9 = I,.
Probar que X = %Zu T,0,.

c.  Mostrar que el intervalo relativista s?, definido como s* = x3 — 2% — 22 — 22,
puede ser escrito como s? = 4detX.
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15.

16.

17.

18.

19.

d. Usar estos resultados para establecer un isomorfismo entre los vectores del
tetra-espacio de Minkowski y las matrices hermiticas de 2 x 2.

Un chorro no polarizado de particulas de espin 1/2 pasa a través de una serie de
experimentos de Stern-Gerlach que lo filtran de la siguiente manera:

e El primero descarta s, = —h/2.
e El segundo descarta s, = —h/2.
e El tercero descarta s, = +h/2.

Aqui n es un vector unitario en el plano x — z que forma un angulo € con el eje z.

a. ;Qué fraccion del chorro inicial se mide luego del tercer filtro?

b. jPara qué valor de # es maxima dicha intensidad?

1.5 Traslacion espacial y evolucion temporal

a. Mediante la identificacion p = —ih%, probar que para cualquier funcién analitica
o(z) vale '
o(x +a) = ePp(z)  VaeR. (1.5.1)
Es decir, p es el generador de traslaciones espaciales y T(a) = ¢'/h e el
operador de traslaciones espaciales.
b. Probar A
elPIh g oiab/h — & 4 g (1.5.2)

a. Mostrar que si ¥y es soluciéon de la ecuacion de autovalores H vy = Ety, en-
tonces () = e~"F/M)y es soluciéon de la ecuacién de Schrodinger dependiente
del tiempo

Hi(t) = m%w(t) . (1.5.3)

b. Probar que, en dicho caso, (¢(t)|¢(t)) = (¢oltbo).

a. Expandiendo en serie de Taylor, probar que si ¥(t) es soluciéon de la ecuacion
de Schrédinger dependiente del tiempo con hamiltoniano independiente del
tiempo, entonces )

Y(t+71) = e TH/M(t) (1.5.4)

—iTH /R

Es decir, H es el generador de evoluciones temporales y U (1) =¢e es el

operador de evolucion temporal.

b. Sea 1(t) autoestado del operador A(t) con autovalor a = cte. Probar que
Y(t +7) es autoestado de e "H/" A(t) e"H/" con el mismo autovalor.

Considerar un sistema de tres estados, cuyo hamiltoniano en una dada base esté
dado por la matriz

) 30 0 0
H=E |0 66 12|, E,eR. (1.5.5)
0 12 59
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Hallar las energias y los respectivos estados estacionarios.
Determinar la matriz de evolucién temporal U(t) = e~ H/h,

Suponer que el sistema se encuentra en el estado ¥ = (0,1,0)7 en el instante
t = 0. ;En qué estado se encontrara el sistema en un instante ¢t > 0 arbitrario?
. Para qué instantes es este resultado proporcional a 1,7

20.* Siguiendo los siguientes pasos, estudiar la evolucion temporal de un electron (sistema
de dos estados) en presencia del campo magnético terrestre. Suponer que su estado
inicial a tiempo ¢ = 0 corresponde a s, = +h/2, y que el campo magnético terrestre

es B

= (0, B,0).

Escribir el estado inicial.

Escribir el hamiltoniano del sistema H = —p - B donde p = g5=S es el
momento magnético del electron (el factor de Landé es g ~ 2).

Determinar el estado del sistema a tiempo ¢ > 0.
Determinar el valor de expectacion del espin (S) a tiempo ¢ > 0.

. Cuél es la magnitud de la frecuencia de precesion de este valor de expectacion?
.Cual es su orden de magnitud? Usar B ~ 10747

Comparar con el resultado clésico, segiin el cual el torque ejercido sobre el

. s _ . _
electron es 2 =7 = pu x B.
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