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1.1 Operadores - relaciones de conmutación

1. Defínase el conmutador entre dos operadores como [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. Probar que
para operadores Â, B̂ y Ĉ cualesquiera, las siguientes identidades son válidas:

a. [Â, B̂] = −[B̂, Â],

b. [Â+ B̂, Ĉ] = [Â, Ĉ] + [B̂, Ĉ],

c. [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ].

d. ¿Qué relación encuentra entre los conmutadores y las derivadas?

2. Defínase el anticonmutador entre dos operadores como {Â, B̂} = ÂB̂+ B̂Â. Probar
que para operadores Â, B̂ y Ĉ cualesquiera, las siguientes identidades son válidas:

a. {Â, B̂} = {B̂, Â},
b. {Â+ B̂, Ĉ} = {Â, Ĉ}+ {B̂, Ĉ},
c. {Â, B̂Ĉ} = {Â, B̂}Ĉ − B̂[Â, Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂{Â, Ĉ}.
d. [Â, B̂Ĉ] = {Â, B̂}Ĉ − B̂{Â, Ĉ}.

3. Supóngase que los operadores Â y B̂ conmutan con su conmutador, es decir [Â, [Â, B̂]] =
[B̂, [Â, B̂]] = 0. Mostrar que:

a. [Â, B̂n] = nB̂n−1[Â, B̂],
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b. [Ân, B̂] = nÂn−1[Â, B̂],

c. para cualquier función analítica f(x) –es decir, desarrollable en serie de Taylor–
se cumple la identidad [Â, f(B̂)] = f ′(B̂)[Â, B̂], en donde f ′(x) denota la
derivada de f(x) respecto a su argumento,

d. etÂetB̂ = et(Â+B̂)et
2[Â,B̂]/2 ∀t ∈ R.

Sugerencia: derivar tanto el lado izquierdo como el lado derecho respecto de
t para probar que ambas cantidades satisfacen la misma ecuación diferencial
con la misma condición inicial en t = 0. Luego, por el teorema de unicidad de
la solución de las ecuaciones diferenciales, concluya que ambas cantidades son
idénticas.

4. A partir de una función de prueba y de las identificaciones (x̂1, x̂2, x̂3) ≡ (x̂, ŷ, ẑ),
(p̂1, p̂2, p̂3) ≡ −iℏ( ∂

∂x1
, ∂
∂x2
, ∂
∂x3

) ≡ −iℏ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
), mostrar:

a. [x̂i, x̂j] = 0,

b. [p̂i, p̂j] = 0,

c. [x̂i, p̂j] = iℏ δij.

5. Probar eiαx̂eiβp̂x = eiβp̂xeiαx̂e−iαβℏ ∀α, β ∈ R. ¿Para qué valores de α y β resulta
[eiαx̂, eiβp̂x ] = 0? ¿Y para cuáles resulta {eiαx̂, eiβp̂x} = 0?

1.2 Notación de Dirac

6. Si los estados {|1⟩, |2⟩, |3⟩} forman una base ortonormal y el operador Ĝ cumple las
siguientes propiedades:

Ĝ|1⟩ = 3|1⟩ − 4|2⟩+ 7|3⟩, (1.2.1)

Ĝ|2⟩ = −5|1⟩+ |3⟩, (1.2.2)

Ĝ|3⟩ = 11|1⟩+ 6|2⟩, (1.2.3)

¿cuál es la representación matricial de Ĝ en esta base?

7. Si los estados {|1⟩, |2⟩, |3⟩} forman una base ortonormal y el operador K̂ cumple las
siguientes propiedades:

K̂|1⟩ = 2|1⟩, (1.2.4)

K̂|2⟩ = 3|2⟩, (1.2.5)

K̂|3⟩ = −6|3⟩, (1.2.6)

a. encontrar una expresión para K̂ en términos de sus autovalores y autovectores
(representación “ket-bra” de operadores).

b. Dado el estado |α⟩ = 1√
83

(
−3|1⟩+5|2⟩+7|3⟩

)
, calcular el valor de expectación

⟨K⟩α ≡ ⟨α|K̂|α⟩.
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8. Dado un sistema de dos estados ortonormales {|1⟩, |2⟩}, considerar el operador

Ĥ = a
(
|1⟩⟨1| − |2⟩⟨2|+ |1⟩⟨2|+ |2⟩⟨1|

)
, a ∈ R . (1.2.7)

Encontrar los autovalores y autovectores correspondientes.

9.* Sean {|α(k)⟩} y {|β(k)⟩} dos bases completas y ortonormales del mismo espacio de
Hilbert.

a. Verificar que la matriz de cambio de base es S =
∑

k |β(k)⟩⟨α(k)|.
b. Probar que S es un operador unitario, es decir, que satisface la relación S†S =

SS† = 1 donde S† =
∑

k |α(k)⟩⟨β(k)|.

c. Hallar los elementos de matriz de S en la base {|α(k)⟩} (es decir S
(α)
ij =

⟨α(i)|S|α(j)⟩) y en la base {|β(k)⟩} (es decir S(β)
ij = ⟨β(i)|S|β(j)⟩). Verificar

que son iguales, por lo que puede simplemente llamarse S(α)
ij = S

(β)
ij ≡ Sij.

d. Repetir el inciso anterior con los elementos de matriz de S†.

e. Dado un estado arbitrario |ψ⟩ cuyos coeficientes ψ(α)
i ≡ ⟨α(i)|ψ⟩ en la base

{|α(k)⟩} son conocidos, probar que los coeficientes ψ(β)
i ≡ ⟨β(i)|ψ⟩ en la base

{|β(k)⟩} están dados por ψ(β)
i =

∑
j S

†
ijψ

(α)
j .

1.3 Observables y medidas

10. Volver a considerar el operador K̂ y el estado |α⟩ del problema 7.

a. ¿Cuáles son los posibles resultados experimentales asociados al observable K̂?

b. ¿Cuál es la probabilidad asociada a cada posible valor experimental cuando las
partículas se encuentran en el estado |α⟩?

11. Probar que:

a. los autovalores de un operador hermítico son reales;

b. las autofunciones de un operador hermítico correspondientes a autovalores dis-
tintos son ortogonales.

c. ¿Cómo se vincula el resultado (11.a) con el hecho de que los operadores aso-
ciados a observables físicos son siempre hermíticos? ¿Es esta una condición
necesaria o una condición suficiente?

12. Sea un sistema de tres estados con dos observables Â y B̂ tales que

Â = a

2 0 0
0 3 0
0 0 3

 , B̂ = b

4 0 0
0 4 0
0 0 5

 . (1.3.1)
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a. Supóngase que primero se mide el observable Â y se obtiene 2a. Si se mide
B̂ inmediatamente después, ¿qué posibles valores del observable B̂ se pueden
obtener?

b. Supóngase que primero se mide el observable Â y se obtiene 3a. Si se mide
B̂ inmediatamente después, ¿qué posibles valores del observable B̂ se pueden
obtener?

c. Supóngase que primero se mide el observable B̂ y se obtiene 4b. Si se mide
Â inmediatamente después, ¿qué posibles valores del observable Â se pueden
obtener?

d. Supóngase que primero se mide el observable Â y se obtiene 5b. Si se mide
Â inmediatamente después, ¿qué posibles valores del observable Â se pueden
obtener?

1.4 Estados de espín y matrices de Pauli

13. Considerar las matrices hermíticas de 2× 2 de traza nula

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (1.4.1)

denominadas matrices de Pauli.

a. Probar [σi, σj] = 2i ϵijk σk.

b. Probar {σi, σj} = 2δij I2.
c. Dados los estados de espín

|+⟩ ≡
(
1
0

)
, |−⟩ ≡

(
0
1

)
, (1.4.2)

verificar la acción de cada matriz de Pauli sobre ellos.

d. Escribir a las matrices de Pauli en la representación “ket-bra” en términos de
los estados |+⟩ y |−⟩.

e. Dado el vector unitario n = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ), determinar la repre-
sentación matricial de σn ≡ n · σ = niσi.

14. Considerar una matriz hermítica arbitraria de 2× 2:

X =

(
a c− id

c+ id b

)
, a, b, c, d ∈ R . (1.4.3)

a. Calcular las cuatro trazas xµ = tr(σµX), con µ = 0, 1, 2, 3 y σ0 ≡ I2.
b. Probar que X = 1

2

∑
µ xµσµ.

c. Mostrar que el intervalo relativista s2, definido como s2 ≡ x20 − x21 − x22 − x23,
puede ser escrito como s2 = 4 detX.
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d. Usar estos resultados para establecer un isomorfismo entre los vectores del
tetra-espacio de Minkowski y las matrices hermíticas de 2× 2.

15. Un chorro no polarizado de partículas de espín 1/2 pasa a través de una serie de
experimentos de Stern-Gerlach que lo filtran de la siguiente manera:

• El primero descarta sn = −ℏ/2.
• El segundo descarta sz = −ℏ/2.
• El tercero descarta sn = +ℏ/2.

Aquí n es un vector unitario en el plano x− z que forma un ángulo θ con el eje z.

a. ¿Qué fracción del chorro inicial se mide luego del tercer filtro?
b. ¿Para qué valor de θ es máxima dicha intensidad?

1.5 Traslación espacial y evolución temporal

16. a. Mediante la identificación p̂ = −iℏ d
dx

, probar que para cualquier función analítica
ϕ(x) vale

ϕ(x+ a) = eiap̂/ℏϕ(x) ∀a ∈ R . (1.5.1)

Es decir, p̂ es el generador de traslaciones espaciales y T̂ (a) = eiap̂/ℏ es el
operador de traslaciones espaciales.

b. Probar
eiap̂/ℏ x̂ e−iap̂/ℏ = x̂+ a . (1.5.2)

17. a. Mostrar que si ψ0 es solución de la ecuación de autovalores Ĥψ0 = Eψ0, en-
tonces ψ(t) ≡ e−itE/ℏψ0 es solución de la ecuación de Schrödinger dependiente
del tiempo

Ĥψ(t) = iℏ
d

dt
ψ(t) . (1.5.3)

b. Probar que, en dicho caso, ⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = ⟨ψ0|ψ0⟩.

18. a. Expandiendo en serie de Taylor, probar que si ψ(t) es solución de la ecuación
de Schrödinger dependiente del tiempo con hamiltoniano independiente del
tiempo, entonces

ψ(t+ τ) = e−iτĤ/ℏψ(t) . (1.5.4)

Es decir, Ĥ es el generador de evoluciones temporales y Û(τ) = e−iτĤ/ℏ es el
operador de evolución temporal.

b. Sea ψ(t) autoestado del operador Â(t) con autovalor a = cte. Probar que
ψ(t+ τ) es autoestado de e−iτĤ/ℏ Â(t) eiτĤ/ℏ con el mismo autovalor.

19. Considerar un sistema de tres estados, cuyo hamiltoniano en una dada base está
dado por la matriz

Ĥ = E0

30 0 0
0 66 12
0 12 59

 , E0 ∈ R . (1.5.5)
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a. Hallar las energías y los respectivos estados estacionarios.

b. Determinar la matriz de evolución temporal Û(t) = e−itĤ/ℏ.

c. Suponer que el sistema se encuentra en el estado ψ0 = (0, 1, 0)T en el instante
t = 0. ¿En qué estado se encontrará el sistema en un instante t > 0 arbitrario?
¿Para qué instantes es este resultado proporcional a ψ0?

20.* Siguiendo los siguientes pasos, estudiar la evolución temporal de un electrón (sistema
de dos estados) en presencia del campo magnético terrestre. Suponer que su estado
inicial a tiempo t = 0 corresponde a sx = +ℏ/2, y que el campo magnético terrestre
es B = (0, B, 0).

a. Escribir el estado inicial.

b. Escribir el hamiltoniano del sistema Ĥ = −µ · B donde µ = g e
2m

S es el
momento magnético del electrón (el factor de Landé es g ≈ 2).

c. Determinar el estado del sistema a tiempo t > 0.

d. Determinar el valor de expectación del espín ⟨S⟩ a tiempo t > 0.

e. ¿Cuál es la magnitud de la frecuencia de precesión de este valor de expectación?
¿Cuál es su orden de magnitud? Usar B ∼ 10−4T .

f. Comparar con el resultado clásico, según el cual el torque ejercido sobre el
electrón es dS

dt
= τ = µ×B.
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