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Capitulo 1

Potenciales dependientes del
tiempo

La evolucion temporal de un dado sistema fisico, que en un instante inicial ¢, se
encuentra en un estado

[¥(to)) = [¢o) (1.1)

puede entenderse en dos esquemas diferentes:

1. Representaciéon de Schrodinger (S), en la cual evolucionan los vectores
de estado de acuerdo a

[¥(t))s = U (to, 1) [0) (1.2)

donde U(tg, t) es el operador de evolucion temporal, que satisface una ecuaciéon
de Schrodinger

que induce a su vez una ecuacién del mismo tipo para los kets de estado:

0
Sl (0))s = HIp(0)s. (14)
En este esquema, los operadores no dependen del tiempo

As(t) = A(ty) = A, (1.5)

2. Representacién de Heisenberg (H), en la cual los estados no evolucionan,

() = ltho) (1.6)
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mientras que los obervables dependen del tiempo segin!

A (t) =U" (to,t) A (to) U (to, 1) , (1.9)
y que obedecen la ecuacion de movimiento de Heisenberg:
dAy 1
— = — Ay, H 1.1
at ~ip A ] (1.10)

El valor de expectacién (A) es obviamente el mismo en ambas dos representa-
ciones:

s (1) |As| (1)) 5 = (o [UT (t,10) Al (t,10)| w0 ) (1.11)
= 1 (W) [ Au ()| 1)) 4 (1.12)

En el caso en que el Hamiltoniano no depende del tiempo, la solucién de la
ecuacion (1.3) se obtiene inmediatamente en la forma

Uty t) = e HE=0)/N (1.13)

Lo cual permite obtener inmediatamente la dinamica de estados, observables y va-
lores de expectacion.

En la naturaleza, sin embargo, hay muchos sistemas cuanticos que si dependen
del tiempo (iluminar un d4tomo, aplicar voltaje a un metal, absorcién y emisién de la
luz, etc) y la energia del sistema no se va a conservar. En ese caso, el Hamiltoniano
depende explicitamente del tiempo, H = H(t), y se vuelve dificultoso hallar una
expresion para el operador de evolucién temporal. Puede mostrarse que esa expresion
estd dada por la serie de Dyson:

. t
U (to,t) = 1—1/ ' H (t')
ko Jy,
—Z 2 t t/
+<) / dt’ / dt"H (t") H (t")
h to to

t(n—1)

_aNT t t/
+(Z) /dt’/ dt”~--/ dt™H (t") H (") --- H(t™)
h to to 1

(1.14)

0

Los estados de la base |n) no cambian en el esquema de Schrédinger. En el esquema de de
Heisenberg, la ecuacién de autovalores
Ala) = ala) (1.7)
se convierte en
A (U (to,t)|a) = alUl(to, 1) a) (1.8)
de modo que los kets de la base evolucionan con el “signo contrario” |a(t)) s = U'(t,t)|a). Sélo
los autoestados de H no evolucionan.
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Si bien esta es una expresion perfectamente aceptable, no parece muy adecuada
para realizar calculos por la siguiente razén: usualmente uno se encuentra con el
problema en el que el Hamiltoniano puede descomponerse en la forma

H=Hy+V(t) (1.15)

donde Hy no depende explicitamente del tiempo, y se supone ademads, que esta
resuelto, es decir, conocemos sus autovalores y autovectores:

Hyln) = Ey,|n). (1.16)

Ademaés, tipicamente estamos interesados en situaciones en las que el potencial V' (t)
es pequeno respecto de Hy y buscamos realizar un calculo perturbativo. En ese
caso, la serie de Dyson para U(ty,t) no nos resulta de utilidad ya que conduce a un
desarrollo en serie de potencias de H, mientras que lo que buscamos es un desarrollo
en potencias de V(). Debemos por lo tanto cambiar el enfoque.

La pregunta que buscamos responder es como obtener en la practica la evolucién
temporal de un estado arbitrario [¢)g). En lo que sigue trabajamos en la representa-
cién de Schrodinger, y omitimos la notacién |)g.

Supongamos que a t = t el sistema fisico lo representamos por

[¥0) =D caln) (1.17)

Si se tratara de un problema independiente del tiempo, la evolucién temporal del
estado seria

(1)) = e M ETOHM) = 37 ¢ e Enlt=to)/hypy) (1.18)

con ¢, constantes (independientes de t). Resulta entonces razonable, en el caso de
una interaccién dependiente del tiempo, proponer que los ¢, = ¢,(t) y entonces para
t > tq escribir

[(8)) = D en(t)e B0 M) (1.19)
Notese que debido a la forma en que hemos separado la dependencia temporal:
» El factor e *n(t=t0)/h egt4 presente atin cuando V =0, y
» La evolucion temporal de los ¢, (t) se debe solamente a V'(t).

En seguida veremos que, con esta separacion, las amplitudes c,(t) satisfacen una
ecuacion diferencial muy simple.
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1.1. Representaciéon de Interaccién

Antes de discutir la ecuacién diferencial para los ¢,(t) es conveniente introducir
la representacién de interaccién (I). Igual que antes: un sistema fisico que en t,
estd en el estado |1)), en un tiempo ¢ posterior estard en el estado [1(t)) 4. Definimos

(1)) = TR (1)) (1.20)

donde |) representa la misma situacion fisica que |)s pero en la RI. Anédlogamente,
en la RI, los operadores se definen como:

Ap(t) = etot=t0)/h gy (1) tHolt=t0)/h (1.21)
En particular (Vs(t) =V (¢)) :
Vi(t) = eot/hy (1) iHot/h (1.22)

Vamos a deducir ahora la ecuacién que caracteriza la evolucién temporal de
|4(t));. Tomando la derivada temporal de (1.20) y haciendo uso de la ecuacion de
Schrodinger (1.4)

0

thoy [W(t)s = (Ho+ V) [9(t))s (1.23)

resulta,

0 0
iy [0}y = iy (0 (D))
= _HoeiHo(t—to)/ﬁ|¢(t)>S _l_eiHo(t—to)/ﬁ (HO +V) W](t»s (1.24)

— tHo(t=t0)/hyy o —iHo(t=t0) /N iHo(t~t0)/h [W(t) s

Es decir que:
(1), = Vi) [9(0) (1.25)

También se puede demostrar que para un observable A (que no depende explicita-
mente del tiempo en la RS) vale:

a1
dt th

Ay, Hyl, (1.26)

que es una ecuacion del tipo Heisenberg con H reemplazado por Hy. En resumen,
la RI en muchos aspectos es intermedia entre la RS y la RH.
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Trabajemos la evolucion temporal del estado, ahora en la representacion de in-
teraccion:

(1)), = e () g = D cut)em Pl Mol R ) (1.27)

=Y (t)|n). (1.28)

donde usamos la expansion (1.19) de [¢(t)). Obserevamos que al trabajar en la
representacién de interaccion nos sacamos de encima de (1.19) las fases e~*Fn(t=t0)/h
por completo. Al multiplicar eeste estado a izquierda por (n|, los coeficientes se
escriben

cn(t) = (|9 (8)1- (1.29)

Ya podemos escribir la ecuacién diferencial para los ¢, (t). Tomemos la ecuaciéon

de Schrodinger en RI, (1.25) y multipliquemos a izquierda ambos miembros por (n|,
obtenemos:

O nl(6); = X V(0] m) (mly (1) (1.30)

m

Aqui los elementos de matriz del potencial pueden deacomponerse en la formas:

(BIVI(Blm) = (al Y (g)e ) = (] (1) =B 0
(1.31)
Finalmente, insertando (1.29) y (1.31) en (1.30) se encuentra la ecuacion buscada,

a .
il en(t) = X Vam ()=, (1) (1:52)
donde E —FE
Vam(8) = (nlV (O)lm); - wam = == = ~Wwmn 1
Explicitamente
¢ Vi Vjgeiwr2(t—to) V13€iw13(t_t0) o 1
B Re ‘/216%1(15—750) Voo %36W23(t_t0) . Co
1h 3| — Vg,leiw?,ﬂt—to) V32€iw32(t_t0) Va3 T €s (1'34)

Este es el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que debemos resolver para
hallar las amplitudes ¢, (t) en funcién del tiempo. Al ser un sistema de ecuaciones
de primer orden en ¢t debe complementarse con un conjunto de condiciones iniciales
cn(to) que se obtienen indicando el estado inicial [¢)y) y obteniendo

ca(to) = (nftho)- (1.35)
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de (1.17).

Si bien estas ecuaciones permiten hallar todos los coeficientes ¢, (t), y por medio
de ellos obtener la evolucion temporal de cualquier estado inicial, una situacion
realista usual supone que un sistema se prepara inicialmente en algin autoestado
|i) de Hy, y la dindmica debida a la perturbacién lleva a que otros estados |n) # |i)
comiencen a poblarse. Por otro lado, debido al potencial, la evolucién temporal del
estado i) serd no trivial. De hecho esa evolucién estarda dada por la misma ecuacién
(1.19), tomando [¢(t)) — |i(t)) . Tenemos que responder entonces la pregunta:
;como evoluciona temporalmente la probabilidad de hallar el sistema en
estados |n) # |i)? Esta probabilidad de acuerdo a los postulados de la mecénica
cuantica estd dada por

Proyu(t) = |(nli(8)) 2 (1.36)

Volviendo al esquema de Schrédinger y utilizando la ecuacion (1.19) con |¢(t)) —
li(t)) hallamos que
Prosn(t) = ea(t)? (1.37)

La informacién sobre el estado inicial estd contenida en los ¢,(t) a través de las
condiciones iniciales de la ecuacion diferencial. Estas probabilidades se denominan
probabilidades de transicion.

1.2. Problemas con dos estados

Analogamente que en los casos de potenciales independientes del tiempo, las
soluciones analiticas exactas de las ecuaciones (1.32) son raras y en general s6lo
se pueden obtener para espacios de Hilbert de baja dimensién. En el caso general
habra que resolver la ec. (1.34) en forma numérica o por medio de un desarrollo
perturbativo.

Consideremos el caso de dos estados con un potencial que oscila arménicamente:

Hy = E\1) (1|+E|2) 2; (Ey> Ey)

V(t) = Weiwt|1> <2 ‘—l—’ye*“"t‘ 2> (1] (1.38)

donde v y w son reales y positivos. Esto significa que los elementos de matriz de
(1.34) son:
Vig(t) = Voi(t) = ve™" Viu(t) = Vao(t) = 0. (1.39)

Este potencial da origen a las transiciones |1) <= |2) entre los dos estados.
Si inicialmente, en t = 0, esta ocupado solamente el nivel mas bajo, los coeficien-
tes de (1.17) serén:
(0) =1, c2(0) =0, (1.40)
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y entonces la probabilidad de ocupacion de los dos estados en t > 0 estara dada por
la féormula de Rabi,

2 _ AL in2 12 (w— w21)2 i
’Q®|—7WW+@wwmfms {Lﬂ+4] *, (1.41)

a®))?=1-le®)f, (1.42)

donde wy; = (Ey — E1) /A como se verd en los trabajos practicos.
Vemos que la probabilidad de que el sistema esté excitado oscila en el tiempo

con una frecuencia angular
2 (w—wy)?
Q:J<;+(4m)) (1.43)

y que es muy grande cuando

W= Woy = (EQ — El) /h (144)

es decir cuando la frecuencia angular del potencial - usualmente generado por un
campo externo (eléctrico o magnético) - es aproximadamente igual a la frecuencia
angular del sistema de dos estados. En este caso hablamos de la condicién reso-
nante.

Veamos que ocurre en el caso resonante, o sea cuando

w=uwy; NQ=7/h (1.45)

En la Figura 1.1 estn representadas las probabildades |¢; ()] y [c2(t)[* en funcién
del tiempo. Entre t = 0y t = wh/(27) el sistema absorbe energia del potencial V' (¢).
En t = 7h/(27) solo el estado superior esta poblado y entre t = wh/(2vy) y t = wh/~y
el sistema se libera del exceso de energia. Este ciclo de absorsion-emision se repite
indefinidamente y V' (¢) actia como una fuente o un sumidero de energia.

El ciclo de absorsion-emision se produce ain cuando estamos fuera de la reso-
nancia. Sin embargo, las amplitudes de oscilacién de |c1(t)]* y |e2(t)|* son ahora
menores y sus frecuencias mayores. La Figura 1.2 muestra |cs(t)[, ;. en funcion de
w. La curva tiene un pico resonante en w = wy; cuyo ancho es 4/h. Notemos que
cuanto mas débil es el potencial (7 pequetio) tanto mas agudo seré el pico resonante.
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wh/2y wh/y 3mh/2y 2rh /v

absorcién emision absorcién

Figura 1.1: Representacién gréfica de |y (t)[* y |c2(t)]” para w = woy.

|C2 (t) |r2nax

1 e e e e e e e e e e e e e e e e e mm e e e e e e e e e e e m =
Ancho a media altura = 4v/h
0 : w
wa1
Figura 1.2: Representacién gréfica de |¢ (t)]fnéx en funcién de w para v < hwo;w =

wy1 corresponde a la frecuencia resonante.
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1.3. Resonancia magnética

Consideremos un sistema de spin 1/2 (por ejemplo, un electrén ligado) sometido
a un campo magnético de la forma

B = Bz + Bi(& coswt + §sinwt) (1.46)

donde By y Bj son constantes. Podemos describir el efecto del campo constante por
medio de Hy y el efecto del campo rotante por medio de V' (t). Recordemos que

H=-p B, p=—

S, e<0, (1.47)
MeC

donde @ y S son respectivamente, el momento magnético y el spin del electron. Si
ademads representamos a los autoestados de S por medio de los autovectores |+) y
|—) de S., o sea:

h
S = ()1 + =)+
h
Sy = i5 (=) =+ =)+ (1.48)
h
Sz = S () = 1=)(=1)
resulta? B
e
Hy = =220 (4) (+] = |-)(-)
ehg’ (1.49)
— 1 [ iwt —iwt
V(t) = _Wec (6 ‘—> <+‘+€ ‘+> <_’)
Para e < 0, E, > E_y por lo tanto podemos identificar:
|+) —]2) (nivel superior), (1.50)
|—) —|1) (nivel inferior), (1.51)

para estar de acuerdo con (1.38). De (1.33) vemos, ademés, que la frecuencia carac-
teristica del sistema es: B
e
wyy = JelBo (1.52)
MeC
que es la frecuencia de precesién del spin en el campo By (cuando B; = 0 ). Notemos
que, aun cuando los valores de expectacion (S,) y (S,) varian debido a la precesion
del spin, las cantidades |c,(t)]> y |c_(t)]* permanecen constantes mientras que el

campo rotante no actua.

“Mostrar que Sy, Sy y S dados por (1.32) satisfacen las reglas de conmutacién: [S;, S| = ihS,,
etc.
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De la comparacién de (1.38) con (1.49) vemos que:

ehBl
2mec

v, W W (1.53)

y que al aparecer el campo rotante las probabilidades |c,(¢)]* y |e_(¢)]* varfan de la
manera indicada en la Figura 1.1 para w = wis. Es decir que ademas de la precesion
del spin ocurren transiciones |[+) <= |—). La condicién de resonancia se satisface
cuando la frecuencia del campo magnético rotante coincide con la frecuencia de
precesion del spin determinada por la intensidad del campo magnético uniforme.

1.4. Teoria de perturbaciones: Serie de Dyson

En un tratamiento perturbativo las soluciones aproximadas de (1.34) seran de la
forma:

cn() =) + V() + D) + -, (1.54)

donde cV(t),c@(t),-- representan a las amplitudes de primer orden, de segundo
orden, etc. con respecto al parametro de la intensidad del potencial dependiente
del tiempo. El método iterativo para resolver este problema es similar al que se
emplea en la teoria de perturbaciones independientes del tiempo. Esto significa que,
si inicialmente estd poblado sélo el estado i, para obtener c(!(t) aproximamos el
lado derecho de (1.34) por ¢ (t) = §,; v lo relacionamos con c{V(t), integrando la
ecuacion deferencial. Luego para obtener c,(f) (t), aproximamos el lado derecho de
(1.34) por ¢V (t) y procedemos del mismo modo, etc..

En lugar de trabajar con los ¢, (t) vamos a analizar el operador de evolucién

U (t,ty) en la RI, definido por
(1)) = e Mo (t)) s = TR UY Ly, )1 = Us(t to) o), (1.55)

Uy (t,to) = e ot/ (4 1), (1.56)

Si derivamos la ecuacién anterior obtenemos la ecuacion diferencial para U(t, to)
analoga a (1.25):

d
ih%UI (t,to) = Vi(t)Us (t, o) (1.57)
que tenemos que resolver con la condicién inicial
Ur (to,t0) = 1 (1.58)

Al integrar (1.57) obtenemos la ecuacion integral equivalente:

.t
Uy (1, 10) =1~ / Vi (E) Uy (¢ to) dt (1.59)
to
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La solucién aproximada se obtiene por iteracion,

. t
U (t,to) =1~ + / dt'vy (')
h /i,

o 2 t t
) / dtl / dtl/‘/[ (t/) ‘/I (t//)
h to to

1)

_a\mn ot t' t(n—
) / dt// at’ ... / dt™V; Ve (") --- V](t(n))
h to to 10

Esta serie se conoce como serie de Dyson para Uy (t,tg). Notemos que aqui se
ve la potencia de la representacién de interaccion: al quedar escrito el operador U
s6lo en términos V' (t) nos permite realizar el desarrollo perturbativo en potencias
del potencial. Si hubiéramos trabajado en el esquema de Schrodinger, el operador de
evolucion U se escribe en una expresion analoga pero en términos del Hamiltoniano
completo, lo cual complica la expansién perturbativa.

La serie de Dyson puede escribirse de manera compacta como

(1.60)

U (to, ) = Texp< h/t 4t Vit )) (1.61)

donde hemos definido el operador de orden temporal de forma tal que

es decir, que ordena los operadores sobre los que actia de manera que el artgumento
temporal de los operadores correspondientes decrece a medida que nos movemos
desde izquierda a derecha. Si dos tiempo coinciden no es un problema, ya que en ese
caso el operador conmuta con sigo mismo.

1.5. Probabilidad de Transicion

Volviendo a las probabilidades de transicién (1.36) y (1.37), pueden ahora eva-
luarse utilizando U (t,tg) [ver (1.55)] en la representaciéon de interacciéon. Primero
tomamos la evolucién temporal del estado inicial:

i) = Us(tt0)li) = 3 ) (n A )] ) (1.63)

De modo que aqui (n|U(,0)| i) no es otra cosa que los coeficientes ¢, (t) en (1.27),

ealt) = (n Uy (£, 0)] ) (1.64)
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y esta es la expresion que utilizaremos para evaluar las amplitudes ¢, (¢) dado que
contamos con un desarrollo perturbativo para Uy (t,tp). Al insertar la expansién
(1.54) y las expresiones para los coeficientes que se obtienen de la serie de Dyson
(1.60) obtenemos:

. t - t

(1) ! t i) = —1 ! iwnit' Y7 (4

(1) = h/ i@ =5 [ deesn V) o)
(2) Z/ dt/ dtuezwnmtv ( ) Zwmit”sz‘ (t”),

donde las frecuencias estéan definidas por (1.33)

hwni = E, — E;. (1.66)

y

Vi = (n|V|7) (1.67)
son los elementos de matriz de la perturbacion ente los estados final e inicial. Las
probabilidades de transicién se obtienen de tomar el médulo cuadrado,

Piosn(t) = 1e2(t) + e (8) + 2 () + - (1.68)

1.6. Primer orden perturbativo

Consideremos un estado final con n # i de manera que c(”)(t) no contribuye. La
probabilidad de transicién en el orden mas bajo esta dada entonces por:

2

—. t . 3
Prn(t) = \49@)]2 = ‘7; / dt'e“mid' v, (1) (1.69)

to

Vamos a exporar las consecuencias es esta expresion.

1.6.1. Potencial constante

Para calcular la probabilidad de transicion tenemos que conocer el potencial
V (t') para to < t' < t. Consideremos primero una perturbacién constante que
comienza a actuar en t, = 0°:

0 t<0
V(t) = . . para (1.70)
Vv (independiente de t )  parat >0

3Generalmente el potencial V depende de operadores tales como =, p y S, pero esa dependencia
no nos interesa por el momento.
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Insertando (1.70) en (1.69) encontramos:

Vni iwnit ? |an|2
Pin(t) = ‘ - (1 _ piwni ) — TR (2 — 2 cos wyt) (1.71)
4 (sinwyt/2 2 9
AN 1.72
i () g (172)

Esta probabilidad depende del elemento de la matriz de V' entre los estados inicial y
final, que a su vez funcién de todas las propiedades del estado final |n), por ejemplo,
su cantidad de movimiento, spin , etc. Ademas depende de la diferencia de energia
FE, — FE;, = hw,,; entre ambos estados.

1.6.2. Perturbaciones armodnicas

Otro caso de interés es el de una perturbacién armonica de la forma
V(t) = Ve + Viem™! (1.73)

y supongamos que la perturbaciéon comienza en t, = 0. Este caso tiene aplicacio-
nes, por ejemplo, a la interacciéon de momentios magneticos o atomos con campos
electromagnéticos. De (1.65) obtenemos

—1 t . / . .y
C(l) (t) — —t / At einit (Vmezwt + VnTie_Wt ) (174)
hJo

donde VnTZ- = (VT>n, = V. O sea que

1

i(wnstw)t P(Wns—w)t
! ll_e( My e )V,L] (1.75)
Wpi T+ W Wpi — W

Es facil convencerse de que este ultimo resultado es muy similar al que obtuvimos
antes para el potencial constante. Para cualquier estado final dado n, ambos térmi-
nos estan presentes y contribuyen a la amplitud de transicién, y cuando elevamos
al cuadrado la amplitud para obtener la probabilidad de transicion, hay términos
cruzados (términos de interferencia) entre estas dos contribuciones a la amplitud.

A menudo, sin embargo, lo que més nos interesa son los estados finales a los que
va la mayor parte de la probabilidad, que son los estados para los que uno u otro de
los dos denominadores de la Ec. (1.75) es pequeno. Para estos estados tenemos que
Whi Fw=0,o0

E, ~ E; + hw (1.76)

Vemos que el primer término (frecuencia positiva) es resonante cuando el sistema
ha absorbido un cuanto de energia iw de la perturbacion, mientras que el segundo
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término (frecuencia negativa) es resonante cuando el sistema ha cedido un cuanto
de energia hw a la perturbacion. Llamamos a estos dos casos absorcion y emision
estimulada, respectivamente.

Tomando el caso de la absorcion, y observando solo los estados finales |n) que
estan cerca de la resonancia (F, ~ F; £ w), podemos escribir la probabilidad de
transicion a la teoria de la perturbacion de primer orden como

2 [sin(wp; — wt)t/2 ? 9
prs — - Vii 1.77
= i | T L)

De manera similar, para estados finales casi resonantes en emision estimulada, te-
nemos

. 2 [sin(w,,; +wt)t/2]?
pem ind [Sm(w”ﬁw)/] Vol (1.78)

R | (W Fw)E/2)
Estas férmulas se pueden comparar con la ecuacién (1.72). En todos los casos, P;_,,
tiene una dependencia temporal similar, con w,; — w,; = w, lo que significa que el
analisis que realizamos anteriormente sigue siendo valido.

1.6.3. Analisis de la dependencia temporal

Fijemos el estado final |n) y examinemos como se comporta la probabilidad
P;_,,(t) como una funcién del tiempo a primer orden en teoria de perturbaciones
dependiente del tiempo. Para ser especificos, tomaremos el caso de una perturba-
cién independiente del tiempo y trabajaremos con la ecuacion (1.72), pero con wy;
reemplazado por w,; £ w, todo lo que decimos también se aplica a la absorciéon o
emision estimulada.

Obviamente P;_,,(0) = 0 (porque n # i y toda la probabilidad estd en el estado
|i) en t = 0). Posteriormente vemos que P;_,,(t) oscila a la frecuencia wy,; entre 0y
un maximo proporcional a 1/wy,;. La frecuencia w,; mide hasta qué punto el estado
final esta “fuera de resonancia”; es decir, cuanto difiere la energia final de la energia
inicial. Si wy; es grande, la probabilidad P,_,,(t) oscila rapidamente entre cero y un
maximo pequenio. Pero a medida que acercamos el estado |n) al estado inicial |i) en
energia, w,; se vuelve mas pequeno, el periodo de oscilaciones se vuelve mas largo y
la amplitud crece.

Si hay un estado final |n) degenerado en energia con el estado inicial |i) (no el
mismo estado ya que asumimos n # i), entonces w,; = 0y el factor dependiente del
tiempo en la ecuacién (1.72) toma su valor limite, que es:

Vol (1.79)

t2
hm0 P,.(t) = ﬁ|

Wni—>

En este caso, la teoria de perturbaciones de primer orden predice que la probabilidad
P,_,,,(t) crece sin limite con el tiempo, obviamente un absurdo ya que debemos tener
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Figura 1.3:

P,_,, < 1. Esto es una indicacion del hecho de que para tiempos suficientemente
largos la teoria de perturbaciones a primer orden falla y debemos tener en cuenta
los términos de orden superior en la expansion perturbativa. De hecho, para obtener
resultados sensatos para tiempos tan largos, es necesario tener en cuenta un nimero
infinito de términos (es decir, hacer algin tipo de sum de la serie). Pero a tiempos
cortos es correcto que Pj_,, para un estado en resonancia crezca como t2.

1.6.4. Dependencia en energia

Ahora fijemos el tiempo ¢ y examinemos como la expresion para Pi_,,(t) de-
pende de la energia del estado final |n) (trabajando por simplicidad con el caso de
una perturbacion independiente del tiempo). Nos concentraremos en la dependencia
energética del factor dependiente del tiempo entre paréntesis, recordando que el ele-
mento de la matriz también depende de la energia (y otros pardametros) del estado
final. Para ello trazamos la funcién sin?(wt/2) /w? como funcién de w, como se mues-
tra en la Figura 1.3 para dos tiempos diferentes. En el grafico, w debe identificarse
con wy; = (B, — E;)/h, de modo que w especifica la energia del estado final y w =0
es la condicién de resonancia (conservacién de energia).

La curva consta en una serie de oscilaciones bajo la envolvente 1/w?, con ceros en
w = 2n/t. El 16bulo central tiene una altura t>/4 y un ancho proporcional a 1/t, por
lo que su 4rea es proporcional a t.* A medida que ¢t aumenta, éste crece en altura

4De hecho, el 4rea total viene dada exactamente por una integral que puede evaluarse:

oo sin?wt/2 wt
dw ——— = — L.
/ w 5 5 (1.80)

— 00
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y se vuelve mas estrecho, de modo que para tiempos mas largos, la probabilidad
de transiciéon a estados mas alejados en energia decrece. Para tiempos grandes, la
probabilidad P;_,,(t) es apreciable s6lo cuando la frecuencia estd dentro del pico
central, es decir, para los estados finales que satisfacen

27

w< (1.81)

O bien, si identificamos a t con t — At, llamando At al intervalo de tiempo durante el
cual ha estado encendida la perturbacién, la transicién posee probabilidad apreciable
solo cuando

AtAE ~ h, (1.82)

donde AF = hw,; representa el cambio en energia involucrado en la transicién. Si
At es pequeno tenemos un pico mas ancho, y como resultado podemos tener una
cantidad importante de energia “no conservada”. Por otro lado, para tiempos largos
tenemos un pico angosto y la energia se conserva aproximadamente para que la
transiciéon tenga probabilidad apreciable.® Esto indica que un sistema que estuvo
en interaccién con un potencial V'(t) durante un intervalo de tiempo At tiene una
energia que es incierta en una cantidad AFE 2 h/At.

El comportamiento en frecuencia para tiempos largos nos recuerda a las funciones
que se aproximan a una funcién 9:

lim = <Sm”t/2>2 - g5(w) (1.83)

t—oo ¢ w

Para w # 0 fijo, este limite tiende a 0 cuando ¢ — oo, mientras que exactamente
en w = 0 crece en proporcion a t, con un area total constante. Si analizamos la
probabilidad de transicién (1.72), vemos que tenemos un factor ¢ adicional, de modo
que para t muy grande P(t) crecerd lineal en el tiempo. Es usual definir entonces la
probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo de manera que

P, (t) =Tnt, para t — 0o (1.84)

con

2m

En el caso del potencial arménico, esta ecuacion se escribe

2T

mostrando que el area es efectivamente proporcional a ¢

5Notar que esta “relacién de incerteza” es fundamentalmente diferente de la relacién de incerteza
para x y p : en la mecdnica cuantica no relativista tanto £ como p son observables, mientras que ¢
es un parametro y no un observable.
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Nearly the
same energy

——
+z-direction

Figura 1.4: Dispersion elastica de una onda plana por un potencial de rango finito.

Esta es la llamada regla de oro de Fermi y posee numerosas aplicaciones. Podria
ser preocupante que apareciera una funcién J, que es infinita en w = w,; lo que
podria invalidar la teoria de perturbaciones. En la préactica esta funcién tiene que
ser integrada por una razén u otra, y en general la validez de la férmula a primer
orden de perturbaciones depende del area bajo la funcién §.

La funcién § en la ecuacién (1.83) impone la conservacién de energia en el limite
t — oo, es decir, en ese limite solo se permiten transiciones a estados finales de la
misma energia que el estado inicial. En tiempos finitos se producen transiciones a
estados en un rango de energias alrededor de la energia inicial del orden de AE ~ 1/t.

Dicho de manera simple: si perturbamos un sistema fisico con un potencial
armoénico de frecuencia w, para tiempos muy largos (infinitos) vamos a inducir tran-
siciones de estados iniciales |i) a estados finales |n) tales que w = +(E, — E;)h,
es decir que se conserva la energia. Sin embargo, a tiempos mas cortos, también es
probable inducir transiciones a estados |n) que que no la conserven.

1.6.5. Estados finales en el continuo

Las consideraciones anteriores son importantes cuando el sistema tiene un es-
pectro discreto, por ejemplo, cuando un espin interactia con un campo magnético
periddico o cuando observamos algunos estados discretos de un atomo en presencia
de luz laser. Por otro lado, si los estados finales son miembros de un continuo, en-
tonces hay un numero infinito de estados finales arbitrariamente cercanos al estado
final en energia.

Dado un espectro de energia F,, llamemos N(E) al numero de estados con
energia menor o igual a E. Entonces, el nimero de estados que poseen energia
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Figura 1.5: Niveles de energia F,,. N(FE) representa el niimeroi de niveles con energia
menor a F

dentro de un intervalo dFE es

AN (E)
dE

AN = N(E + dE) — N(E) = dE = p(E)dE. (1.87)

donde p(E) = dN(E)/dE es la densidad de estados. Observemos que podemos
escribir

N(E) = Z@(En —F) (1.88)
y entonces la densidad de estados resulta

p(E) =Y 0(E, - E) (1.89)

Para obtener la probabilidad de transicion entre un estado ¢ y los posibles estados
finales n cercanos en energia, debemos sumar (integrar) sobre todos estos estados
finales proximos en energia. Dado que la probabilidad sélo es apreciable par estados
cercanos a n no nos equivocamos por mucho si sumamos sobre todos los estados
finales y consideramos:

Pt) = Y Poult) (1.90)

Para evaluar la suma, multiplicamos por
1:/@E&E-E@ (1.91)

que nos permite reemplazar las energias F,, de las que depende el coeficiente ¢,, por
la variable de integracién E. Luego

PAt) = X Peon(t) = [ 4B, plE)en(0) (1.92)
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Si tomamos ahora el caso de la perturbacion constante a tiempos largos, reempla-
zamos (?77) entonces

, o 2wt
, 2wt 9
—tlggo 7‘Vnz| p(E;) (1.94)

En este limite ya vimos que hay transiciones si la energia del estado final es igual a
la del inicial. Finalmente escribimos

> P, (t) =Tt (1.96)

donde
(1.97)

E,=FE;

L= 27 Wil p (B)]

es la probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo.

1.6.6. Conexion adiabatica

En (1.69) hemos supuesto que la interaccién es “conectada” de repente en ¢ty = 0.
En muchas situaciones es mas realista pensar que el potencial crece suavemente. Por
ejemplo, si hacemos incidir un haz de luz sobre un atomo, el frente de onda al llegar
no esta perfectamente bien delineado y generalmente la amplitud demora un cierto
tiempo para alcanzar su valor estacionario final. Durante ese tiempo los electrones
del atomo pueden efectuar muchas rotaciones orbitales, de tal modo que la luz, con
respecto al atomo es “conectada” lentamente ¢ adiabaticamente. Una manera de
representar esa situacion es escribir®

V(t) = Ve (1.98)

donde € es una cantidad pequena y positiva. Supondremos, ademas, que la transicion
tiene lugar en un tiempo tal que (ver la Figura 1.6

—e P <t <eh (1.99)

Al final del calculo hacemos ¢ — 0 de tal modo que el potencial crezca muy lenta-
mente.

Es interesante desarrollar el formalismo con V(t) = Ve¢ll, en lugar de (1.98). Nétese que
conexiéon adiabatica representa una herramienta matematica que genera los autoestados exactos
del sistema a partir de los estados no perturbados.
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n>0

A vy /

e e ——— — V(it)=Vas n—0

Figura 1.6: Variacion de V (¢) en el caso adiabatico.

Figura 1.7: Probabilidad de transiciéon en primer orden perturbativo para un poten-
cial que es “conectado” adiabaticamente.

De (1.65) tenemos

Vtm ¢ ; 4 4
Ol p—— / dt' e™nit et (1.100)
hJi,
Para t < —c71, et se hace muy pequeiio y podemos reemplazar ¢, por —oo, o sea
.Vni ¢ . 4 ’
D (t) = ! - / dt'e™mit et (1.101)
Integrando esta tultima se tiene
1) eet—l—iwmt
¢/ (t) = ——V,; 1.102
w () I (—wpi + i€) ( )
y la probabilidad de transicién es:
2¢et

= . Vail?. (1.103)

. e
Pin(t) = |e0(1) B BT

De la Figura 1.7 vemos que la forma de la probabilidad, en funcién de FE,,, es muy

parecida a la que tenia (1.70). El rango de energias finales es AE < ¢h y ¢! mide
el tiempo durante el cual ha actuado el potencial.
Derivando (1.103) con respecto a t, obtenemos:
2
Tyn(t) = et ° Vil (1.104)

(Bu — E;)’ + (ch)?
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Tomando ahora el limite £ — 0, serd ! — 1y
2e 2m
limI';_,,, = lim =—0(F;— E, 1.105
e=0 " S0 (B, — E)? 4+ (eh)? R ( ) ( )

que nos lleva al resultado (1.85) que habiamos obtenido antes cuando el potencial
era “conectado” de repente. Vemos por lo tanto que la probabilidad de transicién
['(: = n) no depende de los detalles de como actiia el potencial.

1.6.7. Dispersion por un potencial

Como ejemplo de la aplicaciéon de regla de oro, consideramos el problema la
dispersién de una particula por un potencial V' (r) de rango finito que se ilustrada
en la Figura 1.4. El estado inicial es una onda plana que se propaga segun el eje z.
Los estados finales también son ondas planas, que al ser la dispersion elastica poseen
la misma energia que la onda incidente, pero se propagan —en general— en direcciones
diferentes que la onda incidente. El Hamiltoniano no perturbado corresponde a una
particula libre y el potencial es tratado como una perturbacion:

2
H=Hy+V(r); Hy= ;’—m (1.106)

Hy depende solo del impulso p y por lo tanto la onda plana

Up(r) = (rlp) = (%fl_b)we"p'r/ﬁ (1.107)

que describe a la particula es autofunciéon simultanea del impulso y de la energia
con autovalores p y p?/2m, respectivamente, y estd normalizada como:

& 1 > ; /
/_ dr )y (r)y (r) = Grh) /_ dr !P=P)T/h — 5 (p — p) (1.108)

Recordemos también que
iy =5 =r)s [ drin)r] =1

(1.10)
(plp’) =d(p—P'); /dp Ip)(p| =1

Se suele introducir el impulso k (en unidades de & ) y el correspondiente ket

p=hk; |k) = (h)*"|p) (1.110)
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con:

k) = 6 (k — k) : /ﬁkmxm:1 (1111)

La funcion de onda asociada es:

klr) = (k) = e, /Zdrwzwwk/(r):a(k—k') (1.112)

Es posible evitar la introduccion de las autofunciones continuas y forzar al problema
a tener un espectro discreto, lo que es conveniente para contar el niimero de estados.
Esto se consigue encerrando a la particula dentro de una caja grande pero finita de
volumen ¢ e imponiendo condiciones de contorno periédicas’

¥(0,y,2) =v(,y,z), ete. (1.113)

Las autofunciones para este problema de autovalores se obtiene facilmente por medio
de la separacion de variables:

1 .
Y(r) = Mel’” (1.114)

donde las componentes de k estan dadas por:

P P 2
ke = ny, k= p k=i, (1.115)

v=7

con N, Ny, n, = 0,£1,£2,.... 5i

2 2
k= k| = @+@+@:§V@+@+@z§ﬁ (1.116)

los autovalores de energia de los estados (1.112) son:

E

_ h2 k> _ h? (27m>2

; (1.117)

2me 2me

Cada triplete de niimeros enteros (n, n,, n,) corresponde a una onda plana o a un
estado de la particula en el espacio k = (ky, ky, k). Notar que cuando ¢ — oo, ky, ky
y k. se transforman en variables continuas. Nos interesa saber el nimero de estados

"Dado que un sistema fisico real est4 siempre en algtin sentido localizado, la introduccién de un
contenedor con dimensiones suficientemente grandes, en comparacion con con las que son relevantes
para el sistema considerado, no afectara al sistema en forma significativa. Es decir que podemos
tener dentro de una caja una “onda plana fisica”, si la caja es muy grande en comparacién con la
longitud de onda de la particula.
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dN en el intervalo dk y el problema de contarlos se reduce a contar el ntimero de
sitios en una red tridimensinal en el espacio (n;, n,,n,). Sera®:

o\’ 0\’ mk
AN = dndnydn, = n?dQdn = | — | K*dkdQ = — | "=dBdQ  (1.118)
2T 27 ] h?
y
o\’ (N [ mk
— E*dkdQ = | — —dEdQ 1.11
$-(5) / (o) |7 (19
1 > — ! / dk (1.120)
03 (2m)3 '

Vamos a evaluar ahora la probabilidad de transicién I' dentro de un pequeno
angulo solido dfY' :

2
Tp= > Thow; Fk_m/:f|(k:’|V|k>|25(Ek,—Ek). (1.121)

k'’ en d$/

De (1.112)

, e—ik/.r 6ik-r 1 ik k') Vk—k/

donde Vi es la transformada de Fourier de V' (r. Haciendo la sustitucién

0\ mk
> = dQ’/ () —5 dE. (1.123)
K/ en dQY/ o \21) I

obtenemos de (1.121):

a2’ mk

03 Am2h3
donde kK’ es un vector en d€) de longitud k. Dividiendo finalmente por el flujo de
particulas incidentes hk/mf? se obtiene la seccién eficaz’:

Vie—se|%, (1.124)

k:

do  m?
QY 4m2hd
8Esto equivale a tomar un estado por cubo drdp/(27h)3 en el espacio de las fases.

9La densidad de las de particulas incidentes es =2 (una particula en el volumen ¢2 ) y su
velocidad es hk/m.

Vie—x|? (1.125)
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1.7. Transiciones de segundo orden

Puede darse que, por alguna regla de seleccion, los elementos de matriz V,,;(t)
se anulen para todo t. En tal situacion no podemos tener transiciones de primer
orden entre los estados |i) y |n). Es posible, sin embargo, que la transicén ocurra
en un orden superior. Vamos a estudiar en detalles el segundo orden perturbativo,
suponiendo que el potencial es “conectado” lentamente. De (1.32) tenemos

—i\ 2 t v ; ’ ’ : " "
022) (t) _ (FLZ) Z / dt/ / dtllezwnmt +et Vnmezwmit +et le (1126)
m Jtg to

Haciendo ¢ty — —oo en las integrales sobre ¢’ y ¢ resulta [ver (1.102)]

2et+iwn4t Vo, V. .
0(2) (t) _ i . : Z _nm . mi :
A (—wn; +12€) 57 A (—wpm; + i€)

(1.127)

Para calcular la probabilidad de transicién podemos directamente tomar el cuadrado
de esta expresion, ya que V,; = 0. Si aqui también suponemos que |n) estd en el
continuo, luego de derivar, llegamos a la version de la Regla de Oro en segundo
orden perturbativo

2

2 .
T YomVii "5 g _ B (1.128)

Finzi ;
- h ;EZ»—Em—i-zﬁe

donde el limite ¢ — 0 se da por sobreentendido.

Podemos interpretar este resultado diciendo que el sistema hace una transicién
“prohibida” o virtual de |i) a |n) en dos pasos. Primero va de |i) a un estado inter-
medio |m) (que no necesita tener la misma energia que |i)) para pasar luego de |m) a
|n). La amplitud de esta transicion doble es proporcional a V;,,, Vi / (E; — E,, + ihe).
Para evaluar la probabilidad de transiciéon tenemos que sumar sobre todos los esta-
dos intermedios antes de elevar al cuadrado, con lo que las diferentes contribuciones
frecuentemente interfieren entre si. A la amplitud

m

(1.129)

se la llama elemento de matriz de sequndo orden ya que juega, en la regla de oro, el
mismo papel que V,,;. Cuando |m) es parte del continuo el término ifie es muy im-
portante en la evaluacion del elemento de matriz en la regién E,, ~ E;. Finalmente,
de (1.54), vemos de inmediato que, si V,; # 0, la expresiéon para la probabilidad
de transicién contiene el término de segundo orden sumado a V,,;, todo elevado al
cuadrado y multiplicado por (27/h)é (E; — E,,).
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1.8. Decaimiento del estado inicial

Hasta aqui nos hemos ocupado de la evolucién temporal de las amplitudes ¢, (t)
con n # i. La pregunta que surge naturalmente es: ;jqué ocurre con la amplitud
¢;(t)? De (1.32) tenemos

ihe;(t) = Via(t)ei(t) + Y Vin(t)e™ " eu(t) (1.130)
n#i

que luego de dividir por ¢;(t) nos conduce a

d ,
ih% Inc(t) = Vi + Y Vine™mte,(t)/ai(t) (1.131)
n#i

Haciendo, del lado derecho, las aproximaciones: ¢, (t) ~ c((t);¢;(t) ~ 1, y usando
el potencial (1.98) y c{!)(¢) dado por (1.102), se tiene

d |vm|2 e2et

h— Inc(t) = Vie™ — 1.132
th— n¢(t) e +§h(—wm+i€) ( )

que para € — 0 (o sea reemplazando e y e** por 1) lleva a
ihilnc-(t) = A;; A‘—V--—i—zw (1.133)

at T T B — By tich ‘
Luego ' '

ilt) = B Ji(t)), = e~ (1.134)

Cuando los estados |n) son discretos, y el estado |i) no estéd degenerado, el término
teh no tiene ningun efecto en el limite ¢ — 0. En esta situaciéon A; es precisamente la
expresion para el corrimiento de energia, en segundo orden perturbativo, producido
por una perturbaciéon estacionaria V.

Comparando

[i(t))g = e~ BB (1.135)

con el ket no perturbado (para V (t) = 0), |i,to; t)g = e *Fi/"|i), podemos concluir
que, al conectar el potencial muy lentamente y cuando el espectro es discreto, los
autoestados de Hy se transforman adiabaticamente en autovalores de Hy+ V(). Es
decir que la teoria de perturbaciones estacionarias pueden ser consideradas como un
caso especial de la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo.

Supongamos ahora que el estado |n) es uno de los niveles del continuo con E,, ~
E;. En tal caso la sumatoria en (1.133) hay que interpretarla como una integral, o
sea: Y.,z — [ dE,p(E,), como se habia hecho antes. Recordando, ademds, que

1 1

lim — = Pr— —ind(z) (1.136)
=0 1 + 1€ T
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podemos reescribir (1.133) en la forma

Re (A;) = Vi + Pr/dEnp (Ey) E[Vin‘;n’ (1.137)
Im (A;) = — hgi (1.138)

con I'; dado por (?7). En lugar de (1.135) tendremos
|i(t)) g = e PFRe(BII I —Tit/2 ;) (1.139)

Podemos interpretar este resultado diciendo que la perturbacién produce:

1. Un desplazamiento del nivel original de E; a E; + Re(4;), como en el caso
discreto, y

2. Una transicién de |i) a |n) con la probabilidad de transicién por unidad de
tiempo igual a I';.

También vemos que I'; caracteriza el decaimiento exponencial del estado inicial°.
Es interesante verificar la conservacion de la probabilidad a segundo orden en V
(para t pequeno). Como

Cl(t) — e_iRe(Ai)t/he_Fit/27 (1140)
serd, |¢;(t)]> = e it & 1 — I';t. Luego
GO + Y Jea) =1 —=Tit + Tt = 1. (1.141)

Es decir que la probabilidad de hallar el sistema en cualquiera de los estados, inclu-
yendo el inicial, es igual a 1. Notese también que 1/T"; es la vida media del estado

Vamos a mencionar finalmente la distribucién en energia de los estados finales,
una vez que el estado inicial haya decaido; es decir para t > 1/T;''. Con tal fin
primero obtendremos una nueva aproximacion para las amplitudes ¢, (t), haciendo
de nuevo uso de la ecuacién de movimiento (1.32). Pero en lugar de poner del lado
izquierdo ¢, (t) = ¢V (t) = (n]i) = 8,;, como se hizo para llegar al resultado (1.65),
usaremos ¢, (t) = c9(t) = (nli) = 8., con los ¢(t) dado por (1.124). Para un
potencial constante resulta

—1

t
cn(t) = th-/ dt'e“nt ¢, (1) (1.142)
0

19Se puede decir que el estado |i, to;t) g tiene una energfa compleja igual a E; = E; + Re (A;) —
thl; /2.

11,5 descripcién cuatica de estados inestables que se presenta aqui fué desarrollada originalmente
por Wigner y Weisskopf en 1930.
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Figura 1.8: Forma de la distribucion en energia de los estados finales una vez que
haya decaido el estado inicial.

1 — o-Tit/2 il En—Ei—Re(A)]t/h
= Vi - 1.143
que para t > 1/T"; conduce a'?:
Vni 2
Prn(t — 00) = [V (1.144)

[E, — E; — Re (A;)]* + T'2/4

La distribucién en energia de los estados finales, P,_,,(t — 00), estéd representada en
la Figura 1.8. Vemos que el maximo estd en F,, = E; — Re (4A;) y que tiene forma
Lorenziana con un ancho igual a T’;.

1.9. Interaccién del campo electromagnético clasi-
co con un sistema de particulas cargadas

Consideremos un sistema de particulas cargadas, por ejemplo electrones, con-
tenidos en cierta regién del espacio en interaccion con una onda electromagnética
clasica. Los campos ¢ y A se consideran externos y obedecen las ecuaciones clasicas
de Maxwell. En la aproximacién semiclasica que utilizaremos las particulas en cues-
tion no son fuentes para esos campos, y dentro del volumen de nuestro sistema, a
efectos de las ecuaciones de Maxwell, podemos considerar que las fuentes son nulas.
Es conveniente ademas trabajar en el gauge transversal de Coulomb en el cual

V-Alr,t)=0 (1.145)

y ¢(r,t) = 0 en ausencia de cargas' En este gauge, y en ausencia de cargas y
corrientes, las ecuaciones de Maxwell se reducen a la ecuaciones de onda,

1 02
2 — 2 _
cuya solucién es la onda plana
14(,',,7 t) — aeeik-v‘—iwt + a*e*e—ik-r+iwkt (1148)

12 Antes, con e (t) = 64, habfamos obtenido: ¢, (t) = Vy,; (1 — elEn=EDt/R) /(B — E))
13En el gauge transversal de Coulomb: V2¢(r,t) = —4np(r,t), que tiene como solucién el po-
tencial instantaneo de Coulomb

o(r,t) = /dr”’("/’t) (1.146)

]
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con frecuencia
w=ck (1.149)

mientras que el vector de polarizacién A, para satisfacer (1.145), tiene que ser tal
que:

e k=0, (1.150)

es decir, la onda debe ser transversal. Siempre podemos elegir |€|> = 1.1 La amplitud
a es una constante y como el potencial vector tiene que ser real tenemos que agregar
al primer término en (1.148) su complejo conjugado.

Los campos eléctricos y magnéticos se obtienen a partir de A(r,t) en la forma:

_10A(r,t)

E(rt) = c ot

B(r,t) =V x A(r,1). (1.152)

La densidad de la energia del campo electromagnético es

E?(r,t) + B?(r,t)

Ur,t) = - (1.153)
que para la onda (1.148) resulta:
w? . A
U= 52 [|a|2 — Re (a262621k""_2’°”>] (1.154)

El dltimo término oscila con el tiempo y su promedio es nulo para un periodo. Luego

w2

22

U

|al? (1.155)

Lo mismo ocurre con el vector de Poynting (flujo de energia: energia transportada
por unidad de area y de tiempo):

C

P=
47

2

v v W
E(r,t) x B(r.t) = kcU = k—/|a|? 1.1
(r,t) x B(r,t) cU 27TC|a\, (1.156)

que se propaga en la direccion k con la velocidad c.

14Para una polarizacién lineal € es real y €4 = %(:i::l:zg)) corresponde a una polarizacién circular
derecha (4) o izquierda (—). Notemos también que si € = €, serd €* = e_, como que:

€r-€L =1, €r-ex =€} €L =0 (1.151)
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Consideremos el Hamiltoniano de un sistema de N particulas cargadas de masa m

y carga e'® en un campo electromagnético, representado por el potenciales (¢, A):

N 1 A i,t 2 N
H= 2% [Pi - (i(cr)] + ;eaﬁ (ri,t) . (1.157)

Enfaticemos que si bien las particulas son objetos cuanticos ya que sus posiciones
y momentos estan representadas por operadores r; y p;, el campo electromagnético
es clasico, es decir, obedece las ecuaciones clasicas de Maxwell. No obstante, las
cantidades A(r;,t) y ¢(r;,t) en la expresién anterior son operadores por depender
de las posiciones y momentos de las particulas.

Vamos a utilizar ademéas una aproximacién en la que A es pequeno y quedarnos
con el término lineal en el potencial vector, de manera que si denotamos

=Y 2 (1.158)

entonces el Hamiltoniano de interacciéon se escribe

V(t) = 2; [p,- - ZA(rl-,t) ", (1.159)
== Z ﬁ [pi - A(ri, 1) + A(ri,t) - pi] + O(A?) (1.160)
- / dr ;n S [pd(r — )+ 6(r — r)p] - Alr,t) + O(4) (1L161)

= —/drj(r) - A(r,t) (1.162)
c
donde hemos definido el operador corriente en la forma

() = L3 [Pis 5 b 1163

i) =y [Py ki) P (1163)
Este operador es la suma de términos que representan la velocidad de las particulas
multiplicadas por los operadores densidad é(r — 7;). Debido a la forma simétrica de
(1.163), j(7) es un operador hermitico. Observemos que p- A(r;,t) # A(r;,t)-p,y
lo mismo vale para ambos términos en la corriente. Solo en el gauge transversal de
Coulomb, para el cual vale (1.145), tendremos que p - A(r,t) = A(r,t) - p. Notese
ademds que en la ecuacién (1.162) A(r,t) no es mas un operador ya que todos los
operadores de posicién r; estan contenidos en j(r)

I5E] electron posee carga e < 0.

16Se podria incluir también un potencial U que describiera a todos los deméds potenciales que
que ven las particulas, por ejemplo, los que mantienen al sistema en un volumen finito, o si se
tratara de electrones en atomos, las interaccién Coulombianas con el niicleo atémico, o incluso
entre electrones del mismo o de diferentes atomos.
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1.9.1. Absorcion de la luz

Para fuentes luminosas usuales los campos eléctricos generados por A son gene-
ralmente pequenios comparados con los campos atémicos (~ e/a?). En esta situacién
el efecto del término pA?, de segundo orden en A, es pequeiio comparado con el
efecto de 7 - A y podemos despreciarlo en el calculo de la absorcion de la luz por un
sistema de particulas cargadas, tales como atomos. En tal caso:

V(t) = —e/drj('r') - A(r,t) (1.164)
c
Si representamos a A(r, t) por una ondas planas como en (1.148) el potencial resulta
V(t) =~ (aj-i - ™™ + aji - €"e™) (1.165)
c

donde
. 1M /pe . ;
jk, _ /d’l" e—zk:qj(,,,) _ - Z (p e—zk-n + efzk:-mp ) . (1166)

2= \m m
son los operadores. Vamos a calcular ahora la probabilidad de que un haz de luz,
representado por (1.148), sea absorbido por el sistema, que estd en un estado |i).
Vemos de inmediato que cada sumando de V() es de la forma (1.73) con

— ga*j,c €=V
< (1.167)

— —aj_p-€— VI
c

Luego, podemos utilizar los resultados (1.77) y (1.78), que para tiempos grandes nos

devuelven )

2 e . Xl -
:—5(En—Ei—hw)g|a|2|(n |Jr - € |z)|2 (1.168)

e, (ke)

En general la radiaciéon no es monocromatica (con una tnica w) sino una mezcla
incoherente de ondas con distintos €, k y w. Supongamos entonces una superposicion
de ondas planas de la forma (1.148) donde cada modo posee su porpia amplitud.
Supondremos que el haz es incoherente de tal modo de que no exista ninguna co-
rrelacion entre las diferentes componentes de Fourier del haz. Por ejemplo, la luz
emitida por un gas caliente, tal como el vapor de mercurio, resulta de las contribu-
ciones de todos los atomos del gas, entere cuyas componentes no hay ningin tipo
de correlacién. (Se dice que la distribucion de fases es al azar.) En esta situacién
podemos calcular el efecto de cada una de las componentes de Fourier del haz in-
cidente por separado y luego sumar sobre todas las contribuciones. (No hay efectos
de interferencia en la interacciéon de la luz con el dtomo.).
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Sumando ahora sobre todos los modos {ke} obtenemos:

abs 1e?2rm . .
%= g o ol (e €100 (B — B~ (1169

Transformando la suma sobre k en una integral, como se hizo en (1.119),

/dk: /kzdk‘m _ /M, W=ck)  (1170)

realizando la integral en w resulta:

2

2re?  w
abs __
Fiom = h%?(zm):’»/dQZV (g € )] |are| (1.171)

donde ahora Aiw = E,, — E;.

Supongamos ahora que la luz incidente esta polarizada segin € y que estd com-
prendida dentro de un dngulo sélido df2. De (1.171) la correspondiente probabilidad
de transicién (diferencial) sera:

2 2
I%(6) = oty |1k €100 el
(27)%e? a2 (72
= h2w20 |<n |Jk € |Z>| ](w)dQv
donde
CL)4 2

Es facil ver que I(w) es la intensidad de la luz incidente dentro de un dngulo sélido
dw por unidad de frecuencia. En efecto, segiin (1.156), y pasando al continuo de
acuerdo a (1.170) el flujo de energia transportada es:

iz |ak€ _/dQ/dw il _/dQ/de (1.174)

De una forma anéloga se obtiene que la probabilidad de transiciéon por unidad tiem-
po, inducida por el haz incidente desde el estado inicial |n) al estado final |i), es

em.ind _ (271'2)62
I (e) = h2w?c

i—n

(il - €l m)[* T(w)d®2 (1.175)

siendo aqui también w = (£, — F;) /h. Notemos que, como

(i |5k - €ln) = (il (G - €)' [n) = (n[je - €7)", (1.176)
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sera,
P, = T (1.177)
o también
1e?2r N absorcion
Fien = Ve h Z |ak€ (n 1 - €170 (Bn = Bi = hw) { emision estimulada }
(1.178)

En un proceso de absorcion el sistema absorbe un fotén de energia hw = FE,, — E;.
Lab energia ganada por el atomo es compensada por la correspondiente pérdida
de energia del campo electromagnético. Andlogamente en un proceso de emision la
energia del sistema disminuye en hw = E, — E;, debido a la emisién de un fotén,
y la energia del campo aumenta en la misma cantidad. Se dice que la emisién es
estimulada o inducida ya que la probabilidad de que esto ocurra es proporcional a
la intensidad de la radiacién aplicada. Cada fotén en el haz incidente de frecuencia
w tiene una energia hw. Luego la energia total del haz incidente es:

E = hwnge (1.179)

ke

donde ng, es el nimero de fotones en el modo {ke} del haz incidente. Comparando
esta ultima expresion con la energia del campo electromagnético

E= Z (1.180)
vemos que la amplitud age esta relacionada con el nimero de fotones por
27hc?
kel = T e (1.181)
w
Luego en lugar de (1.178) podemos escribir
Ar?e? s
Fi:nzz v e | (0 |G - € 0)° 6 (B, — E; — hw) (1.182)

ke

Por medio de nge podemos expresar solamente la magnitud de age y no su fase.
Notemos también que suponer que el haz incidente es incoherente es equivalente a
no tener ninguna informacion sobre las fases relativas de las diferentes age. Calcular
los efectos de cada una de las componentes de Fourier y luego sumar sobre las
diferentes componentes es equivalente a promediar sobre todas las posibles fases de
los age. Es decir que para especificar un haz incoherente basta dar el ntimero de
fotones en cada modo {ke}. En otras palabras, si lo inico que que sabemos sobre
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un haz son los niimeros nge, no tenemos ninguna informacion sobre las fases entre
las diferentes componentes de Fourier del haz'".

La probabilidad de transicion total por unidad de tiempo producida por un haz
de nge fotones incidentes serd, de (1.182)

41262 enge

we V

D¢ w) = S [(nlje - €0)[*6 (B, — B — hw) (1.183)

Dado que nge/V es la densidad de fotones, cng./V es el flujo de fotones incidentes.
El cociente entre I'*™(w) y este flujo define la seccién eficaz de absorcién,

abs 47T262 . w1 o\ 12
o (e w) = . > |nlge - €19)|° 6 (B, — E; — hw) (1.184)

w

que, ademas de depender de la frecuencia, depende de la direccién y polarizacion de
la radiacion.

1.10. Aproximaciéon dipolar eléctrica

Si bien en la seccién anterior consideramos un sistema de electrones libres aco-
plado a un campo electromagnético, podemos extrapolar los resultados a problemas
mas generales. La aproximacién dipolar eléctrica se basa en el hecho de que la energia
del campo de radiaciéon hw = hck tiene que ser comparable, en magnitud, con la
separacion entre los niveles del sistema irradiado por el campo electromagnético. En
un sistema atomico tendra que satisfacerse:

7Ze? Ze?
hw ~ ~ 1.185
(Io/Z Rétomo ( )
Esto conduce a: e s
w e
k=—n~ = 1.186
c hCRétomo 13 7Rén:omo ( )
O Ssea
kRétomo = Rétomo/)\ ~ Z/137, (1187)

donde A = 1/k es la longitud de onda del campo de radiacién. Si ahora expandimos la
exponencial ¢’*7 en la integral (1.166) con respecto a la posicién del nicleo dtomico
ro =0, i.e.,

kT =1 4ik-r - (1.188)

ITEn una descripcién cuantica completa de la radiacién, los nge vy las fases de age son cantidades
complementarias (como el impulso y la posicién) y cuanto mejor especificamos a una de ellas tanto
menos informacién tenemos sobre la otra.
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por lo menos para dtomos livianos (Z/137 < 1) sera
k-1 < kRomo < 1 (1.189)

Obtendremos por lo tanto resultados razonables si hacemos e*7 =~ 1, que es la
aprozimacion dipolar. Resulta, entonces,

<mmw=/memmmMz/wmmmazmmm (1.190)

donde p .
Jo=—= [d, Ho] . (1.191)

m —eih

Aqui, P = Y, p; es el operador de impulso total, Hy es el Hamiltoniano del 4tomo
en ausencia de la radiacion [ver (1.158)] y d = —e >_; r; es el operador del momento
dipolar eléctrico.
Luego, como hw = FE,, — E;, en la aproximacion dipolar seré:
o 1w :

(nlinli) = s du= (nldli) (1192
donde d,; es el elemento de matriz no-diagonal del momento dipolar eléctrico. La
seccion eficaz es ahora

(27)2w

o (N w) =

S \dui - €6 (B, — B — hw) (1.193)

y la seccion eficaz total se obtiene integrando la anterior sobre todas las frecuencias:

(2m)?
h2c

a?bS;dip(e) = / dw a?bS;dip(e; w) = Z (B, — E;) |dy; - e]2 , (1.194)
0

n

donde la suma se extiende sobre E,, > E;. Si |i) es el estado fundamental la suma

va sobre todos los estados. Es facil demostrar que, si @ es un versor real, se satisface

la relacion

h?e*N
2m

S (B — Ei)|dyi - u) =

n

: (1.195)

conocida como la regla de suma dipolar, donde N es el nimero total de particulas.
Por lo tanto, cuando la luz incidente esta polarizada linealmente, la seccién eficaz
total satisface la regla de suma'®

2m2e?
mc
18Ta ecuacién (1.194) es una consecuencia de la relacién de conmutacién entre r y p. En efecto,

bs;di
0_? s;dip

( pol. lineal ) = N. (1.199)
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1.11. Reglas de seleccion

Las transiciones estudiadas arriba, llamadas dipolares, solo tienen lugar si el
elemento de matriz (n|d - €|i) es no nulo. Como el momento dipolar d = —e > r;
cambia ante una transformacion de paridad, los elementos de matriz seran no nulos
solo si la paridad P de los estados |i) v |n) es opuesta. Es decir, debe ser

AP=P,— P #0 (1.200)

Esta es la llamada regla de Laporte, descubierta en 1924. Consideremos como ejem-
plo el caso de un unico electréon atémico (en un campo central). Las funciones de
onda seran

(r|i) = Ri(r)Yim(0, ¢) (1.201)
(r|n) = Ru(r)Yim (0, ) (1.202)
Si usamos las conocidas expresiones

4

z=r\/5 V00, ) (1.203)
. 8T

x+iy = -1/ ?YH(Q, ) (1.204)

‘ 8T
v iy =1 S Via(0,%) (1.205)

4 €z + 1€ -
c€=1— | €Y0(0 - YY1 1(0, ) — Y11 (0 1.2
re= 3 (X0 + SO 0.0 - 060 020

N N
S opi-iy w u] =ihe Y 6;; = iehN, (1.196)

i=1 i=1 ij

con respecto al al estado i) (no necesariamente el estado fundamental), se tienen

(i|(P-ad-a—d-aP-a)li) = iehN, (1.197)
6
> (P - dfn)(n|d - ali) — Y (ild - iln)(n|P - 4|i) = iehN. (1.198)

Usando finalmente (1.191) y (1.192) se obtiene de inmediato (1.195).
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Luego, podremos escribir a los elementos de matriz en la forma

c.r— \/f/ooor?)(r)&(rmn(r) /Oﬂsin0d9/02ﬂd<p

€, + 1€ €p — 1€
<Y (0,0) (Y1000, 0) + F UYL 1(0,0) — E VY06, 0) ) Vi (6,
w0.9) (Y00 + OV 0.0) - © 00,9 Vi

(1.207)

La parte angular de (1.207) se reduce entonces a integrales de productos de 3
armonicos esféricos que se pueden hacer explicitamente usando la ortogonalidad y
la relacién

}/im(97 (p)Yilm/ (67 90) =
AY}’—H,m—&-m’ (Qa 90) + BY’,m-i-m’(ea 90) + Cn’—l,mﬁ-m’(gv 90) (1'208)

A partir de estas integrales angulares llegamos a las siguientes reglas de seleccion
para transiciones permitidas:

s Al=1'—-1=41

| ] Am:m’—m:O,:Izl

Para atomos como el de Hidrégeno, o los alcalinos (con un tnico electrén fuera
de capa cerrada), estas reglas de seleccién determinan totalmente el espectro. En
otros atomos, con muchos electrones disponibles para hacer transiciones, las reglas
se complican.He aqui la lista de reglas (incluyendo al spin):

» La paridad de los estado implicados debe cambiar.

= Cuando el sistema puede ser aproximado por orbitales, la configuraciéon debe
cambiar de manera que A> [, = +1

» AJ=0,%1

» J=0— J =0 estd prohibida
= Amy;=0,+1

» AL=0,+1

= AMp,=0,+1

= AS=0

s AMg=0

Notemos que esta permitido que AL = 0. Pero este L nada tiene que ver con la
paridad del estado (No es el L que aparece en un armoénico esférico determinando

su paridad a través de algin (—1)L>.
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1.11.1. Transiciones prohibidas

Los resultados anteriores los obtuvimos reteniendo solo el primer término (i.e. el
1) en el desarrollo de exp(ikr). Debemos analizar como cambian los resultados si
incluimos el término siguiente. Este término ¢k -r da, al elemento de matriz (n|jgli),
la contribucion v* siguiente:

vt = _;jc (e po) (k-7) (1.209)

Podemos escribir a v* de la siguiente manera

v = oM 1@ (1.210)
P =SS (e p) e ) — (e (k)
Iy ¢ (1.211)
W@ =5 S (e p) (ke m) + (1) (k- )
Es facil ver que
(e-pi)(k-r;))—(e-r;)(k-p;)=(k xe€)L; (1.212)
de manera que .
oM = —;—;C(kz xe)-S L (1.213)

€
_ L 1.214
=g (1.214)
oM =—i(kx€)- Y p=—ilkxe M (1.215)

i

donde hemos llamado M al momento dipolar magnético total. Como M es un vector
axial, no cambia de signo ante transformaciones de paridad ,asi que los elementos de
matriz de v serdn no nulos solo si AP = 0 Se puede proceder de manera anéloga
con v?, relacionado con el momento cuadrupolar eléctrico y se llega a que

Q:_ii e O, 1.216
v mCEl ]Qz] ( : )

donde @);; es el momento cuadrupolar eléctrico.



Capitulo 2

Respuesta lineal

El objetivo de la teoria de la respuesta lineal es averiguar cémo reacciona un
sistema a las influencias externas tales como campos eléctricos y magnéticos, presion
aplicada, o una fuerza impulsora. Por ejemplo cuando introducimos una cuchara en
un liquido cuantico y lo agitamos.

Si se aplica una fuerza cortante a un fluido, su respuesta es moverse; cuanto
se mueve estd determinado por la viscosidad. Si se le aplica un gradiente de tem-
peratura, la respuesta es que fluya el calor; la cantidad de calor estd determinada
por la conductividad térmica. Sin embargo, en ambos casos, la influencia externa es
independiente del tiempo. Nuestro propodsito aqui es explorar el caso mas general
de influencias dependientes del tiempo. Como veremos, al estudiar la respuesta del
sistema a diferentes frecuencias, obtendremos informacion importante sobre lo que
sucede dentro del propio sistema.

2.1. funciones respuesta

Fuerzas en la dindmica clasica

Consideremos un sistema dindmico simple con algunas coordenadas generalizadas
x;(t) que dependen del tiempo. En un sistema aislado estas coordenadas obedeceran
las ecuaciones de movimiento,

i 4 hi(d, x) = 0. (2.1)

Esta dinamica no tiene por qué ser necesariamente hamiltoniana y de hecho, nos
interesaran las situaciones con friccion. La influencia externa en este ejemplo surge
de la perturbacién del sistema mediante la adicién de fuerzas impulsoras F;(t), de
modo que las ecuaciones de movimiento se convierten en,

Fi+ hi(i, ) = Fy(t). (2.2)

42
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En esta expresion, z;(t) son grados de libertad dindmicos. Esto es lo que estamos
resolviendo. Por el contrario, las F;(t) no son dindmicas: son fuerzas que estan bajo
nuestro control, como si alguien tirara del extremo de un resorte.

Puede ser util tener un ejemplo atin més concreto en el fondo de nuestras mentes.
Para ello, tomamos el juguete favorito de todo fisico: el oscilador armoénico simple.
Aqui incluiremos un término de friccién, proporcional a -, de modo que tengamos
el oscilador armoénico amortiguado con ecuacién de movimiento

i+ i+ wir = F(t) (2.3)

Discutiremos este modelo con cierto detalle en la secciéon 2.2.1.

Fuentes en Mecanica Cuantica

En mecénica cuantica, introducimos las influencias externas de una manera lige-
ramente diferente. Los observables del sistema ahora son operadores, O;. En general
la dindmica de estos operadores estard gobernada por un Hamiltoniano H(O). Sin
embargo, no tenemos ningun interés en dejar el sistema sélo. Queremos darle una
patada. Matematicamente, esto se logra agregando un término adicional al Hamil-
toniano,

V(t) = Y a(h0; (2.4)

Los ¢;(t) se conocen como fuentes. Son campos externos que estan bajo nuestro
control, analogos a las fuerzas motrices del ejemplo anterior. De hecho, si tomamos
un Hamiltoniano clasico y anadimos un término de la forma gz, las ecuaciones de
Euler-Lagrange resultantes incluyen la fuente g en el lado derecho de la misma
manera que la fuerza F' aparece en (2.3).

2.1.1. Respuesta lineal

Queremos entender cémo reacciona nuestro sistema ante la presencia de la fuen-
te o la fuerza impulsora. Para ser concretos, elegiremos trabajar en el lenguaje de
la mecanica cuantica, pero todo lo que discutimos en esta secciéon también se tras-
ladara a los sistemas clasicos. Nuestro objetivo es comprender cémo cambian las
correlaciones de la teoria cuando activamos una fuente (o fuentes) ¢;(¢). En general,
es una pregunta dificil de responder como las fuentes deforman la teoria. Para resol-
ver esto, solo necesitamos sentarnos y resolver la teoria nuevamente. Sin embargo,
podemos avanzar bajo el supuesto de que la fuente es una pequena perturbaciéon
del sistema original. Esto es bastante restrictivo, pero es el lugar méas simple donde
podemos progresar, por lo que, de ahora en adelante, nos centraremos en este limite.
Matematicamente, esto significa que asumimos que el cambio en el valor esperado
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de cualquier operador es lineal en la fuente perturbadora. Nosotros escribimos
50i(0) =X [ dt xs(t.)5(0) 25)
J

Aqui x;;(t,t") se conoce como funcidn respuesta o susceptibilidad. Podriamos escri-
bir una expresién similar para el sistema dindmico clésico (2.3), donde §(O;(t)) se
reemplaza por z;(t) y f se reemplaza por la fuerza impulsora Fj(t). En mecanica
clasica, estd claro por la forma de la ecuaciéon de movimiento (2.1) que la funcién
respuesta es simplemente la funciéon de Green para el sistema. Por esta razon, las
funciones respuesta a menudo se denominan funciones de Green y, a menudo, se
veran denotadas como G en lugar de x. De ahora en adelante, supondremos que
nuestro sistema es invariante bajo traslaciones en el tiempo. En este caso, tenemos

Xij (£ 1) = Xi5(t = 1) (2.6)
y es util realizar una transformada de Fourier para trabajar en el espacio de frecuen-
cias. Definimos la transformada de Fourier de la funcién f(¢)
iwt dw —iwt
flu)= [dte™f(t) v flO)= [ e flw) (2.7)

En particular, usaremos la convencion donde las dos funciones se distinguen solo
por su argumento. Tomando la transformada de Fourier de (2.5) da

5{0;(w)) = Z/dt’/dtemxij(t—t’)gj(t’) (2.8)

=X / dar / dt eyt — 1) g, (1) (2.9)
=2 Xij(w)g;(w) (2.10)

Aprendemos que la respuesta es “local” en el espacio de frecuencias: si sacudes algo
a la frecuencia w, responde a la frecuencia w. Cualquier cosa mas alla de esto se
encuentra dentro del dominio de la respuesta no lineal. En esta secciéon describire-
mos algunas de las propiedades de la funcién respuesta x(w) y como interpretarlas.
Muchas de estas propiedades se derivan de ideas fisicas muy simples. Para evitar el
desorden, eliminaremos principalmente los indices ¢, j. Cuando haya algo interesante
que decir, los pondremos de nuevo.

2.1.2. Analiticidad y causalidad

Si trabajamos con una fuente real f y un operador hermitico O (lo que significa
un valor esperado real (O)) entonces x(t) también debe ser real. Veamos qué significa
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esto para la Transformada de Fourier y(w). Es 1til introducir alguna notacién nueva
para las partes real e imaginaria,

X(w) =Rex(w) +iIm x(w) = X' (w) +ix"(w) (2.11)

Esta notacién en términos de niimeros primos es bastante extrana la primera vez
que la ves, pero es estandar en la literatura. jSolo tienes que recordar que, en este
contexto, los ntimeros primos no significan derivadas! Las partes real e imaginaria
de la funcién respuesta y(w) tienen diferentes interpretaciones:

= Parte imaginaria: Podemos escribir la parte imaginaria como

X'() = 2 [(w) ~ X @) (212)
] R Gl (213)
-1 / : dt () — y(—1)]. (2.14)

Vemos que la parte imaginaria de x(w) se debe a la parte de la funcién respues-
ta que no es invariante bajo la inversion de tiempo ¢t — —t. En otras palabras,
X" (w) conoce la flecha del tiempo. Dado que los sistemas microscépicos suelen
ser invariantes ante la inversiéon del tiempo, la parte imaginaria y”(w) debe
surgir debido a procesos disipativos y se denomina parte disipativa o absor-
bente de la funcién respuesta. También se la conoce como la funcion espectral.
Resultara que contiene informacién sobre la densidad de estados en el sistema
que participan en los procesos de absorcién. Veremos esto méas claramente en
un ejemplo en breve. Finalmente, obsérvese que x”(w) es una funcién impar,

X'(—w) = =X(w). (2.15)
= Parte Real: El mismo andlisis anterior muestra que
1 [t
@) =5 [ dee i)+ x(-) (2.16)

A la parte real no le importa la flecha del tiempo. Se llama la parte reactiva
de la funcién respuesta y es una funcion par,

X' (—w) = +x'(w) (2.17)
Antes de continuar, debemos mencionar brevemente lo que sucede cuando
colocamos las etiquetas ¢, 7 de nuevo en las funciones respuesta. En este caso,

un analisis similar al anterior muestra que la parte disipativa proviene de la
parte antihermitica,

?

5 i (W) = xGi(w)] (2.18)

Xi; (W)
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Causalidad

No podemos afectar el pasado. Esta declaracion de causalidad significa que cual-
quier funcién respuesta debe satisfacer

x(t)=0 para todo t < 0. (2.19)

Por esta razén, a menudo se hace referencia a x como la funcién de Green causal o la
funcion de Green retardada vy, a veces, se denota como Gg(t). Veamos qué significa
este simple requisito de causalidad para la expansion de Fourier de Yy,

x(t) = / T s (), (2.20)

oo 2m

Cuando t < 0, podemos realizar la integral cerrando el contorno por el semiplano
superior (de manera que el exponente se vuelve —iw X (—i|t| — —o0). La respuesta
tiene que ser cero.

Por supuesto, la integral viene dada por la suma de los residuos dentro del
contorno. Entonces, si queremos que la funcién respuesta se anule para todo ¢ < 0,
X(w) no puede tener polos en el semiplano superior. En otras palabras, la causalidad
requiere que

X(w) es analitica para Imw > 0 (2.21)

2.1.3. Relacion de Kramers-Kronig

El hecho de que x sea analitica en el semiplano superior significa que existe una
relacién entre las partes real e imaginaria, ¥’ v x”. Esto se llama la relacién de
Kramers-Kronig y la derivaremos en esta seccién. Primero, recordemos la expresion

lim ! — =P (;) Find(x) (2.22)

e—=0 x £ 1e

donde el lado derecho es una suma de dos distribuciones: la § de Dirac, y la distri-
bucién P(1/x) que, como toda distribucién, se define bajo el signo de integral por
su accion frente a una funcién de prueba

/7: (2) el = 79/ ) e —g%/ / . (223)

Apliquemos ahora esta expresion a la siguiente integral:

1 !/
-— ¢ d(JJl %, w e R (224)
o Jo w —w e
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donde el contorno C' se corre ligeramente por encima del eje real, antes de cerrarse en
el infinito por el semiplano superior. Por un lado esta integral se anula, ya que x(w)
es analitica en el semiplano superior, y el denominador aporta polos en el inferior.
Por otro lado, con la suposicién adicional de que x(z) — 0 cuando |z| — oo, la
contribucion del semicirculo superior también se anula. Entonces

O:‘lygcdw’wzl/oodw’w (2.25)

v w—-w-+ie am J_o W —w 1€

Finalmente, si usamos (2.22) para descomponer el ultimo miembro, llegamos a

X(w) = ;73 s ’5(_L (2.26)

La parte importante para nosotros es ese factor ¢ ubicado en el denominador. To-
mando partes reales e imaginarias, nos damos cuenta de que

+oo ! I /
Re x(w) = 73/ & m/xi(w)’ (2.27)
oo v w —w
' T dw' Rex(w')

Estas son las relaciones de Kramers-Kronig. Se derivan inicamente de la causalidad
y nos dicen que la parte imaginaria disipativa de la funcién respuesta x”(w) queda
determinada por la parte real reactiva, x'(w) y viceversa. Sin embargo, la relacién
no es local en el espacio de frecuencias: se necesita conocer x'(w) para todas las
frecuencias a fin de reconstruir x” para cualquier frecuencia particular.

Hay otra forma de escribir estas relaciones que también es 1til y nos dice como
podemos reconstruir la funcién respuesta completa y(w) si s6lo conocemos la parte
disipativa. Para esto, observemos que

/ T Tnx(w) (2.29)

. ; .
o T W —w—1€

Nuevamente usando la férmula (2.22), tenemos

/md.w/ImX( D) (e +7>/+oodw mxh) 559

oW —w oW —w —1e
= Im x(w) — i Re x(w). (2.31)

[e.9]

O, reescribiendo la susceptibilidad como y(w) = Re x(w) + i Im x(w), obtenemos

X(w) = /_+OO d_Tmxlw) (2.32)

; ,
o T W —w-—ic

Si se conoce la parte disipativa de la funcién respuesta, se conoce todo.
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Una aplicacion: la susceptibilidad

Supongamos que al encender una perturbacion f se induce una respuesta (O)
para algiin observable de nuestro sistema. Entonces la susceptibilidad se define como

9{0)

o | (2.33)

Hemos llamado a la susceptibilidad y con el mismo nombre que le dimos a la funciéon
respuesta. Y, de hecho, a partir de la definicién de respuesta lineal (2.5), la primera
es simplemente el limite a frecuencia cero de la segunda:

X = lim x(w) (2.34)
Un ejemplo comtn, que conocimos en nuestro primer curso de termodindmica, es
el cambio de magnetizacion m de un sistema en respuesta a un campo magnético
externo B. La susceptibilidad magnética acertadamente denominada esta dada por
X = 0m/IB.
De (2.32), podemos escribir la susceptibilidad como

X = /_+00 du M (2.35)

T
o T w —ic

Vemos que si se puede hacer un experimento para determinar cuanto absorbe el
sistema en todas las frecuencias, a partir de esta informacién podemos determinar
la respuesta del sistema a frecuencia cero. Esto se conoce como la regla de la suma
termodinamica.

2.2. Ejemplos clasicos

Las definiciones y manipulaciones de la secciéon anterior pueden parecer algo
abstractas la primera vez que se las encuentra. Algunos ejemplos simples deberian
arrojar algo de luz. El ejemplo principal en el que nos centraremos es el mismo que
nos acompafa en la mayor parte de la fisica: el oscilador armoénico clasico.

2.2.1. El oscilador arménico amortiguado

La ecuacién de movimiento que gobierna el oscilador armoénico amortiguado en
presencia de una fuerza impulsora es

i+ i+ wir = F(t), (2.36)
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donde 7 es la friccién. Denotamos la frecuencia no amortiguada como wy, guardando
w como la frecuencia de la fuerza impulsora como en la secciéon anterior. Queremos
determinar la funcién respuesta, o funcién de Green, x(t —t') de este sistema. Esta
es la funciéon que efectivamente resuelve la dindmica, lo que significa que si alguien
nos dice la fuerza impulsora F'(t), el movimiento viene dado por

() = /_ Tt — VR, (2.37)

Existe un método estdndar para calcular x(¢). En primer lugar, introducimos la
transformada de Fourier (inversa)

w0 = [ Gre o) (2.38)

Reemplazamos esto en la ecuacién de movimiento (2.36) para obtener

+oo d *00 ‘ ,
/ % / dtt [—w2 —iyw + wg]e—zw(t—t )X(W)F(t,) _ F(t), (239)

que se resuelve si la [ dw da una funcién delta. Pero como podemos escribir un delta
en la forma 276 (t) = [ dwe™*, lo resolvemos simplemente tomando

1

—w? 4 iyw + W

X(w) = (2.40)
Hay una gran cantidad de fisica sencilla en esta ecuacién; nos tomaremos el tiempo
para extraerla. Todas las lecciones que aprenderemos se trasladan a sistemas mas
complicados.

En primer lugar, podemos mirar la susceptibilidad, es decir, x(w = 0) = 1/w?.
Esto nos dice cuanto cambia el observable por una perturbacion del sistema, en este
caso una fuerza estética: x = F/w? como se esperaba.

Veamos la estructura de la funcion respuesta en el plano complejo w. Los polos
se encuentran en w,2 + iyw, — w3 = 0 o, resolviendo la ecuacién cuadratica, en

vy
w*:—E:I:\/wg—vz/él (2.41)

Hay dos regimenes diferentes que debemos considerar por separado,

» Subamortiguado: w2 > 7?/4. En este caso, los polos tienen tanto una parte
real como una imaginaria. Ambos se sientan en el semiplano inferior. Esto
esta de acuerdo con nuestra leccion general de causalidad que nos dice que la
funcién respuesta debe ser analitica en el semiplano superior.
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» Sobreamortiguado: w? < ~%/4. Ahora los polos se encuentran en el eje

imaginario negativo. Nuevamente, no hay ninguno en el semiplano superior,
consistente con la causalidad.

Podemos ganar algo de intuicién graficando la parte real e imaginaria de la
funcion respuesta para w € R. En primer lugar, la parte real se muestra en la Figura
11 donde graficamos

Wi — w?
(wf — w?)? + 72w

Re x(w) = (2.42)

Esta es la parte reactiva. Cuanto mayor sea la funcion, mas respondera el sistema a

una frecuencia dada. Obsérvese que Re x(w) es una funcién par, como se esperaba.
Mas interesante es la parte disipativa de la funcion respuesta,

wy
w(Q) _ w2)2 + ’}/2(,02’

Im y(w) = ( (2.43)

que es una funcién impar. En el caso subamortiguado, esto se representa en la figura
12. Obsérvese que Im y es proporcional a 7, el coeficiente de friccion. La funcién
alcanza su punto maximo alrededor de +wy, a frecuencias en las que el sistema
vibra naturalmente. Esto se debe a que aqui es donde el sistema puede absorber
energia. Sin embargo, como v — 0, la parte imaginaria no se vuelve cero sino que
tiende hacia dos funciones delta situadas en Fwy.

2.2.2. Disipacion

Podemos ver directamente cémo se relaciona Im x(w) con la disipacién calculando
la energia absorbida por el sistema. Asi soliamos llamar al trabajo realizado sobre
el sistema antes de que nos volviéramos sofisticados y adultos. Es

aw |

o = F(ti(t) (2.44)
—F(t)jt /_ dt X (t — ) () (2.45)
~ Pl /_ T /_ oog:(—iw)ew(tt/)x(w)F(t’) (2.46)
_ /_ w;l‘;‘;i[—mx(w)]ei<w+w/>F(w>F(w') (2.47)

Impulsemos el sistema con una fuerza de una frecuencia especifica €2 , de modo que

F(t) = Fycos Ot = Fy Re(e™) (2.48)
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Téngase en cuenta que es crucial asegurarse de que la fuerza sea real en esta etapa
del calculo porque este fue el punto de partida para nuestra discusiéon de las pro-
piedades analiticas de las funciones respuesta en la seccién (2.1.2). De una manera
mas pedestre, podemos ver que serd importante porque nuestra ecuacién anterior
no es lineal en F(w), por lo que es necesario tomar la parte real antes de avanzar.
Tomando la transformada de Fourier, la fuerza impulsora es

F(w) =2nF[0(w — Q) 4+ 0(w + Q). (2.49)
Al insertar esto en (2.47) se obtiene

aw A : . .
— = —iFZQ [X(w)e_’m - X(—Q)e“m} [e‘mt + emt} (2.50)
Esto todavia esta oscilando con el tiempo. Es mas ttil tomar un promedio durante
un ciclo,
aw _ Q /2”9 dW
= dt —
0

=5 - = —iEQ (@) — x(~Q)] (2.51)

Pero ya hemos visto que Re x(w) es una funcién par, mientras que Im x(w) es una
funcion impar. Esto nos permite escribir

ddmt/ = 2F2QIm x(Q). (2.52)

Vemos que el trabajo realizado es proporcional a Im y. Para derivar este resultado, no

necesitdbamos la forma exacta de la funcién respuesta; sélo la propiedad par/impar

de las partes real/imaginaria, que se siguen por motivos generales. Para nuestro

oscilador arménico amortiguado, ahora podemos usar la forma explicita (2.43) para
derivar

W

dt

Q2
(w§ — Q2)%2+ (v02)?

Este es un maximo cuando agitamos el oscilador arménico en su frecuencia natural,
w = wy. Como ilustra este ejemplo, la parte imaginaria de la funcién respuesta nos
dice las frecuencias en las que el sistema vibra naturalmente. Estas son las frecuencias
en las que el sistema puede absorber energia cuando se agita.

=2F;

(2.53)

2.3. Mecanica cuantica y féormula de Kubo

Volvamos ahora a la mecanica cuantica. Consideremos la siguiente configuracion
basica: para t < t; el sistema se encuentra en el estado fundamental de un cierto
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Hamiltoniano Hy, que llamamos [1g), con energia Fy. Si analizamos los valores de
expectacion de un conjunto de observables O;, estos toman los valores

(Oi)o = (Y| Oiltho). (2.54)
independientes del tiempo. En el instante ¢y se enciende la perturbacion
V(t) =2 g;(H)0; (2.55)
j

donde el indice j etiqueta los distintos operadores en la teoria y, correspondiente-
mente, las diferentes fuentes que podemos encender. Por lo general, en cualquier
situacion dada, solo encendemos una fuente para un solo operador, pero nos puede
interesar como esta fuente afecta el valor esperado de cualquier otro operador O;.

Luego de encender la perturbacién, el estado fundamental evoluciona en el tiempo
(en el esquema de Schrodinger) de acuerdo a

[Uo(t))s = Ulto, t)[tho) s, (2.56)

y entonces los valores de expectacion adquieren la dependencia temporal

(O (t) = (ol (to, ) OU (to, t)|tho) (2.57)

ademas de inducirse las transiciones a los estados excitados estudiadas antes. Resulta
mas conveniente trabajar en la representacién de interaccion, es decir, escribirlo en
términos del operador de evolucién en la representacién de interaccién Uy (1.57):

Uy (t,to) = e ottt/ pp(ry ), (2.58)
para el cual disponemos de una serie de Dyson (1.61):
. t
U (to,t) = T exp (—;/ dt’%(t')) : (2.59)
to

Entonces, introduciendo la relacion inversa a (2.58),
(O (t) = (WolUt] (to, t)e ol 10RO, HoU=10 M, (1, 1) 1)) (2.60)
que reescribimos introduciendo la repersentacién de interacciéon para el operador O;
(0:)(t) = (Woltd] (to, t)Oi(t)Us (to, t) o). (2.61)

Obsérvese que omitimos el subindice I para los operadores O;(t) en representacion

de interaccion,
Ol(t) — eiHO(t*tO)/hOie*iHO(t*tO)/h.
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Queda sobrentendido del hecho de que poseen una dependencia temporal. Consi-
deremos que el instante en el que se enciende la perturbacion ty — —o0, y si nos
restringimos a valores pequenos de las fuentes, podemos realizar el calculo usando
la teoria de perturbaciones al orden mas bajo,

(O)(t) = (o] <1+;/t dt'w(t/)+...> O, (t) (1—;/t dt’VI(t’)Jr...) 46

—0o0 —00

(2.62)
(Ot [t GlVi®)O0l) 5 [t lOVie)len)

(2.63)
— (O3 [ dt ol V), 0:(0)] 1) 264

Finalmente insertamos la expresion explicita para el potencial que contiene a las
fuentes, (2.55) obtenemos el cambio en el valor de expectacién,

£(0;)(t) = (O)(t) — (Oi)o = ;Z/ dt' g; (t") (ol [O,(t'), Os(1)] [tho) (2.65)

i oo
-y / 48 Ot — ') (o] [04(1), O3] o) g5 (')
’ (2.66)

donde en la segunda linea utilizamos la funcion escaléon para extender el limite su-
perior de integraciéon hasta +oo y [...,...] refiere al conmutador de los operadores.
Comparando este resultado con nuestra definicion original (2.5), vemos que la fun-
cién respuesta en la teoria cuantica estd dada por

Xii (1 1) = —;@(t — )([0:(1), O;(t)]) |, (2.67)

que, debido a la funciéon de Heaviside, naturalmente emerge como una funcion res-
puesta causal. Dado que en representacién de interaccion la evolucion temporal de
los operadores (2.3) es con Hy y que |1)) es autoestado de Hy, no es dificil conven-
cerse de que

Xij (6, 1) = xi5(t = 1)
Con esta funcion, el valor de expectacion del observable O; a tiempo t se escribe, en
respuesta lineal, como

) = O+ X [ dt it~ )y (0). (268)
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Esta formula es importante y se conoce como formula de Kubo. Mas alla de la
decoracién (la funcién escalén, o el hecho de que debe tomarse un conmutador) la
funcién respuesta asi escrita consiste en un valor de expectacion de un producto
de dos operadores (que pueden ser iguales o distintos) en tiempos diferentes. Esto
genéricamente se denomina funcién de correlacion o funcién de Green, y ya vimos
que en este caso es una funcion retardada. Observemos que el obsevable i-ésimo para
el que estamos tomando su valor de expectacién no necesariamente tiene que estar
perturbado, basta que la respuesta x;; sea no nula con algin observable perturbado
para obtener un resultado no trivial.

Dada la expresion de la funcién respuesta en términos de un conmutador de
operadores hermiticos, es claro que la respuesta del operador ¢ a una perturbacion
externa que se acopla con j estd simplemente relacionada con la respuesta de j a
una perturbacién que se acopla con 7, en otras palabras, donde los operadores tienen
roles invertidos. Estas son las relaciones de reciprocidad de Onsager.

2.4. Foérmula de Kubo para la conductividad eléctri-
ca: hacia una teoria de campos

Finalicemos este capitulo describiendo cémo esta teoria de la respuesta lineal
puede utilizarse para calcular propiedades de transporte en un sistema de muchas
particulas. Consideremos un sistema de particulas cargadas en presencia de un cam-
po electromagnético. Cémo hemos visto, el Hamiltoniano estd dado por (1.157), que
bajo las suposiciones realizadas en la seccién 1.9 se escribe H = Hy + V(t), donde

N2
Hy = : 2.
0 ; 2m’ (2.69)
V(t) = —i/drj(r)-A(r,t), (2.70)
y el vector corriente (1.163) se escribe
: L& [pi pi
i) =53 [P —r)+ o -r) 2. (2.71)

i=1
este operador, un observable, al ser una funcién de la posicion, esta describiendo una
teoria cuantica de campos, que es el lenguaje en el que los sistemas de particulas
se expresan naturalmente. Una extensién natural de la férmula de Kubo (2.67)
al continuo, es decir, cuando los indices 7 se convierten en un continuo en tres
dimensiones, el valor medio del operador corriente esta dado por

Uil = a7+ 5 / APt e (1 — 11— ) A (P 0)  (2.72)
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donde la funcién respuesta para la corriente es

Xas(,6) = = 20(0) ([ 1), 35(0,0)) (2.73)

y (...)o es un valor de expectaciéon calculado en el estado fundamental del Hamil-
toniano Hy (que no vamos a especificar por ahora, baste decir que si se trata de un
sistema de electrones, éste tendra que ser un mar de Fermi). Usualmente el primer
término en la ecuacién anterior se anula (no hay corriente inducida en ausencia de
campo). La invarianza frente a traslaciones se traduce en el hecho de que la funcién
respuesta depende sélo de la diferencia entre coordenadas. Sin embargo, si lo que
buscamos es obtener la conductividad, necesitamos recuperar una ley de Ohm. Pa-
ra ello quisiéramos encontrar una expresién andloga a (2.72) pero que involucre al
campo eléctrico en lugar del potencial vector

Detengamonos un momento en el operador corriente (2.71): es una suma de
términos de la forma velocidad de la particula i-ésima multiplicada por la 6(r — 7;),
que es la justamente su densidad. Sin embargo, como se ha discutido, p;/m no puede
ser la velocidad de cada particula en presencia de un campo electromagnético, porque
p es momento canénico. En su lugar, en presencia de un campo electromagnético,
la velocidad de una particula esta representada por por el momento cinemético (o
mecéanico) IT:

11 1 e
= —=_—|p—-A(r,t)]. 2.74
v= = |p- A (2.74)
Esto significa que el verdadero operador corriente, o corriente fisica, es
1N
J(r,t) = 5 [Vid (r — 1) +0(r —7;) vy (2.75)
i=1
_15\6{{ —SAm D[ —r) 40 (r—r) |pi— SA(rit) }
- 2m — pl c (3] 7 7 pz c (3]
(2.76)
R e X
s [P (r =) 0 (r —m)p) = S () At (277
e
=j(r)— —A(rt 2.
3(r) = — A(r.t)p(r) (2.78)

donde hemos definido el operador

p(r) = Zé(r —7;). (2.79)
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Este operador se interpreta como la densidad de particulas,' ya que

/d'r p(r) = N. (2.81)

El primer término en (2.78) se denomina paramagnético, mientras que el segundo
es el término diamagnético. Este es el observable que debe entrar en la ley de Ohm.

Utilizando su definicién (2.78), calculemos entonces el valor de expectacion de la
corriente fisica

(T(r, 1)) = (G(r,6) — — A(r, ) {p(r, 1)) (2.82)

mc

Para el primer término podemos utilizar (2.32). Para el segundo, tendriamos que es-
cribir una nueva férmula de Kubo. Sin embargo, puede mostrarse que el conmutador
de p con j, se anula en muchos casos, y si no se anulara, en todo caso la contribuiéon
adicional es de orden A? y la despreciamos. Por lo tanto escribimos

(p(r)) = (p(r))o = 7z =n (2.83)

donde V es el volumen del sistema, y n la densidad media de particulas.
El potencial vector y el campo eléctrico se relacionan mediante

E(rt) - —iaatA(r,t) —Vé(r,1) (2.84)

En el gauge de Coulomb y en ausencia de cargas y corrientes ¢ = 0.
Es conveniente trabajar en el espacio reciproco, donde observables y fuentes
dependen de la frecuencia. En el caso del campo eléctrico tenemos,

B(r,w) = / dt e B (r 1), (2.85)

y una expresion analoga para el potencial vector. Por un lado, la relaciéon entre
campo eléctrico y potencial vector (en el gauge de Coulomb, donde ¢ = 0) se escribe

B(r,w) = t"A(r,w), (2.86)

1Un eventual término de potencial escalar en el Hamiltoniano se puede escribir como

N
Y- eolrint) = / drp(r)o(r. 1) (2.80)

donde ahora ¢ es una funcion clasica.
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y por otro, para el valor de expectacion de la corriente fisica tenemos

(Jar, ) = Galr, @) = = Aa(r,w) (2.87)
= Z/dr’xag(r — 7 w)As(r',w) — %Aa(r,w) (2.88)
B

/ en , c ,
Xap(r = 1',w) = —0(r —7')dag| —Fa(r',w)  (2.89)

—zﬁ:/dr'

(2.90)

Adicionalmente, podemos tomar la transformada de Fourier en el espacio y es-
cribir

(Ja(q,w)) = XB: 0ap(q,w)Es(q,w) (2.91)
donde . o
Tap(q,w) = e [xa/a(q,w) —dap (2.92)

Finalmente, hemos agregado una pequena parte imaginaria ¢ a la frecuencia porque
la funcién respuesta causal debe ser analitica en el semiplano superior.

4) En un gas de electrones libres, el operador corriente conmuta con el Hamilto-
niano. En consecuencia,

§(0,2) = e'5(0,0)e ™" = §(0,0) et [ja(0,1),75(0,0)] = 0. (2.93)

De este modo,

2 2 2
ouol00) = by = 6o | ) it (2.91)

mw™ mw

La parte real corresponde al llamado “pico de Drude”. Notando que

7_—1

) =
vemos que obtenemos para w = 0 el modelo de Drude para la conductividad,
Reo = %%, donde 7 es el tiempo de vida medio de las cuasiparticulas entre dos
colisiones; para electrones libres, sin embargo, este tiempo de vida medio es infi-
nito y lo mismo para la conductividad dc?. Si incluyéramos interacciones entre los
electrones obtendriamos un tiempo de vida finito. La parte imaginaria de 0,3(0,w)
describe la absorcién 6ptica (aqui entra la disipacion) que decrece como 1/w.

2En ingles se utiliza la sigla dc, o direct current para la corriente continua y ac o alternate
current para la acorriente alterna.



Capitulo 3

Dispersion de particulas

La dispersion, procesos en los cuales un haz de electrones, protones, fotones,
etc. incide sobre un blanco compuesto a la vez por &tomos o nucleos, es un proceso
fundamental que es importante en una amplia gama de aplicaciones. Por ejemplo, la
mayor parte del trabajo experimental en fisica de particulas involucra la dispersion,
y una gran parte de lo que se sabe sobre las propiedades de las particulas se ha
obtenido a través de experimentos de dispersion. Para otro ejemplo, la dispersion
de especies nucleares en un plasma caliente es importante para determinar las tasas
de reaccion termonuclear en estrellas o en el universo primitivo. Por otro lado, una
de las técnicas experimentales actuales para investigar los nanotubos de carbono es
la dispersién de fotones. Se podria acumular una larga lista de ejemplos.

En capitulo ?? consideramos algunos problemas de dispersién como una aplica-
cion de la teoria de la perturbaciéon dependiente del tiempo. En este capitulo consi-
deramos la dispersién por un potencial en tres dimensiones, adoptando un enfoque
independiente del tiempo y presentando algunos de los hechos basicos méas impor-
tantes. Desde el punto de vista teorico, el aspecto mas relevante de los procesos de
dispersiéon es que nos proveen informacion sobre el sector continuo del espectro. Nos
enfocamos entonces en las soluciones con energia positiva de la ecuacion de Schrodin-
ger independiente del tiempo, que satisfacen ciertas condiciones de contorno. Estas
soluciones en general se extienden hasta el infinito y no son normalizables.

3.1. Condiciones de Contorno

En estas notas nos concentraremos en la dispersién por un potencial V() que
decae en el infinito,
V(ir) —— 0 (3.1)

|r| =00

y en general consideraremos potenciales que decaen méas rapido quel/|r|, a los que
llamamos de corto alcance. Hablaremos de la dispersion de una particula por el

o8
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potencial V' (7), como si fuera un potencial fijo en el espacio, pero en realidad
la particula del haz incidente interacttia con un blanco que muchas veces es otra
particula mévil, y un tratamiento adecuado nos obliga a tener en cuenta la dinami-
ca de ambas particulas, por ejemplo utilizando las coordenadas del centro de masa.
Omitiremos aqui los detalles, y s6lo supondremos en lo que sigue que que se utiliza
este sistema de referencia

Estamos interesados en resolver la ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo,

h2
— V%) + Vip = By (3.2)
2m
para energias positivas £ > 0. Como la energia es positiva, la funcién de onda se
extiende hasta el infinito y no hay cuantizacion, es decir, existe una soluciéon para
cada valor de E > 0, que llamaremos ¢ 5. De hecho, existen muchas soluciones
linealmente independientes para una dada energia y buscamos aquella que satisfaga
las condiciones de contorno correctas para representar la fisica del problema de
dispersion.

Supongamos un haz de particulas que incide con momento p sobre un blanco,
como se muestra en la figura 3.1. Como el potencial es de corto alcance, muy lejos
del blanco las particulas del haz no lo perciben, y entonces supondremos que el
haz incidente esta representado por una onda plana de momento definido p. Esto
implica cierta idealizacion ya que una onda plana real llena todo el espacio y, en
particular, se extiende hasta el infinito en la direccion transversal, mientras que los
haces reales son siempre de extension finita en la direccién transversal. En la figura
3.2 se muestra una imagen de lo que sucede cuando la onda plana incidente golpea el
objetivo; la interaccién produce la onda dispersa, que se irradia lejos del objetivo. Si
el potencial de dispersién es de corto alcance, podemos esperar intuitivamente que
parte de la onda incidente, las partes con un gran parametro de impacto, no alcancen
el objetivo y contintien corriente abajo como una onda plana casi sin modificar.
Consideraremos dispersion eldstica, en la que si las particulas incidentes ganan algo
de energia cinética al caer en el pozo de potencial creado por el blanco, la pierden
al escapar del pozo, y a grandes distancias las particulas dispersadas conservan su
energia. Sin embargo, en general van a cambiar su momento, y por lo tanto su
direccion.

Otra idealizacion recae en el uso de autofunciones 1 para describir el proceso
de dispersién, ya que una funcién propia es un estado estacionario, y los haces
reales se encienden en algin momento y se apagan en un momento posterior. Una
autofuncion representa el estado estacionario idealizado que se obtendria si una onda
plana pudiera dirigirse contra un objetivo para todos los tiempos desde ¢t — oo.

Otro problema es que las autofunciones de energia positiva no son normalizables,
por lo que no pueden representar el estado de una sola particula. Tratamos con este
problema en estas notas interpretando la densidad p = ||, no como una densidad

Hy=—
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haz dispersado /

haz incidente
—>

Figura 3.1: Un detector de particulas intercepta particulas que se dispersan dentro
de un pequeno angulo soélido df2.

de probabilidad, sino como una densidad de particulas en el haz.
Del mismo modo, interpretamos la corriente,

el (9], os

como una corriente de particulas, no una corriente de probabilidad. La normalizacion
general de la funcién de onda ilimitada es arbitraria y representa simplemente la
intensidad del haz. Las cantidades de interés, como la seccion eficaz diferencial, son
independientes de esta normalizacion.

La solucién g debe tener las condiciones de contorno correctas a grandes dis-
tancias del centro dispersor de manera de representar tanto la onda plana incidente
como la onda dispersada. Definimos la onda incidente por

1/}1' = 6“".7“ (34)

que se entiende que estd presente en todo el espacio, incluso en zonas de |r| chico,
donde el potencial V' esta activo. La onda incidente esta parametrizada por un vec-
tor de onda k o un momento equivalente p = hk. En general esta onda incidente no
satisface la ecuacion de Schrodinger (6.4) en todo el espacio, pero, al suponer que
V() decae lo suficientemente rapido, lo podemos ignorar lejos del centro dispersor.
Esto se aplica también a grandes distancias, cerca del detector y luego de ser dis-
persado el haz. Entonces, a grandes distancias, en todo el espacio, la onda incidente
satisface la ecuacién de Schrodinger (6.4) y, posee una energia

h2k?
2m

E =

(3.5)
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Para un vector de onda incidente k dado, el efecto del potencial sera dispersar esta
onda, de manera que en el detector, a grandes distancias del potencial, la funcién
de onda sera

Yirjosoo ~ Vi + g = €*7 + 1 (3.6)

donde 1), representa el efecto del potencial dispersor. De acuerdo con la imagen de
la figura 3.2, requerimos que a grandes distancias la onda dispersa sea puramente
saliente, es decir, que sea una onda esférica que se propague en direccién radial,
pero que el efecto de la dispersion dependa de los dngulos (0, ) . Por esta razén
suponemos que la forma asintética de la funciéon de onda sera

ikr
ik- €
w|r|%ooNekr+fk:(eagp) r

(3.7)

Suponiendo que V(r) puede ignorarse a grandes distancias y observando que la
ecuacion solo se aplica asintéticamente, requerimos que la onda dispersa satisfaga
la ecuacién de Schrodinger para particulas libres a orden dominante en 1/r, lo cual
se verifica debido a que

ikr

o [2no]--of:
T

ik

ntoa)| 10 (). 89

r

donde el termino dominante proviene del término radial del Laplaciano en coorde-
nadas esféricas!

Las condiciones de contorno estan completamente parametrizadas por el namero
de onda incidente k, que también determina el valor de la energia F a través de la
relacion (3.5). Unam isma energia incidente puede obtenerse con muchas nimeros
de onda diferentes, variando su direccion. La familia estd parametrizada por puntos
en una esfera (la direccién de k). (En la dispersién unidimensional, esta familia se
reduce a dos miembros, ondas de dispersion que inciden desde la derecha o desde
la izquierda). Por esta razén, de ahora en adelante denotaremos las soluciones de
dispersion de la ecuacién de Schrodinger ¢ en lugar de ¥, donde se entiende que
k y el valor propio de la energiaF estan conectados por la relacién de particulas
libres (3.5).

Es plausible que para cada k existe una tnica solucion a la ecuacién de energia
de Schrédinger con energia (3.5) y que satisface las condiciones de contorno (3.7).
Este es un hecho que se puede probar con la teoria de las ecuaciones integrales de

'ElLaplaciano en coordenadas esféricas posee la forma

2y L O (200N 1 0 (. 00\ 1 0%
Vw_ﬂar " or +r2sin080 5111989 +r2:sin293g02' (3:9)
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Figura 3.2: Dispersion de un paquete de ondas incidente desde la izquierda con
impulso medio hky. En la dispersion elastica, el paquete de ondas se dispersa con
igual energia pero con amplitudes variables en diferentes direcciones (indicadas por
el grosor de las flechas). En la direccién de avance, la onda dispersa interfiere con la
onda incidente que avanza.
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Fredholm. Observamos que en la teoria de la dispersion las tnicas cantidades que
son interesantes fisicamente son aquellas definidas por las propiedades asintéticas (r
grande) de la funcién onda. Esto se aplica a la seccién transversal diferencial, que
es lo que normalmente se mide en experimentos reales.

3.2. Amplitud de dispersion y seccion eficaz

La funcién fg(0,¢) se denomina amplitud de dispersion. Es en general una fun-
cion compleja de los angulos. El objetivo de la teoria de la dispersion a su determi-
nacion, ya que guarda una relacion simple con la secciéon eficaz diferencial.

Imaginemos una situaciéon experimental como la ilustrada en la figura 3.1. Un
detector, ubicado a cierta distancia del dispersor, intercepta todas las particulas
dispersadas dentro de un pequeno cono de angulo solido Af2, centrado en alguna
direccion k = (6, ¢).

El flujo incidente es

h hk ~ ~
Ji=— W)V — 0 VY)) = —k = vk (3.10)
2ma m

En cuanto al dispersado, toma la forma, a grandes distancias?

h

UiV =04V = 5 (5 (0.9 ke,

+ :3 (fz(ﬂ w)afkég’w — fu(0, @)W) es+

i (0.0 2D 00 ] (oo

r3sin

h
Ja= -

A grandes distancias es el término radial el que domina por lo que podemos
escribir - . .
Jg~— 0 2 —e, = V; 0, 2 —e, 3.13
i~ 0,00 ger = uilfel0,0) (313)
A partir del flujo dispersado podemos calcular el niimero de particulas dispersadas
por unidad de tiempo que atraviesan el detector ,

AN = J;-dA = Jy - e,r%dQ = v; | fr(0, ©)|* dQ (3.14)
2En coordenadas esféricas el gradiente se escribe
Vi(r,0,¢) = a—wer L1 L% (3.11)

or 09 rsin@%e@'
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Dividiendo esta cantidad por el flujo de particulas incidentes tendremos el diferencial
de la seccion eficaz de dispersion,

dN

— = /x(0, )" d2 (3.15)
La seccion eficaz diferencial, que mide el ntimero de particulas dispersadas por uni-
dad de flujo incidente y por unidad de angulo sélido, se obtiene dividiendo por el
elemento de angulo soélido

do =

do 9
4 10,0 (3.16)

Si se mide la seccion eficaz diferencial en un experimento, se puede determinar el
modulo de la amplitud de dispersion y, de él, tener idea de la funcién de onda de las
particulas dispersadas. Notemos que fx(6,¢), ademés de depender de los angulos
(0,¢), en general depende de k, y por lo tanto, de la energia de las particulas
incidentes.

La seccion eficaz total, o, se obtiene integrando sobre todos los angulos soélidos,

UZ/ﬂ”ﬁW&W~ (3.17)

y refleja la probabilidad total de que una particula sea dispersada, dividida por el
flujo de probabilidad incidente.

3.3. Funciones de Green

Para completar la discusién, deberiamos mostrar que efectivamente existen au-
tofunciones de la forma (3.7). Esto puede hacerse construyendo explicitamente so-
luciones ¥ (7). Consideremos la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
para un problema como el que nos ocupa. Es decir,

h2
donde V'(7) es el potencial dispersor. Escribiendo

_ RPR? _2mV(r)

B="— ulr)= =5 (3.19)

tendremos

(V2 + k2) () = u(r)yu(r) (3.20)
En este punto, introducimos la funcién de Green asociada al problema libre, en
ausencia de potencial:

<V2 + kQ) G, (r,7") = —4m6® (r — 7') (3.21)



Dispersion de particulas 65

Conocemos ademas la solucion de la ecuacion homogénea correspondiente a una
onda plana:

(V2 + k) 0f(r) = 0 = ¢ = explik - 7) (3.22)
Con esto, podemos escribir la solucién general de (3.20) en la forma
1
() = exp(ikr) = - [ @G (v ulr') o () (3.23)

Hemos pasado de esta manera del problema de resolver una ecuacién diferencial,
(3.18), al problema de resolver la ecuacién integral. Veremos que la solucién, que
serd iterativa, nos permitird en particular, calcular fi(60, ¢) y asi podremos calcular
la seccién eficaz de dispersion.

Debemos ajustar esta solucion de manera que se cumpla la condiciéon de contorno

Yy oo ~ exp(ikz) + 1y (3.24)

Notemos que la solucién de la ecuacién homogénea corresponde en (3.23) a una
onda plana que viaja en una direccion arbitraria mientras que en (3.7) nos restringi-
mos al eje z. Por supuesto, esto se ajusta facilmente poniendo en (3.23) k = (0,0, k).

Eligiendo el sistema de coordenadas de manera que k' = (k., k!, k.) sea tal que

x Vys Vz
k. coincida con la direccién de 7, la exponencial se simplificard a
1 1
Gi(r) = 53 / K?dk' sin 0'd6'dy’ s OXP (ik'r cos6") (3.25)

donde 6’ es el dangulo que forma k con el eje 2’ Luego de integrar trivialmente sobre
¢ v sobre @', llegamos a

Gi(r) = % K dk' Tz lexp (ik'r) — exp (—ik'r)]
0
L[ et ) (320
T nr . k2 — 2

Esta es una integral que tiene singularidades en el camino de integracion. Se trata
de un problema que tiene una solucién muy simple en la teoria de una variable
compleja y que consiste en deformar ligeramente el camino de manera de esquivar
los polos. Alternativamente se pueden desplazar esos polos del eje real. Si definimos

Gi(r) = lim Gesin(r) (3.27)
tendremos
[~ exp (ik'r)
Gi(r) = — K dk!
e = | R e o
g L OO ]{f/dk/ eXp (Zk/r> ( ) )

i J oo (k" — V& i) (K + VE £ i)
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Figura 3.3: Camino de integracién en el plano complejo k'

Si consideramos que k' es una variable compleja con parte imaginaria positiva,
exp (ik'r) decrece exponencialmente cuando r — co. En tal caso, si consideramos un
camino de integracion en el semiplano positivo como el de la figura 3.3, la integral
sobre el semicirculo se anula.

Los polos corresponden a los valores de k' tales que

K o= 4k Lin~ Lk <1i;£2> +0 (). (3.29)

Para el caso en que se suma +n a la parte imaginaria los polos estan en k' = k—+in
y en k' = —k—in por lo que, en el camino de la figura 3.3 solo contribuye el primero.
En este caso se obtiene facilmente, utilizando el teorema de Cauchy,

k
Gl(r) = xplikr) (3.30)
r
Andlogamente, para el caso en que se suma —7n solo contribuye el polo que
corresponde a k' = —k + in y se obtiene
—ik
Gy (r) = exp(—ikr) (3.31)

r

Lo mismo se hubiera obtenido de considerar un camino en el semiplano inferior.
Tenemos entonces para la solucién (3.23),

VE(r) = explik.r) — 41 / g SR CERI =11y ) (3.32)

T lr — /|
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Que existan dos soluciones se debe a que la ecuacion a resolver es de segundo
orden. Debemos entonces elegir la solucion que se adecue a la condiciéon de contorno
que impusimos, 7. e. a una onda esférica saliente a grandes distancias. Es facil con-
vencerse que, para r — 00, es la solucién ¢} la que tiene el buen comportamiento.
En efecto, desarrollando el argumento del exponencial se tiene

, r-r 1
k:|r—r|%kr<1— ; >+O(7~2> (3.33)

de manera que

1 exp(£kr)
41 r

Vif(r) = exp(ik.r) — /d3r' exp (Fik' - ') u (P') i (') (3.34)

donde hemos llamado k' = k7. Tenemos entonces como solucién acorde con las
condiciones de contorno a aquella que se escribe

G () = exp(ik - ) — A SPUET)

47 T

/ B exp (—ik' ) u ()it (). (3.35)

De esta expresion podemos identificar a la amplitud de dispersién fi(6, ), ya que
la habiamos definido asi:

Yy oo ~ exp(ikz) + fr(6, cp)w. (3.36)
Tendremos entonces
Fu(0,0) = fu(0) = —2:;2 Br'V (7Y 0 (1) exp (—ik ) | (3.37)

Recordemos que 6 es el angulo entre el eje de incidencia (z) y el definido por el
detector. Esa eleccion hizo que no hubiera dependencia en el dngulo azimutal ¢.

3.4. Aproximaciéon de Born

Evidentemente, como no hemos resuelto la ecuacién, no conocemos ;" por lo que
no conocemos fx(6). Podemos sin embargo hacer una primera aproximacién (llamada
de Born) que consiste, sin m4s, en tomar a ;" como la onda plana incidente. En tal
caso tendremos

m
21 h?

f’gl)(e) - _2:;12 I’r'V (r')exp (i (k — k') - 7') =

Vik—k)  (3.38)
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donde V(q) es la transformada de Fourier del potencial evaluada en el momento
transferido ¢ = k — k/. Insertando este resultado en la férmula (3.16),

d
o = 0. (3:39)

obtendremos la secciéon eficaz diferencial en la aproximacién de Born

2

/ V() exp (i (k — ) - ) (3.40)

do
|

-
472t

En particular, para un potencial esféricamente simétrico, de

- 4
/dQe“” = Tsin qr (3.41)
qr
obtenemos A -
Vig)=Vi(g) = 7T/ drV (r)rsinqr (3.42)
qa Jo
Por lo tanto, la amplitud
O (K, k) = [O(q) = ——=V 3.4
FK k) = [P = —5 5 V() (3.43)
solo depende de ¢ = |q| (recordar que k' =k ):
, 9 1/2 )
g =k —K|=|2k*(1 - cost)] = 2ksin (3.44)

El dngulo 6 esta ilustrado en la figura 3.4. Notemos que en la aproximacion de
Born es conveniente considerar a la seccion eficaz diferencial, no como una funcién
del angulo 6, sino como funciéon del momento transferido ¢q. Fig. 2.6. El impulso
transferido es ¢ = k — k. Como ejemplo analizamos al potencial de Yukawa,
Vi) = Vyo 3.45
r)= )
)=V, (3.45)

donde: (7) Vp no depende de r y (i7) a la cantidad 1/4 se la puede considerar como el
alcance del potencial, ya que V (r) tiende rapidamente a cero para r > 1/u. Usando

/ e M sinqrdr = Im/ e Mgy = Tm ( ) — (3.46)
0 0

—ptig) P+

obtenemos,
2mVy 1

Nh2 q2_|_u2

FW(a) = (3.47)
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que insertando en (3,16) da lugar a la férmula:

do_(2mVh)’ ! 2 (3.48)
Q) \ ph? 4k?sin? & + 112 '

Es interesante observar que si g — 0, al mismo tiempo que Vo/u — ZZ'e?, el
potencial de Yukawa se se reduce al potencial Coulombiano, y

do 1 (727'¢*\° 1
dQ 16 \ Een

" g (3.49)
donde E., = h*k*/2m. El tltimo resultado es precisamente la seccién eficaz para
la dispersion de Rutherford que se obtiene clasicamente. (Ha desaparecido ki !) Sin
embargo, la obtencién del resultado correcto es accidental, ya que la ec. (3.48) no es
valida para el potencial Coulombiano cuyo alcance es infinito.

Remarquemos las siguientes propiedades de la amplitud f® (K, k) cuando se
trata de un potencial central:

1. f® depende solamente de q.

2. fM es siempre real. Notemos que esto lleva, en principio, a una dificultad
con respecto al teorema O6ptico (3.79). Como éste esencialmente expresa la
conservacion del nimero de particulas, se dice que la aproximacion de Born
no es conservativa. Sin embargo, la aproximacion de Born es consistente, por
lo siguiente: ) es de orden de V, luego o es de orden de V2, y por lo tanto

segtin (3.79) la parte imaginaria de f,(6) también tendra que ser de orden V2.
3. fllg no depende del signo del potencial.

4. Para k pequefios [de (3.38) con ¢/*=*)7" ~ 1]

= / )r2dr (3.50)

y dﬂ es isotrdpica.

5. fM) es pequena para valores grandes de ¢, debido a las oscilaciones rapidas
oscilaciones del integrando en (3.42).
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Vamos a discutir ahora brevemente la validez de la aproximacién de Born de
primer orden. De la deduccién de la misma es obvio que sera aplicable cuando
2/),(;)(7“) no sea muy diferente de ¢g(7) dentro del rango del potencial. En otras
palabras la modificaciéon de la onda incidente tiene que ser pequena. De la ecuacién
integarl, ec. (3.23) vemos que esta condicién se satisface en el centro del potencial
dispersor (r = 0) cuando:

1 ikr! o
m/dr’e V() e* | < 1. (3.51)

,r.l

En particular, en el caso del potencial de Yukawa (3.45), y para bajas energias
(k < p) cuando es legitimo reemplazar e® " por 1, resulta

Es interesante comparar este resultado con la condicién para que el potencial de
Yukawa desarrolle un estado ligado, que es:

Rl 2T, (3.52)

con Vo = 0. En otras palabras, si el potencial es lo suficientemente atractivo como
para desarrollar un estado ligado, la aproximacién de Born probablemente llevara a
un resultado incorrecto.

Se puede demostrar que, para el potencial de Yukawa, la condicién para que el
segundo término de (3.23) sea pequeno, en el limite de k grande implica

2m | Vo k
——1In| - 1. :
Rk n(u) < (3.53)

3.5. Ondas parciales

El problema de la dispersién que estamos considerando no es més que la bisqueda
de soluciones de la ecuacion de Schrodinger con energia positiva y que satisfacen las
condiciones de contorno (3.7). Concentrémonos en potenciales con simetria esférica,
es decir, que depende sblo de |r| = r, V = V(r), para los cuales la ecuacion de
Schrodinger es separable en coordenadas esféricas, y las soluciones pueden escribirse
en la forma

Vrim (1) = Vi (1,0, 0) = Rya(r)Yim (0, ¢), (3.54)
donde Y}, (0, ¢) son los armonicos esféricos, y

Rkl(r) = um(r), (355)

r

donde uy; es soluciéon de la ecuaciéon radial,

> 2m w+1
<_dr2 + ﬁv(r) + 2 k= | u(r) =0, (3.56)
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que satisface
u (0) = 0. (3.57)

Aqui hemos parametrizado a la energia positiva usando (3.5). En los problemas de
dispersién, tipicamente V' (r) es de rango finito b (es decir, que V(r) ~ 0 para r > b
y por lo tanto puede despreciarse), y entonces para r grande las soluciones son de
la forma

Rkl(r) = Aljl<k7') + Bml(kr), r = b, (358)

donde j; v n; son las funciones de Bessel esféricas, relacionadas con las funciones de
Bessel de primera y segunda especie:

) = [ Tae), (3.59)
m(x) = \/ZNlH/z(w)- (3.60)

A; y B son dos constantes que deberfan determinarse (para cada [) para que la
solucion sea continua y bien comporatada en todo el espacio, para lo cual se necesi-
taria resolver la ecuacion para r < a, lo cual es muy engorroso. Para evitar este paso
concentrémonos en el comportamiento asintotico de la soluciéon radial en r > b, que
es de la forma

sin(kr — Ir/2)

Rkl('f’) = Al(k) Ior — Bl(k)

cos(kr — Im/2)
kr ’

r>b. (3.61)

Si el problema fuera el de una particula libre, la solucién (3.58) seria valida para
todo r y no sélo en forma asintética. En este caso deberiamos tomar B; = 0 ya que
la funcion n; es divergente en el origen y buscamos soluciones regulares. La presencia
de un B; no nulo viene determinada por el potencial, y cuanto mas intenso sea éste,
mayor la dispersién que produce y mas importante el B;. Si escribimos en (3.58)

Bl = —Al tan (Sl (362)

obtenemos
sin(kr — Im/2 4 §,(k))

kr

donde C; = A;/ cos ¢, es otra constante. Observamos que el comportamiento asint6ti-
co de la onda parcial | es el mismo que el de la particula libre, pero con una fase
corrida en ; . Por ello §; se denomina corrimiento de fase producido por el potencial.
Estos corrimientos de fase (o phase shifts en inglés) dependen de la energia, o del
ntimero de onda k en modulo. Veremos que la amplitud de dispersion y por lo tanto
las secciones eficaces js6lo dependen de los corrimientos de fase! y por lo tanto éstos

Ry(r) ~ C (3.63)
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poseen toda la informacion que nos interesa. Entonces, en lugar de resolver la ecua-
cion diferencial completa para todos los valores de r, utilizaremos las expresiones
asintoticas (3.58), a las que le impondremos las condiciones de contorno.

La solucién mas general posible de energia definida (k fijo) es la superposicién

Yi(r) = Zaksz}m(@, ©) Ry (). (3.64)

Ilm

y resta encontrar los coeficientes ay,, imponiendo las condiciones de contorno en
|r| — oo, ecuacion (3.7). El problema que se nos presenta es que la funcién de onda
incidente est4 expresada como una onda plana e?*” que es una solucién de particula
libre de la ecuacién de Schrodinger que se obtiene separando la ecuacion de onda
en coordenadas rectangulares, mientras que las soluciones (3.58) y (?7?) se obtienen
separandola en coordenadas esféricas. Para poder imponer condiciones de contorno,
necesitamos que todo esté expresado en el mismo lenguaje, y comparar bananas
con bananas. Esto es posible, ya que siendo ambas formas soluciones de la misma
ecuacion, la onda plana incidente debe poder expresarse como una combinacion lineal
de las soluciones (3.54) junto con (3.58). Vamos a omitir los detalles, y simplemente
escribir la expansion de la onda plana en armonicos esféricos. El lector interesado
puede consultar la Referencia [11] donde se muestra que

e = A Y iV (k)i (k) Vi (7). (3.65)
Ilm

Si ademaés utilizamos el teorema de adiciéon para los armoénicos esféricos,

47

o111 2 Yin(B)Yin(F) = Pk - 7) = Pi(cos ), (3.66)

m

donde v es el angulo enter r y k , obtenemos para la onda plana la expansion

e =3 "l (21 + 1) ji(kr) Py(cos ). (3.67)

Tomemos al vector incidente k en la direcciéon del eje polar, por ser el eje de
simetria rotacional del sistema. En tal caso, k- r — krcosf = kz. En ese caso,
ademas, el angulo ~ se reduce al angulo 6, y entonces

e =3 "il(21 + 1) (kr) Py(cos ). (3.68)
l

Escribimos ahora la condicién de contorno (3.7) expresada como expansién en
ondas esféricas,

ezkzr

Virlsoo ~ 30120+ 1)y (kr) Pi(cos 0) + f1(0) - (3.69)
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que utilizando la forma asintOtica para j; se escribe

: _ ikr
Virosoo ~ S 121 + 1)81“(1‘””“ "7/2) b (cos ) + fk(e)er .
l

(3.70)

Por otro lado, la forma asintética de la solucion general (3.71), para k en la direccién

del eje z es

sin(kr — 7 /2 + §;)
kr ’

U(r,0) = aP(cosb) r grande. (3.71)
1
donde reemplazamos la parte radial por su forma asintética.

Igualando los coeficientes de exp(—ikr)P,(cos ) en los lados derechos de (16,37)
y (16.39) obtenemos

— (21 4 1)it = —e7 W gy, (3.72)
O .
a(k) = (21 + 1)i'er® (3.73)
Si ahora igualamos el coeficiente de exp(ikr),
- 2l - 2155
5ok Pl(cos ) + fr(cos) = ) Py(cos 6) (3.74)
1=0 1=0

obtenemos una expresion explicita para f(f) en términos de los corrimientos de
fase:

1 & ,
fr(0) = e S(21 + 1)e™® sin §,(k) Py(cos 0) (3.75)
1=0
de manera que la seccién eficaz diferencial toma la forma
O = IAOF = 5 3 (214 1) (2 4 1)
dQ g =

LI=0 (3.76)
sin 0;(k) sin &y (k) P,(cos 0) Py (cos 0)

La integral sobre ) de esta seccion eficaz diferencial da la seccion eficaz total. Uti-
lizando la ortogonalidad de los polinomios de Legendre se obtiene finalmente:

do do 4 .92
/deQ 27?/ duﬁ 2 ;}(2[—4—1)811& a1 (k) (3.77)

Vemos que hemos obtenido una expresiéon muy simple para la seccion eficaz de
dispersion en términos de los corrimientos de fase,

4
]{;T Z (20 + 1) sin® §;(k), (3.78)
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Si comparamos esta expresion con la ec. (16.43) que da fi(0), se tiene la importante

relacion
4
0= Im fr(6 = 0) (3.79)

Este resultado se conoce como el teorema oOptico y refleja la conservacion de la
probabilidad. Se llama asi por la analogia con lo que sucede con la luz cuando
atraviesa un medio. En efecto, cuando las ondas electromagnéticas inciden sobre un
centro dispersor, la secciéon eficaz del mismo es proporcional a la parte imaginaria de
la amplitud de dispersién de la onda. El célculo que lleva a esta relacion se hace a
partir de la potencia total absorbida por el centro dispersor, que a su vez se obtiene
de los vectores de Poynting de las ondas incidente y dispersada.
La seccion eficaz total puede escribirse como

0 4
c=S0, o= ki;(m + 1) sin2 (k). (3.80)
=0

La cantidad o; es la seccion eficaz parcial para la dispersion de la particula en el
estado [ de impulso angular. Notemos que la seccion eficaz total o no hay interfe-
rencia entre las diferentes ondas parciales; este efecto, en cambio, esta presente en
la seccién eficaz parcial do/dS).

Am(20+ 1
o < 77(]{;2—’_) =4r(2l + 1)X (3.81)

Para visualizar el significado fisico de las ondas parciales es conveniente pensar
por un momento en términos clasicos, dividiendo el haz de particulas incidentes en
zonas cilindricas de radios: (I + 1)X = X,2X,3X--- (X = h/p), como se muestra en
la Fig. (3.4). Todas las particulas con el pardmetro de impacto clasico b entre IX y
(I + 1)X viajaran en la zona cilindrica [* y

ofasiea (20 4+ 1) X2 (3.83)

ya que (2] + 1)X* es la superficie del anillo [-ésimo.

Comparando este tltimo resultado con (3.80) vemos que la seccion eficaz clasica
es menor en un factor 4. Esto se debe a la inevitable presencia de efectos de difraccién
para los cuales es responsable la naturaleza ondulotoria de la materia; mas detalles
se daran al discutir la dispersién por una esfera rigida.

3Como la dimensién transversal de una onda plana es infinita, es de esperar que contenga todos
los posibles valores del pardmetro de impacto

0=1Ih/p=IX (3.82)
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Figura 3.4: Las particulas con con el parametro de impacto clasico ¢ entre (X y
(I + 1)X viajaran en la zona cilindrica [. El alcance del potencial es b.

Si el alcance del potencial es b, clasicamente habra dispersién en el anillo [ cuando

IX < b. De ahi se puede inferir que en caso cuantico y para un potencial de corto
alcance:

= contribuira solamente un ntimero limitado de ondas parciales con [, = kb,
= si para un dado [ es Al > b, serd o; ~ 0,
= si XA > b solo 0,— serd apreciable (energias bajas),

» si A < b contribuyen todas las ondas parciales (energias altas).

3.6. Determinacion de corrimientos de fase

Veamos como se determinan los §;(k) a partir de un potencial V. Supondremos
que V' se anula para r > b, siendo b el rango del potencial. Para para r > b) la
funcién de onda tiene una forma asintotica que es superposiciéon de ondas esféricas:

Uilr) = SO+ D Ru(r)Pilcosd) (> (3.84)

(27)
Ryi(r) = ¢ [cos 0;(k)ji(kr) — sin &, (k)ny(kr)] . (3.85)

En la zona interior tendremos que resolver la ecuacion radial de Schrodinger de ma-
nera aproximada, analiticamente, numéricamente, etc. Supongamos haber obtenido
tal solucién Ry (r) para 0 < r < b. En r = b, la funcion Ry(r) y su derivada deben
ser continuas. Introducimos, entonces, la derivada logaritmica

(k) = szl O (dR;“;(T>>T_b (3.86)
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que podemos evaluar por medio de (3.85):

cos 0;(k)j;(kb) — sin &;(k)nj(kb)

au(k) = kcos 01(k)ji(kb) — sin &y (k)n (kb)

(3.87)

que si conocemos las derivadas logaritmicas en r = b, podemos invertir y el corri-
miento de fase d§;(k)

ay(k)ny(kb) — knj(kb)
ay(k)ji(kb) — kjj(kb) -
Esto significa que los corrimientos de fase dependen del potencial solamente por
medio de las derivadas logaritmicas correspondientes. Es mas, la elecciéon del punto
b es arbitraria (siempre que corresponda a la regiéon donde el potencial se anula). Solo
necesitamos entonces integrar la ecuacion radial desde » = 0 hasta b para obtener
los oy

cot 6;(k) = (3.88)

Ejemplo: esfera rigida
Es interesante mencionar la dispersiéon por una esfera rigida de radio b. El po-
tencial es
00 arar < b
V(r) = P (3.89)
0 parar > b

En este problema ni siquiera necesitamos de los oy (que valen 0o). Solamente tenemos

que saber que en r = b la funcién de onda se anula ya que la esfera es impenetrable.
Serda Ry(r)|,_, = 0y de (3.85),

cos 0;;(kb) — sin §;ny(kb) = 0 (3.90)

Por lo tanto conocemos los corrimientos de fase para todo [, sin haber hecho ninguna
aproximaciéon. En particular para [ =0 :

—cos kb/kb
cot 60(1{5) = W = —cot kb, (391)
(0]
5o = —kb (3.92)

3.6.1. Relacion entre el corrimiento de fase y el potencial

Consideremos primero la dispersién [ = 0 por la esfera rigida. Segun (3.85) la
funcion de onda radial para r > b, omitiendo el factor ¢;, se comporta como

sin kr 4 sindg cos kr _ sin (kr + (50). (3.93)

Ry(r) ~ cos dg o o
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Figura 3.5: La funcion rRy(r). La curva punteada es para V' = 0 y se comporta
como sin kr. La curva sélida, desplazada en b = —dy/k, corresponde a la dispersién
de la onda s por la esfera rigida.

Luego, si representamos ug(r) = rRy(r) en funcién de r, obtenemos una onda sinu-
soidal, que comparada con la onda libre sinusoidal esta corrida en b = —dq/k; ver
figura 3.5. Ahora tomamos el potencial atractivo representado por el pozo cuadrado:

—Vo parar <b

0 parar>b" (3.94)

Vpozo cuad. (’I“) - {
cuyo rango y profundidad son b y V4. La solucién externa para la funciéon de onda
estard de nuevo dada por (3.93). La solucién interna también es de la forma sinusoidal

sin k'r
Er

, 1
K = y/2m (B + 1), (3.96)

es decir, que tendra una curvatura mayor que en el caso de la particula libre. Podemos
convencernos facilmente que al crecer el potencial lentamente desde cero hasta su
valor final, la funcién de onda tendera a oscilar cada vez mas rapidamente en la
region del potencial, como se ilustra en la figura 3.6

Ademas, de la expansién asintotica de la parte radial,

{ﬁ sin (kr — %T) ) si Vi(r)=

Ro(r) ~ (3.95)

con

ctsin(br =12 40), siV(r)#

0
(3.97)
kr 0

RZ(T‘) —

r—00

vemos que el comportamiento anterior de la funciéon de onda dispersada es valido en
general. Es decir que el efecto del potencial consiste en “empujar hacia dentro” a la
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Figura 3.6: Un potencial atractivo “empuja para dentro” a la funcién de onda dis-
persada.

funcién de onda cuando §; > 0 (ver la figura 3.6) o en “empujarla para fuera” cuando
9, < 0. Podemos también concluir que: un corrimiento de fase positivo (negativo)
corresponde a un potencial predominantemente atractivo (repulsivo).

La Fig. 3.6 sugiere que un potencial atractivo puede ser lo suficientemente fuerte
como para empujar a la onda parcial [ = 0 en 180°; ver la figura ??7. Lo intere-
sante de este caso es que, por ser sin?d, = 0, resulta: o;—g = 0. Y si, ademas,
la energia de la particula incidente es lo suficientemente baja, para que se puedan
despreciar las contribuciones de las ondas parciales con [ > 0, habrad una perfecta
transmision de la onda incidente (o = 0). Este fenémeno se conoce como el efecto
de Ramsauer-Townsen y fue observado experimentalmente. Por ejemplo, al bom-
bardear los dtomos de los gases raros con electrones, la seccion eficaz presenta un
minimo pronunciado para una energia incidente de ~ 0,7 eV.

3.6.2. Dispersion a bajas energias

Como ya vimos, cuando A = 1/k es comparable a o mayor que el rango b, las on-
das parciales con [ grandes no son en general importantes. Examinemos brevemente
el comportamiento de 9; para valores pequenos de k. Usando que para = pequeno,

!
x 20— 1!
() ~ —H DY (3.98)

JEs]

M e
donde (21 4+ ! =214+ 1)(2l —=1)---5-3 -1, para kb < 1 serd,

(20 — DL+ DN+ 1+ boy(k)

t0(k) ~ :
CO l( ) (l{}b)QH'l [ — bOél(l{?) (3 99)
Luego cuando kb — 0, ay(k) — a4(0) y vemos que
sin &y (k) ~ k2. (3.100)

Es decir que la seccién eficaz, dada por (3.80), serd proporcional a k% y por lo tanto
muy pequena, excepto para la onda s :

47
0 X~ 01=0

_:ﬁ

47

sin? §y =



Dispersion de particulas 79

Vemos entonces, una vez mas, que para energias incidentes suficientemente bajas,
las contribuciones a la seccion eficaz de todas las ondas parciales con [ > 1, pueden
despreciarse. Esto también implica que a bajas energias la dispersion es isotrépica.

3.6.3. Longitud de dispersion
De (3.151) tenemos ademés que para kb < 1,

1 _ 1+ bOéo(O)

]lﬁli%k’cot do = = Po (0] (3.102)

donde a es la longitud de dispersion cuyo significado fisico veremos enseguida. De
(3.101) resulta:

lim o0 = 4ma? (3.103)
k—0

En el caso de la esfera rigida la (3.151) se reduce a:

(20 — )20 + 1)1
(kR)2l+1 )

(cot 9y(k)) (3.104)

esf.rig.

de donde también vemos que es correcto ignorar todos los &; con [ # 0 y que
Qestrig. = b. También

Ocstrig. = 4mb’,  para kb < 1. (3.105)

Podemos concluir que cuando k& — 0, el potencial actia, cualquiera sea su forma,
como una esfera rigida de radio a.

Significado fisico de la longitud de dispersién

Partimos de la solucion externa (3.93) para el problema de dispersién por un
potencial de corto alcance en limite kr < 1 :

uo(r) = ALY (kr cos dg + sin dg) (3.106)

Recordando que la funcién de onda interna se anula en r = 0, podemos dibujar
tres diferentes casos, como muestra la figura 3.7. Si nos preguntamos para que otro
valor de r se anula la funcién de onda, encontramos de (3.106) que eso ocurre en
r = —k~!tandy, que es exactamente la relacién (3.102) que define a la longitud de
dispersion. Tenemos entonces una interpretacion geométrica para a y una manera
de visualizar a la relacion (3.103). Mientras que para la esfera rigida uo(r) se anula
en r = by la seccién eficaz estd dada por (3.105), en el caso general ug(r) se anula
enr =ay o estd dada por (3.103). La tnica deferencia es que a puede ser negativa.
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Figura 3.7: Funcién de onda uo(r) para (a) potencial repulsivo, (b) para potencial
atractivo, y (c¢) para una atraccién major. La interseccién de limy,_, ug(r) con el eje
r se muestra en cada uno de los tres casos.
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Para ver el significado del signo de a, analizemos de la ecuacion radial

ug(r) — 27;1‘/(7’)110(7“) + K*up(r) = 0;  up(0) =0 (3.107)

para k = 0. En la region donde V() es atractivo (negativo) u”(r) es negativa (si u(r)
es positiva) y por lo tanto tiene que ser céncava hacia abajo. Cuanto mas negativo es
V(r) tanto major es la concavidad. La cuestion es si la concavidad es suficiente para
curvar a u(r) y orientarla hacia abajo mientras que actua el potencial, Esto, a su vez,
esta intimamente relacionado con la existencia del estado ligado, ya que para que
haya un estado ligado es necesario que, para r > b, u(r) se junte con una funciéon de
la forma e "t" cuya pendiente es negativa. (Notemos que para valores pequenios de
kr,e "L" es también esencialmente una rectay a = Hzl). En resumen, si el potencial
es suficientemente atractivo pruducira un estado ligado y a serd positiva. En el caso
contrario a es negativa y la funcién de onda crece exponencialmente para distancias
grandes. Tales estados se llaman virtuales o anti-ligados.

3.7. Matriz de dispersion

Observemos que existe otro par de soluciones linealmente independientes de parte
radial la ecuaciéon de Schrodinger para particulas libres en coordenadas esféricas.
Estas son las funciones de Hankel esféricas, que se definen como

hi(kr) = 3i(kr) 4+ ing(kr) (3.108)

junto con su compleja conjugada hj(z). Su expansién asintdtica es

6i(kr—l7r/2)

hl(k‘?“) ~ T,

(3.109)

hi(kr) representa entonces una onda esférica saliente, mientras que hj representa la
onda entrante. En esta base, podemos escribir la solucién de la ecuacion radial como

Ry (r) = Dy [k} (kr) + Sy(k)hi(kr)] (3.110)

D, y S; son funciones de k que deben determinarse, y pueden expresarse en términos
de ¢; y §; como
Si(k) = ¥® (3.111)

y es llamada la matriz de dispersion. Observemos que

1Su(k)| =1 (3.112)
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lo que se conoce como relacion de unitariedad para la onda parcial [, e indica que
solo puede haber un cambio de fase en a onda saliente. podemos escribir

cot &;(k) +1
k)= ————— A1
Si(k) cot &;(k) — i (3:.113)
Esta expresién también puede reacomodarse en la forma
2i
Sik)—1= ————. 3.114
(k) cot 0y (k) — i ( )

3.8. Estados Ligados

Consideremos ahora un potencial atractivo y de corto alcance, de modo que
V(r) = 0 para r > b. Sabemos que las soluciones de la ecuacién de Schrodinger
radial [véase (3.56) y (3.55)] de energia negativa en la regién r > b son de la forma

Rnl<r) = Cnlhl(ilinr) (3115)

donde h; es la funcién de Hankel (3.108), que posee un comportamiento asintético
exponencialmente decreciente h;(iz) ~ e %/iz.* La energia de estas soluciones se
parametriza como

h2k2
C 2m
donde k, es una cantidad real. Para determinarla, y con ello los valores de las
energias, debemos igualar las derivadas logaritmicas de (3.115) en r = b,

Kh;(z'/{b)

hl(ll{b)
con las de la solucién para r < b (que depende del potencial y habré que obtener de
algin modo)5. Es interesante destacar que si evaluamos el corrimiento de fase para

E, = (3.116)

(3.117)

a(ik) =i

“La funcién de Hankel esférica de segunda especie h}(z) = ji(z) — ini(z) es linealmente inde-
pendiente de la de primera especie, pero para argumento imaginario, su comportamiento asintético
es exponencialmente creciente, h*(ix) ~ et /iz, y entonces debe descartarse.

°Es interesante que las derivadas logaritmicas de h;(iz) son cocientes de polinomios de igual
grado:

h

/
o(ix) 1+
=— 3.118
ho(iz) x ( )
h (i) 2+ 27 + 22
- _ 3.119
hi(iz) x + x? ( )
hy(iz) — 9+9x+ 422 + 23 (3.120)
ho(iz) 3w+ 922 + a3 ’

= (3.121)
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el problema de energias positivas (3.88),
ay(k)ny(kb) — knj(kb)
ay(k)ji(kb) — kji(kb) -

pero en el valor £ — ik, de los estados ligados, y reemplazamos la derivada lo-
garitmica a;(k) por (3.117) obtenemos

cot 0;(k) = (3.122)

aq(ikn)ny(iknb) — ikn)(ik,D)

t 0, (ik,) = L)L TATRRD) 3.123
cot &(irn) ay(ikn)Ji(iknb) — ik, J] (ik,D) ( )
que usando la definicién de las funciones de Hankel (3.108) se reduce a

cot 0 (iky,) = i. (3.124)

En base a (3.113) vemos entonces que para un estado ligado se verifica que

_cot §(iky) + i

Sy (iky) = = 00, (3.125)

cot &;(iky,) — @
es decir que la matriz S, pensada como una funcién en todo el plano complejo S;(k)
tiene polos en cada uno de los estados ligados k = ik,,. Mas precisamente, los polos
de los estados ligados (k, > 0) estan sobre el semi-eje positivo de x y los de los
estados virtuales (k, < 0) estdn sobre el semi-eje negativo de k.

Consideremos un estado débilmente ligado, es decir que satisface k,b < 1, po-
demos usar entonces la expresiéon para argumento pequeno de hy,

hi(x) — —Z(Q{r;ﬂl)” (3.126)
y obtener de (3.117):
a(ik) = —H_bl (3.127)
o equivalentemente
l4+14ba; (i) =0; para kb<1 (3.128)

Esta es la condicion, a orden k,b, para que exista un estado ligado con E,, ~ 0. Mas
precisamente, (3,128) es la condicién para tener un estado ligado con

h2k2 h?
E, = —n 3.129
2m < 2mb? ( )

Luego, en el caso de existir un tal estado, por la continuidad de a;(k), la cantidad
+ 1+ boy(k = sera pequena. La expresion (3. para cot 0;(k),
[+ 14 boy(k=0 A L om (3.151 0(k
(20 — D20+ DML+ 1 + by (k)
(kb)2+1 [ — boy (k)

cot (k) ~ (3.130)
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nos indica que cot §;(k) serd pequeno, y por lo tanto la cantidad

1

in? (k) = ——>——
sin” oi(k) 1 + cot? 6;(k)

(3.131)
se verd incrementada (al igual que el valor de ¢;(k)) respecto del valor que tendria
de no existir el estado ligado, al igual que la seccion eficaz parcial

o; = — sin® §;(k). (3.132)

esto implica que el valor relativo de sind; (y por lo tanto de o;) sera incrementado
con respecto al valor que tendria de no existir el estado ligado®.

3.9. Extension analitica de la matriz S

Observamos que existe una intima relacion entre los estados ligados y los es-
tados de dispersion. Luego seria deseable tener una descripcion tedrica que englo-
be tanto a las soluciones de la ecuacién de Schrodinger con energias positivas co-
mo con energias negativas. Esto lo hacemos extendiendo analiticamente la matriz
de dispersion (3.111), S;(k) = *%*) definidas como funciones de la variable real
k =+v2mE/h, a la regién de los valores complejos de k

k—k=k+ix (3.133)

que corresponden a las energias complejas’,

il h%k? n* o, 9 .
E—my:E—EZQm:%(k — K + 2ikn) (3.134)
Volvamos por un momento al comportamiento asintético de la funcién de dispersada
en el lenguaje de las funciones de Hankel (3.108), que para [ = 0 es proporcional a

efzkr ezkr

+ Szzo(k)T. (3.135)

6Cuidado, los términos de orden xb hacen la diferencia entre cotd; = 0, que se obtendria al
llevar (3.128) a (3.130) y el resultado (3.124), cot §; = ¢, que es la condicién correcta para un estado
ligado. Por ejemplo, para | = 0 la funcién de onda del estado ligado es hg (ikpr) ~ —e ™ "L" /kpry
de (3.117), en lugar de (3.128), se obtiene 1 + Rayg (ikr) + kLR = 0, que al ser usada en (3.130)
conduce a cot §g ~ (1 + Rag (ikr)) / (—Rayg (ikr)) / (ikpdb) = (—kLd) / (1 + kpbd) / (ikpb) >~

"Valores complejos de energia son usados en la fisica para describir los estados no-estacionarios
de un sistema. Como ya vimos, la cantidad I determina la probabilidad de decaimiento y se llama
constante de decaimento; I' serd positiva si la funcién de onda decrece con el tiempo (que es el
caso de un decaimieto radioactivo) o negativa si la norma de la funcién de onda aumenta con el
tiempo, que corresponde a los procesos de captura (por ejemplo, cuando el nticleo 4tomico captura
a un nucleén).
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Comparémosla con la funciéon de onda para un estado ligado para r > b

—RLT
e L

(3.136)

r

La existencia de un estado ligado implica que existe una soluciéon no trivial de la
ecuacion de de Schrédinger con £ < 0 para un valor particular (discreto) de sy
Podemos argumentar que e /7 es como e~**" /1 excepto que k es ahora imaginario
puro. Una diferencia importante entre (3.135) y (3.136), ademas de k — ixp, es que
en el caso del estado ligado no tenemos el analogo de la onda incidente e=*" /r. Lo
que es de interés fisico es el cociente entre los coeficientes de e*” /r y e=*" /r que
es Sj—o(k). En el caso del estado ligado podemos sostener la onda saliente (con k
imaginario) sin que exista la onda incidente. Por lo tanto el cociente es co, lo que
significa que Sj—¢(k) tiene un polo en k = ixy. Es decir que el estado ligado implica
un polo (que se puede mostrar que es un polo simple) sobre el eje positivo imaginario
del plano complejo de k. La regién para la dispersion fisica corresponde a k real y
positivo (k = k) y a do(k) real.

Ademas, cuando k — 0,k cot dy(k) toma el valor limite —1/a (3.102), que es
finito. Luego dy tiene que comportarse como:

—RkRLT

So — 0,47, - (3.137)
Vamos ahora tratar de construir una funciéon simple que satisfaga:
» Polo en k = ik, (existencia del estado ligado).
» |S)—g| = 1 para k real y positivo (unitariedad).
s S;—9 =1 en k =0 (comportamiento de umbral).

La funcién mas simple que satisface las tres condiciones es:

—k — ik
Si—o(k) = k—imLL (3.138)

Podemos ahora usar (3.114) para [ = 0, y extendida a todo el plano complejo k,

21
Sok)—-1l= —rn-—— 3.139
i=o(k) cot dg(k) — i ( )
y despejar
cot §y = & (3.140)

k
Al tomar el limite se obtiene

, 1
&g%kcot 0 = —Kp = — (3.141)
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que es la bien conocida la relacion entre el estado ligado y la longitud de dispersion.
Discutiremos ahora algunas propiedades generales de la matriz S. Demostremos
primero que la generalizaciéon de la condicion de unitariedad (3.112) es

Si(k)S; (k) = 1 (3.142)

Para simplificar los cédlculos vamos a hacer la demostracion para [ = 0, usando la
ecuacion radial (3.56) que ahora escribimos como

u’(k,r) — -V (r)u(k,r) + k*u(k,7) =0, u(k,0) =0 (3.143)

Las soluciones de de esta ecuacion continen dos constantes arbitrarias, que tomare-
mos como u(k,0) y una constante multiplicando toda la amplitud. Luego, ignorando
la segunda

u(k,r) ~ e " — S(k)e™*"
1

S(k)
Antes de deducir (3.142) analizaremos el reemplazo k — —k. La ec. (3.143),
incluyendo las condiciones de contorno en r = 0, es invariante con respecto a este
cambio, mientras que para u(—k, ) obtenemos

ikr —ikr (3144)

u(—k, ) ~ e* — S(—k)e " (3.145)
Vemos que (3.144) y esta son la misma solucion de la misma ecuacién y por lo tanto
Si(k)Si(—k) =1 (3.146)

Del mismo modo escribimos (3.143) para k*
u” (K, r) — ﬁV(r)u(k )+ k2w (k*,7) =0 (3.147)

y tomamos el complejo conjugado, resulta
2

u" (K1) — h—ZLV(T)u* (k*,7) + k2u* (k*,r) = 0 (3.148)

donde, una vez més, u* (k*,7) es una funcién de k y no de k*. De nuevo la tltima
ecuacion es la misma que (2.206) y (2.207) toma la forma

u* (K, 7) ~ e — S* (k*) e, (3.149)
que al comparar con (3.144) nos lleva a (3.142). De (3.142) y (3.146) es facil ver que
también se satisface la relacién

Sp(—k*) = 5] (k") (3.150)

como también que S;(k) dada por el ejemplo anterior, ec. (3.138), satisface las con-
diciones (3.142) y (??). En resumen hemos demostrado que:
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» (3.142): si la matriz Sj(k) tiene un cero para un valor complejo kg, tendré que
tener necesariamente un polo en ki = kj.

» (?7): si la matriz Sj(k) tiene un polo para un valor complejo ki, tendrd que
tener necesariamente otro polo en ki = —kj.

3.10. Dispersién resonante

Sabemos que a energias muy bajas la dispersién ocurre dominantemente en el
canal s. Examinaremos ahora los procesos de dispersion a energias un poco mas altas
para que las ondas con [ > 1 también entren en juego. Supondremos, sin embargo,
que kb continta siendo lo suficientemente pequeno para que la aproximaciéon de
cot 0;(k) a bajas energias, ec. (3.151),

(20 — D21+ DU T+ 1 + bay(k)
(kb)2+1 [ — boy(k)

cot 0y (k) ~ (3.151)
siga siendo vélida. De esta vemos que si estamos cerca de la energia Er = 2kgh?/2m,
para la cual | + 1 + bay(k) pasa por cero, i. e. si

[+ 1+bo (kr) =0, para kgb< 1. (3.152)

cot §;(F) también pasard por cero. [Notese la similitud con (3.128)]. En esta situacién
o, sera proporcional a k72 y por lo tanto relativamente grande. Este tipo de salto
en la seccién eficaz se denomina resonancia (o dispersion resonante); véaser la figura
3.8.

Expandiendo «;(E) en torno a Eg, obtenemos:

ooy (E
ou(E) = o () +<E—ER>( ol )) b @)
OE )y g,
y de (3.152) resulta:
ooy (E
l+1+boq(E):(E—ER)b< aul )> . (3.154)
OF )y g,
Luego la ec. (3.151) se puede ahora expresar en la forma (I — Roy(E) ~ 2l + 1):
2(F—FE
cot §(E) ~ —M, (3.155)
[gr
donde 241 R
2
Ty = — 1 (3.156)

[(21 = 1)1 (222

E=Ep
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gy

Ancho a media altura =I'gr

Figura 3.8: Pico resonante en la energia Eg, con un ancho igual a I'r. Cuando
E=FEr+ %R, 0(E) cae a la mitad de su valor maximo que alcanza para E = Eg,
y por lo tanto I'g es el ancho de la resonancia.

3al(E))
OE ) E=Epg <

(Se puede demostrar que para el decaimiento de un estado resonante (

0 y por lo tanto I'r > 0.) Es decir que cerca de una resonancia

47
sl

F2
R
4(E — ER)* +T%

o(E) (20 + 1) (3.157)

que es la formula de Breit-Wigner representada en la figura 3.8 De la ecuacion
(3.156) vemos que, cuanto més rapidamente varia «;(E) con respecto a E tanto mas
angosta sera la resonancia. También se ve que cuanto menor sea el valor de kb y
mayor el valor de [ para el cual ocurre la resonancia, tanto mayor serd el ancho I'g.
Para [ > 1 la resonancia se produce cada vez que cot §;(E) se anula, o cuando:

1
5, (Ex) = (2 + n) 7r (3.158)
donde n es un entero. Ademas de (3.154) vemos que cerca de la resonancia 6;(F) se
comporta como:
™ E— ER

0(F) = - +arctan | ———— | . 3.159

() = avtan (£ (3.159)
Es decir que al pasar E por Eg, el corrimiento de fase varia bruscamente desde
un valor préximo a cero (mas nm ) a un valor préximo a m (mas nw ); el salto se
produce en un pequeiio intervalo de enrgia de orden de I'g, como se ilustra en la
figura 3.9. La condicién (3.152) para una resonancia es muy similar a la condicién
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0

NIE]

Br
Figura 3.9: Comportamiento de §;(F) cerca de una resonancia.

(3.128) para un estado ligado. Hasta cierto punto la resonancia es un estado ligado,
pero con energia positiva. Veamoslo con més detalles. Para un potencial atractivo
V(r), el potencial efectivo que ve la particula incidente es:
2

Viel(r) = V() 4 LD ;g;”
donde el tltimo término es la barrera centrifuga (ver la figura 3.10). La particula que
estd en un estado resonante es detenida por la barrera centrifuga. Eventualmente,
sin embargo, puede atravesar la barrera por el efecto tinel, con una constante de
decaimiento I'g. Obviamente, cuanto mas baja sea la energia de la particula tanto
mas tiempo estard dentro del pozo. Cuando la particula incidente llega con una
energia préoxima a la energia resonante tiene una mayor probabilidad de ser atrapada
en un estado cuasi-ligado. Esta mayor probabilidad, a su vez, se refleja en el aumento

de la seccion eficaz.
Haciendo £ — E = E —iI'/2 de (3.157) y (3.159) resulta

E—-Erp—iy E-—Ej

(3.160)

S(E) = = 3.161
® E—FEr+ii E—Epg (3.161)
Vemos que S;(E) tiene un polo en
.FR hQ 2 2 .
ER:ER—Z? = % (kR_I{R—’_QZkRI{R) (3162)

Analizaremos primero los polos de S(k) en el plano k. La ecuacién (?7?) suguiere que
k* — k% k* — k} + 2ikgrg + K%

k pu— pu—
) = e e T R = ik 1

(3.163)
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N

E \RA(41)

N 2mr2
~

Estados resonantes { 1 —=--

Estados ligados { + V/

R21(1+1)

2mr? al

Figura 3.10: Potencial efectivo resulta de sumar el término centrifugo
potencial V (r).

pero vemos de inmediato que esta S(k) no satisface la condicion (3.150). Modi-
ficindola apropiadamente (haciendo kg — k a orden % ) resulta
(k —kp) (k+kgr) k¥ — k% + 2iksg + K%

S(k) = = 3.164
(k) (k—kg) (k+ky) K2 — k% — 2ikkg + K% (3.164)

Hemos aproximado kg por k a orden x%, lo que es muy razonable ya que cerca de
la resonancia k ~ kp.
Para localizar los polos en el plano k estudiamos el comportamiento de la onda
s, dada por (3.144), agregdndole ahora la dependencia temporal. En el polo k = kg
es S (k=kr+irg) =00,y
U (kR7 r; t) ~ eierefiERt/h _ eierefiERt/hefl-eRrefFRt/Zh (3165)
La resonancia consiste en la captura de una particula seguida por su liberacion
con la misma energia. Como solo tenemos la componente saliente de la onda, lo
que estamos describiendo realmente es el decaimiento de un estado resonante. Sin
embargo, es obvio que antes de emitir la onda, primero la tuvimos que haber formado,
y que durante el periodo de formaciéon del estado, tienen que estar presentes también
las ondas entrantes. Con nuestro requerimiento (S = c0), las dltimas estédn siempre
excluidas. Por lo tanto, no estamos describiendo una situacion fisicamente realizable.
Pero, podemos obtener una realizaciéon fisica aproximada del decaimiento del estado
resonante, suponiendo que el sistema fue formado en un tiempo 7" muy anterior al
momento de la medicién. En esa situacion, y como se ilustra en la figura 3.11, la

funcién de onda en la region externa del potencial (r > b) tendra que ser:

» para r < v71: puramente saliente (N e’®7" con kg > 0) y aumentar con la
distancia (~ e """ con kg < 0), y
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Figura 3.11: Representacion esquematica de la onda emergente en una realizacion
fisica (aproximada) del decaimiento de un estado resonante en ¢t = T. Para r > b
la onda es saliente (kg > 0) y aumenta con la distancia (kg < 0). Este incremento
refleja precisamente el hecho de que las particulas que estan en r = v1 fueron
emitidas en un tiempo ¢t = —T cuando la intensidad de la fuente fue mayor.

= cero para r > vT,

donde v es la velocidad de la particula.

Es decir que el polo de S(k) para el decaimiento de un estado resonante estd
en el cuarto cuadrante del plano k. Por otra parte, la relacion (3.150) nos dice que
tiene que existir también un polo en el tercer cuardante. Este necesariamente debe
corresponder al proceso de captura de la particula. También, de

2h?
FR = —7k‘RIQR (3166)
m

vemos que ['r serd positivo para el decaimiento de la resonancia y negatifivo durante
su formacion. Esto es totalmente consistente con el hecho de que el valor absoluto
de la funcién de onda

| (kg, 7 t)|° ~ e 2erT =2l Rt/ (3.167)

dentro de una esfera de radio r = b, tiene que decrecer (I' > 0) para una resonancia
que decae y crecer (I' < 0) para una resonancia que se estd formando.

Finalmente para relacionar los polos de S(E) con los de S(k) tenemos que hacer
la transformacién de k en E. El plano k se trasformara en una superficie de Riemann
de dos hojas en el plano E. Si estas hojas se juntan a lo largo del semi eje 0 < E < o0,
donde se encuentran los estados fisicos de dispersion, la primera hoja corresponde
al semi-plano superior de k:

S(k) = S(E); (k= 0). (3.168)
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3.10 Dispersion resonante

Los valores de S(E), en la primera y segunda hoja de Riemann, para la linea de
ramificacion 0 < F < oo, estan relacionados por

S(E+ie) = S*(E—ie); (E>0) (3.169)

ya que en limite ¢ — 0, E 4 7€ corresponde, respectivamente, a +k.
En resumen, los polos de la matriz S estan distribuidos de la siguiente manera:

estados ligados (k;, =0,k > 0; E;, < 0,T';, = 0): sobre el semi-eje £ > 0 en
el plano k (sobre el semi-eje £ < 0 de la primera superficie de Riemann en el
plano E).

estados virtuales (k;, =0,k < 0; E, < 0,T', = 0): sobre el semi-eje k < 0
en el plano k (sobre el semi-eje E < 0 de la segunda superficie de Riemann en
el plano E).

estados resonantes en formacién (kr < 0,kg < 0; Egr > 0,I'; < 0): en el
tercer cuadrante del plano k (en el primer cuadrante de la segunda superficie
de Riemann del plano E).

estados resonantes en decaimiento (kg > 0,kgr < 0; Eg > 0,1, > 0): en
el cuarto cuadrante del plano k (en el cuarto cuadrante de la segunda superficie
de Riemann del plano E).

La region para la dispersion fisica corresponde a k real y positivo (k > 0,k = 0)
y al semi-eje F¥ > 0 de la primera superficie de Riemann en el plano E.



Capitulo 4

Particulas Idénticas

La indistinguibilidad de las particulas constituyentes de un sistema fisico, o sea
la no existencia de propiedades fisicas que permitan identificarlas individualmente,
tiene consecuencias mucho mas radicales en el contexto de la Mecanica Cuantica
que en la Mecanica Clésica. Veamos esto con mas detalles.

Cuando en la mecéanica clasica enfrentamos el estudio de un sistema con dos o
mas particulas idénticas (es decir, particulas indistinguibles por tener masa, carga,
momento angular y cualquier otra propiedad fisica idéntica) nada cambia en la
manera en que aplicamos las leyes de la cinematica y la dinamica respecto del caso
de una unica particula o de varias particulas diferentes.

Si se trata de particulas idénticas, podemos, eventualmente “numerarlas” (por
ejemplo, para dos particulas escribiendo las coordenadas con un subindice 71, 7o, etc.
para distinguir a las dos particulas) y entonces, conocida la posicion y velocidad de
cada particula del sistema en un instante inicial podemos, en el caso de la mecanica
clasica, seguir sus trayectorias aplicando las leyes de Newton, y reconocer en el
estado final cual particula ha seguido cada una de las trayectorias.

Es evidente que lo anterior no es posible en el caso de la mecédnica cuantica.
Basicamente, esta imposibilidad se debe a que, eliminada la nocién de trayectoria
(por el principio de incerteza), aunque sepamos con precision absoluta la posicién
inicial de cada particula idéntica del sistema, al no poder seguir o calcular trayecto-
rias individuales pues el momento p; estaria indeterminado, no podremos saber en
el estado final cual particula es la que ocupa una dada posicion. En otras palabras,
las situaciones a) y b) de la figura no pueden diferenciarse. Al intentar medir algin
observable, a lo sumo podremos medir la densidad de probabilidad de encontrar a
las particulas, y ambas situaciones daran lugar a la misma distribucién de probabili-
dad. Esto se conoce como principio de indistinguibilidad cudntico: Si un sistema estéa
constituido por dos particulas idénticas 1 y 2 , la densidad de probabilidad asociada
al sistema no permite determinar cual de ellas es la particula “1” y cual la “2”. Esto

93



94 4.1 Permutaciones y simetrias

implica que debe verificarse la identidad
[T(L,2) = [¥(2,1) (4.1)
lo cual nos dice que la funcién de onda debe satisfacer
U(1,2) = exp(ia)¥(2,1) (4.2)

Esto resultado es interesante dado que si bien el observable fisico permanece inva-
riante frente a la permutacion de particulas, jla funciéon de onda no tiene por que
hacerlo! Sin embargo, esta condicién es demasiado débil. La indistinguibilidad im-
pone que el Hamiltoniano sea invariante frente a la permutacion de particulas, y
esto a su vez impone valores precisos que puede tomar el valor de .

4.1. Permutaciones y simetrias

Consideremos primero el caso de dos particulas idénticas, con la funciéon de onda
U(1,2); el indice 1 especifica las coordenadas espaciales r; y de spin s; y andloga-
mente el indice 2. A la particula descripta por el primer argumento de la funcién
de onda la llamaremos primera particula y a la descripta por el segundo argunn-
to segunda particula. Es decir que W(1,2) es la amplitud de observar la primera
particula en el punto 7 con el valor de spin s; y la segunda particula en el punto ry
con el valor de spin s,. Notese que al proponer estos nombres no estamos agregando
ninguna informacién adicional y tanto la mateméatica como los aparatos de medicion
tendran que tratar a las dos particulas de forma totalmente equivalente.

Decir que dos particulas son idénticas significa que no existe ninguna interac-
cién que pueda diferenciarlas. En otras palabras, todo operador que corresponde a
un observable fisico tiene que ser simétrico con respecto a las coordenadas de las
particulas. Por ejemplo, un Hamiltoniano de lla forma

2 2
H = %+%+pr(|rl — 73]) + Vext (1) + Ve (72) (3.1)
es simétrico con respecto al intercambio de los indices 1 y 2. Aqui V. es la in-
teraccion entre las dos particulas, y V. representa el acoplamiento con un campo
externo.
Es conveniente introducir en este punto un operator Pjs, cuya accion consiste
en intercambiar o permutar a la particula 1 y la particula 2, 7.e. un operador de
permutacién de particulas:

Pl(1,2) = ¥(2,1). (4.3)
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Debe cumplirse que
PLU(1,2) = Po¥(2,1) = ¥(2,1), (4.4)
para cualquier funcién ¥(1,2), y por lo tanto

P%L=1. (4.5)

Ahora, dado que el Hamiltoniano es simétrico respecto del intercambio de particu-
las, conmuta con este operador,

(P2, H] =0 (4.6)

Esta simetria, llamada simetria de intercambio, implica que el Hamiltoniano po-
see una degeneracion, la degeneracion de intercambio®: si considero a ¥(1,2) una
autofuncion de H con energia F,

HU(1,2) = EU(1,2) (4.9)

entonces, la autofuncion W(2,1) = PpW(1,2) también es autofuncion de H con la
misma energia:

HU(2,1) = HPV(1,2) = PpuHU(1,2) = EPLU(1,2) = EV(2,1).  (4.10)

Para clasificarlas, buscamos los autovalores y autofunciones de Pjs

PoW,(1,2) = A\0,(1,2) (4.11)
Por (4.5) tenemos
U,(1,2) = A2U(1,2), (4.12)
O?
A =1, (4.13)
es decir que
Ap = £1, (4.14)

'Supongamos que tenemos un operador O que conmuta con H, y tomemos un autoestado de
H con energia E:

H[p) = E[p) (4.7)

Entonces, la funcién |¢) = O|y) también es autofuncién de H con la misma energia. En efecto,
H[¢) = HOY) = OH|y) = EO|¢) = E|¢) (4.8)

Salvo que correspondan a la misma autoestado(cosa que podria ocurrir) forman un espacio dege-
nerado
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debido a que el operador de permutacién es hermitico. Podemos clasificar entonces
a las funciones de onda en simétricas y antisimétricas respecto al intercambio de
particulas:

Plg\ps(l, 2) - +\Ij5(1, 2) (415)
PV u(1,2) = —W4(1,2) (4.16)

que podemos construit a partir de ¥(1,2) como:

Ts(1,2) = —= [T(1,2) + T(2,1)], (4.17)

Hg\H
[\

Wa(1,2) = 5 [(1,2) - w2 1), (4.18)

donde hemos introducido el factor 1/4/2 por razones de normalizaciéon. Obviamente
si ¥(1,2) es una autofuncion de H, las funciones de onda Wg(1,2) y W4(1,2) lo son
de H y de Pis.

Podemos también definir los operadores de simetrizacion y de antisimetrizacion
COmo:

!
Sia :ﬁ (1+P12), (4.19)
!
A12 :ﬁ (1 - P12) 5 (420)

Al aplicar Si5 0 A5 a una combinacién lineal arbitraria de W(1,2) y ¥(2, 1) la funcién
de onda resultante es necesariamente simétrica o antisimétrica respectivamente; en
efecto:

{ii} [aW(1,2) +bW(2,1)] = 12[a\11(1, 2) +bW(2,1)] + \}i[a\p(z, 1)+ bW(1,2)]
(4.21)
= (1, 2) £ w(2,1)] (1.22)

V2

Las consideraciones anteriores se pueden extender a sistemas que tienen mas de
dos particulas idénticas. Definimos:

PyU(1,2,...i,....5...N)=9(1,2,....4,...,i,...N) (4.23)

Obviamente, igual que antes:
P2 = (4.24)
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y los autovalores permitidos de P;; son +1y —1. Es importante notar que en general

[Pij, Pri] # 0 (4.25)
aunque si conmutan en el caso en que i,j # k,l. Un Hamiltoniano H(1,2,...,N)
totalmente simétrico debe verificar

[H, Py;] =0 (4.26)

Decimos que una funcién de onda W (1,2, ... N) es totalmente simétrica o totalmente
antisimétrica si:

PyUs(1,2,... i, j...N)=+s(1,2,....i,....4,...N), (4.27)
PyUa(1,2,.. i, 5. . N)=—pa(L,2,....i,....5,...N) (4.28)

para todo Pj;. Para construirlas, extendemos las definiciones de los proyectores de
sunetrlza(:lon y antisimetrizacion en la forma

1 N! 1 N! .\

donde la suma se extiende sobre todas las N! permutaciones P, de las N particulas y
s, es la firma o signatura de la permutacién P, (es decir, el niimero de transposiciones
en P,), de manera que (—1)* es igual +1 si la permutacién es par o a —1 para una
permutacién impar. Las funciones simetrizadas resultan entonces,

1 .
Ug(1,2,...,N) = —‘ZPV\II(LQ,...,N) (4.30)

Ua(l,2,...,N Z 1)*P,¥(1,2,...,N). (4.31)
Por ejemplo, para tres particulas,

1
S:ﬁ(1+P12+P12p13+P13+P23P13—|—P23), (4.32)

2
NGl

Y entonces las funciones simétricas y antisimétricas resultan

A: 1—P12+P12P13—P13+P23P13—P23). (433)

W(1,2,3) = \}6[%’ 2,3) + W(2,1,3) + U(2,3,1) (4.34)
FU(3,2,1) + W(3,1,2) + U(1,3,2)] (4.35)
Wa(1,2,3) = ;6[\11(1, 2,3) — W(2,1,3) + W(2,3, 1) (4.36)
—W(3,2,1) + ¥(3,1,2) — U(1,3,2)]. (4.37)
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En total hay 3! = 6 funciones de onda diferentes. Las restantes cuatro:

Wi(1,2,8) = J[W(1,2,3) + ¥(2,1,3) ~ U(23,1) ~ U(3,2,1) (4.38)
U,0(1,2,3) = ;[xpu, 2.3) + W(2,1,3) — (3,1,2) — U(1,3,2)] (4.39)
Uy(1,2,3) = ;[\1;(1, 2,3) + (3,2, 1) — W(2,1,3) — U(3,1,2)] (4.40)
Upp(1,2,3) = ;[@(1, 2,3) + (3,2,1) — U(1,3,2) — U(2,3,1)] (4.41)

no son totalmente simétricas ni totalmente antisimétricas.

Experimentalmente se verifica que la funcién de onda que describe a un sistema
de N particulas idénticas es o bien totalmente simétrica, o totalmente antisimétrica.
En el primer caso se dice que las particulas obedecen la estadistica de Bose-Einstein
(BE) y se conocen como bosones, y en el segundo caso decimos que satisfacen la
estadistica de Fermi-Dirac (FD) y hablamos de fermiones. Resumiendo,

P,;W¥(N bosones idénticos ) = +W¥ (N bosones idénticos ), (4.42)
P,;W(N fermiones idénticos ) = —W¥(N fermiones idénticos ). (4.43)

Es notable que la simetria mixta no ocurre en la naturaleza. Pero es mas no-
table todavia la correspondencia entre el spin de las particulas y la estadistica que
obedecen:

» particulas con spin entero (S =0,1,2,...) son bosones
» particulas con spin semi-enter (S = %, %, ...) son fermiones.

En la mecanica cuantica no-relativista esta correspondencia tiene que ser aceptada
como un postulado empirico y para entenderla habria que utilizar el formalismo
relativista.

Supongamos ahora que estamos estudiando las propiedades de un atomo de
hidrégeno localizado en La Plata, y nos hacemos la siguientes preguntas: ;Por qué
las funciones de onda de un solo electron describen correctamente las propiedades
del atomo de hidrogeno? ;No tendriamos que tomar en cuenta a todos los demas
electrones que existen en el universo, y construir una funciéon de onda totalmente
antisimétrica para todos estos electrones, incluyendo el nuestro? La respuesta es
que no tenemos que antisimetrizar ya que no existe ninguna superposicion entre la
funcién de onda de nuestro electrén y las funciones de onda de los demas electro-
nes. Para ver esto mas claramente supongamos que la funcién de onda de nuestro
electrén es ¢r(r) y que tenemos otro electrén en Paris que describimos por medio
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de la funcién de onda ¢p(r). También suponemos que las funciones de onda no se
superponen,es decir que:

¢r(r)pp(r) = 0 para todo r (4.44)

La funcién de onda antisimetrizada y normalizada es:

W (r, ) = é (61 (1) 6p (r2) — b1 (1) b1 ()], (4.45)

y la probabilidad de encontrar un electrén en el punto r es

P(r) :/dr2|\11(r,r2)|2+/dr1|\If(r1,'r)|2, (4.46)

es decir, igual a la probabilidad de que el electron 1 esté en el punto r y el electrén
2 en cualquier otro punto mas la probabilidad de que el electrén 2 esté en el punto
r y el electron 1 en cualquier otro punto del espacio. Luego:

P(r) = |gu(r)] / ar' 6p () + [6p(r) / dr' lon () (447)
~9Re (¢L<r>¢;<r> JEr <r'>) (4.48)

y por ser ¢r(r)op(r) = 0, se cumple que
P(r) = 6u(r)[* + [¢p(r)[’ (4.49)

Si el punto r estd en La Plata, serd P(r) = ]¢L(r)|2, ya que un electrén que esta en
Paris tiene probabilidad nula de encontrarse en La Plata. De tal modo obtenemos
el mismo resultado como si de entrada nos hubiésemos olvidado de todos los demés
electrones. La regla es: tenemos que antisimetrizar o simetrizar la funcién de onda de
un conjunto de fermiones o bosones solamente para las particulas que son relevantes.

Otra pregunta: ;Cémo son las funciones de onda de sistemas formados por
particulas idénticas compuestas, tales como dtomos? Consideremos, por ejemplo,
la funcién de onda ¥ (7., , 7, Te,, Tp, ), que describe a dos dtomos de hidrégeno; 7,
es la posicion del electrén del primer atomo, 7, es la posicion del proton del primer
atomo, etc. U(re,, Ty, Te,, Tp,) cambiard de signo si intercambiamos las coordenadas
de los electrones o de los protones. En cambio, no habra ningin cambio de signo si
intercambiamos las coordenadas de un electréon con las coordenadas de un protén,
por ser particulas diferentes. Por otro lado, si intercambiamos los dos atomos entre
si, sera

qj(relva1>7'ezan2) = _\Ij(rezjrpnreurpz) = qj(reszpz>7'elan1) (4.50)
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y por lo tanto los atomos de hidrégeno se comportan como bosones. Es facil con-
vencerse que la regla general es: las particulas compuestas que contienen un niimero
par de fermiones y cualquier niimero de bosones se comportan como bosones, mien-
tras que aquellas con un ntmero impar de fermiones y cualquier nimero de bosones
se comportan como fermiones. Por ejemplo, los 4tomos de *He se comportan como
bosones y los de 3He como fermiones.

En este punto conviene detenerse un poco para preguntarse: ;Que significa la
palabra particula, o mas bien que es una particula elemental? Supongamos que es-
tamos haciendo un experimento con el helio liquido, que esta formado por atomos de
“He. A muy bajas temperaturas las colisiones en el fluido no son lo suficientemente
energéticas como para excitar al dtomo desde su estado fundamental y el dtomo
de “He puede ser tratado como una particula elemental de spin cero. En cambio,
cuando irradiamos el liquido con luz ultravioleta aparecen en el espectro de absor-
cién los estados excitados del 4tomo y el “He ya no podré ser tratado como una
particula elemental. Los datos experimentales en este caso los podemos interpretar
satisfactoriamente utilizando un modelo de tres particulas: un ntcleo atémico con
spin igual a cero (particula «) y dos electrones de spin % Al cambiar la sonda que
usamos para estudiar el sistema, por otra de energia > 25 MeV (por ejemplo rayos )
descubrimos que la descripcion anterior ya no es mas valida: la particula a se puede
romper y entramos al dominio de la fisica nuclear, donde las particulas elementales
son los nucleones. Para energias > 140 MeV hay produccién de piones, que tam-
bién tienen que ser considerados. Aumentando mas todavia la energia de la sonda
hallamos que el nucleon tiene varios estados excitados. Por lo tanto no podra seguir
siendo tratado como una particula elemental; se recurre al modelo de los quarks en
el cual el nucledn esta formado por tres quarks. Podemos concluir entonces que: el
concepto de particula elemental y el tamano espacio de Hilbert necesario para una
descripcion adecuada del sistema depende del dominio de energia en el cual stamos
trabajando.

La antisimetria de la funciéon de onda para fermiones idénticos implica que la pro-
babilidad de hallar dos fermiones idénticos en el mismo punto es nula. Mas precisa-
mente: dos fermiones idénticos no pueden ocupar el mismo punto espacial si sus spi-
nes estan orientados en la misma direccion. Este es el principio de exclusién de Pauli,
que se demuestra muy facilmente. En efecto, como W4(2,1,3,...) = =W ,4(1,2,3,...)
vemos que si 1 = 2, resulta W4(1,1,3,...) =0.

4.2. Interacciéon de intercambio
Consideremos el caso de particulas idénticas, cargadas, en presencia de un campo

eléctrico constante. Hemos aprendido en el curso de mecénica cuantica I que en este
caso, el Hamiltoniano H no incluye términos con operador de spin S, es decir que H
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es diagonal en lo que respecta al spin) y la funcién de onda se factoriza trivialmente
en una parte que depende solo de las coordenadas r;, © = 1,2,..., N y otra que
depende solo de las variables de spin, s;,

U (ry,re,...,TN;S1,52,-..,8y) =P (r1,7me,...,7n) L (51,82,...,5N) (4.51)

Notese que el hecho de que H no contenga al operador de spin no implica que la
particula cuya dindmica es gobernada por H no tenga spin.

En principio, el factor T de la funciéon de onda es arbitrario ya que como el Ha-
miltoniano no contiene al spin, H solo determina la dependencia de las coordenadas.
O sea que pareceria que podemos olvidar el spin para resolver tal problema. Pero si
se trata de un sistema de particulas idénticas, veremos que la necesidad de simetria
o antisimetria de la funcién de onda completa (i.e., los dos factores incluidos) hace
que el spin juegue un rol ain en este caso.

Para comprender esto, volvamos al caso mas simple, de dos particulas idénticas
que obedecen la ecuacién de Schrodinger,

H\I/(’I’l,’l“Q;ShSQ) = E\I/<'r’17'r’2;81,82) (452)

con un Hamiltoniano en el que el operador de spin esté ausente (no hay interacciéon
spin-6rbita, no hay campo magnético, etc). Es decir un Hamiltoniano que podemos
escribir asi:

H=H ®I; (4.53)

donde los subindices ¢ y s indican los factores de coordenadas y de spin del producto
tensorial con el que debe escribirse el Hamiltoniano. En el caso presente el factor de
spin actia trivialmente como la identidad en el espacio de las funciones de onda del
sistema.

Si escribimos a la funciéon de onda como un producto,

\IJ(’I"l,T’Q;Sl,Sg) = @(7’1,7‘2) T(O'hO'Q) (454)

entonces, para determinar los niveles de energia del sistema se estudia el problema
estacionario para el factor dependiente de las coordenadas.

H¢a (Th T2) = EacI)a (,r.l? ’r2) . (455)

En principio, a partir de las autofunciones de onda espaciales ¢, podremos construir
autofunciones simétricas y antisimétricas.

Consideremos el caso en que se trata de bosones de spin cero. En tal caso, la
parte de spin que hemos llamado T en la ec. (4.51) estard ausente de la ec.(4.52).
Por tratarse de bosones, en general la funcién de onda ¥ debe ser simétrica por lo
que en este caso, sin spin, la funcién de onda de la parte espacial, que llamamos ®,
es la tinica presente por ello debe ser simétrica.
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Se trata entonces de un problema de dos bosones idénticos con un potencial
adecuado, por ejemplo coulombiano en que, intercambiarlos, equivale a una inversion
espacial, un cambio de paridad. En efecto, dado el vector r15 = 1 — 79, el cambio
1 <> 2 equivale al cambio 15 — 757 = —712. En un desarrollo en armonicos esféricos,
las autofunciones con [ impar cambiaran ante paridad por lo que quedan descartadas
en la construccién de estados simétricos.

Con este ejemplo hemos aprendido entonces que aunque el spin esté ausente
del Hamiltoniano, el hecho de que las particulas sean bosones idénticos a los que
se aplica el principio de indistinguibilidad que enunciamos, afecta la forma de la
funcién de onda. Hablamos por ello de una interaccion de intercambio que produce
el efecto de prohibir los estados con [ impar.

Si se tratara de fermiones de spin 1/2, la funciéon de onda tendria una parte
de spin T no trivial y, a pesar de estar el spin ausente del Hamiltoniano, debemos
encargarnos de construir las autofunciones que lo contienen. Como aclaramos al
iniciar este tema, consideramos el caso de la mecanica cuantica no relativista pero
en la que los espinores tienen dos componentes (espinores de Pauli). Tratandose
de dos particulas de spin 1/2, el spin total puede ser S = 0,1, y podemos tener
cuatro estados posibles: un estado singlete con S = M = 0 y un triplete de estados

con S = 1,M = —1,0,+1. Explicitamente si denotamos estos estados por Ty,
tendremos:
1
Too (s1,52) = 7 [T+ (51) Yy (s2) = Ty (1) Tt (s2)] (4.56)
TH (Sl, 82) = TT (81) TT (82) (457)
1
Tio (s1,82) = NG [T+ (1) Ty (s2) + Ty (1) T (52)] (4.58)
Tl -1 (Sl, 52) = Yi (51) T¢ (52) (459)
donde Y,(s), con o =1, | son espinores con spin up y spin down respectivamente,
T,(s) = (s|o) (4.60)
(T1(s =1) =1y YT4(s =}) =0, etc). Para que la funcién de onda total,
U(1,2) =& (r,72) Tsur (81, 52) (4.61)

sea antisimétrica con respecto a la transformacion: r; <> ro; 51 <> s9, la funcion de
onda radial ® (71, 75) tendré que ser simétrica con respecto al intercambio de r; por
r9 cuando S = 0 y antisimétrica cuando S = 1.

4.3. Particulas Independientes

Es instructivo discutir la funciéon de onda para N particulas idénticas que no
interactiian entre si y que estdn con un pozo de potencial V(7), como el que se
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Figura 4.1: Niveles de energia de particulas independientes para un pozo de potencial
V(r).

muestra en la figura 4.1. E]l Hamiltoniano de una sola particula es:

H(1) = ;’i +V () (4.62)

y las autofunciones son ¢, (1) con energias ¢, :
H(1)pa(1) = capa(l) (4.63)
En el caso de N particulas independientes el Hamiltoniano seréa:
H=H()+H2)+---+ H(N) (4.64)

y una de sus posibles soluciones es

U(L,2,...,N) =00, (1)00,(2) - - - 0y (N) (4.65)
donde la particula 1 esta en el nivel de energia ¢,,, la particula 2 esta en el nivel de
energia ¢,,, ... la particula NV esta en el nivel de energia ¢,, . La energia total es:

E=c, +¢€ay+ Can (4.66)

En general, la funcién de onda (4.65) no es una solucién admisible para N particu-
las idénticas, ya que no estd simetrizada (o antisimetrizada) con respecto a ninguna
de las particulas. Notemos también que cualquier permutaciéon de los indices en
1,2,... N en (4.65) conduce a la misma energia, lo que se denomina degeneracion
de intercambio. Por ejemplo, el vector

@(2717""]\[) = 90041<2)30012(1>"'9001N<N) (467)
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tiene la misma energia que el vector W(1,2,... N).

Para construir autofunciones admisibles para N particulas idénticas tenemos que
tomar combinaciones lineales de (4.65) y sus permutaciones, que sean totalmente
simétricas para bosones o totalmente antisimétricas para fermiones. Esto se consigue
con la aplicacion de los operadores (4.29) sobre (4.65),

Us(1,2,.. V) = 1, S P (90a(2) - (M), (1.65)

\IJA(L 27 s 7 . Z V§0a1 1)90012(2> o Pay (N) (469)

En particular, por ejemplo, para tres particulas idénticas las funciones de onda
normalizados son:

D} = T o (09020 % i (s D 3
+ Pa1(2)Pas (3)Pas (1) £ oy (3)Pas(2)Pas (1)
+Pa1 (3)Pas (1) a3 (2) £ Pa; (1)Pay (3)pas (2)]  (4.70)

que también podemos poner en la forma:

== oy D o a7)
= = 90042 90012 90042 .
VB () om®@ 9a3) |,

donde el signo — corresponde al determinante y el signo + al “permanente”.

Al escribir (4.70) hemos supuesto implicitamente que teniamos solo una particula
por estado (o sea que ay, as y g eran diferentes entre si). Vemos de inmediato que
no podemos tener mas de un fermién por estado, ya que en ese caso se anula el
determinante. Esta es otra manera de expresar el principio de exclusion de Pauli.
En cambio, cualquier nimero de bosones puede ocupar el mismo estado. Notemos,
sin embargo, que en el ultimo caso la funciéon de onda no estd normalizada a uno.
En particular, si a; = aw, la funcién de onda normalizada para tres bosones es:

\}g [Par (1)Pay (2)0as (3) + Par (1)Pas (2)Pa; (3) + oy (1)Par (2)¢a, (3)}

(
1 [P (D) %(2; o (3)
)

:m SDOCI( ) 900&1(2 90041( )

Par (1) Pay(2) $ay(3 )
(4.72)



Particulas Idénticas 105

Podemos entonces generalizar los resultados anteriores para N particulas, resultan-
do:

Qoa1(1) Pay (2) P (N)
(1 w(2) P, (N
Uil Ny= L |? 1) ¢ .() c¢ (NV) (3.28)
V N! : : :
QOCVN(l) Pan (2) o Pay (N> —
para fermiones (determinante de Slater), y
90041(1) Pay (2) Py (N)
1 a2 1 (e %} 2 Tt a9 N
Us(L2,... N) = 90_() 90'() ¥ (N) (3.28)
VN Moy gy - oyt : :
(10011\](1) SOOtN(2) SOOtN(N) +

para bosones, donde de las N particulas, n,, estan en el nivel oy, n,, estan en el
nivel ay, etc., y por supuesto que se verifica que 1y, + N, + - + Nay = N.

Como ejemplo, consideremos solamente dos bosones de spin cero y dos fermiones
de spin % que pueden ocupar solo dos niveles. Usaremos la notaciéon: ¢(1) = ¢(r, s) =
o(7r)Y(s). Si los bosones fueran particulas distinguibles tendriamos 4 estados distin-
tos:

con energias 264,,€q, Y €a; + Cay; €l Ultimo nivel de energia es dos veces degenerado.
Sin embargo, los dos ltimos estados son fisicamente indistinguibles y el tinico estado
permitido de 2 bosones idénticos [uno en ¢,, (1) y el otro en ¢, ()] es:

1
ﬁ [¢a1 (1“1) ¢a2 (7“2) + ¢oc1 (T2) gbaz (rl)] (4.77)

o sea que no existe la degeneracion del nivel €,, + €,,. En el caso de fermiones,
a cada estado (4.76) le corresponderian 4 estados debido al spin. Sin embargo, el
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principio de exclusion nos dice que los tinicos estados permitidos son:

o (T1) By (12) Yoo (51, 52) (4.78)
¢;2 (1) Pas (12) Too (51, 82) (4.79)
5 0, (1) B (72) 6, (72) Gy (1)) Ton s1.52) (4.80)
5 60y (1) G (72) =y () s (r)] Vo (51,52 (331)
75 0y (1) G0 () = 0 (72) i (7] T 51,52 (481)
75 00y (71) s (72) = G (72) G ()] T 51,32) (4.82)

con energias 2¢,, (singlete), 2¢,, (singlete) y €4, + €4, (un singlete y 3 tripletes).

4.4. Atomos con dos electrones

Los atomos mas simples, después del &tomo de hidrogeno, son aquellos que tienen
solamente dos electrones, tales como He, H™,LiTy Be*". La interaccién spin-6rbita
es una perturbacion pequena en atomos livianos y se puede despreciar en una primera
aproximaciéon. Luego el Hamiltoniano es de la forma

donde

2 2 2 2

pi Py Z&  Ze
Hy(1,2) = —+— — — — — 4.84
0( ’ ) 2m * 2m 1 T2 ( )

62

Vio = 4.85
12 "’"1 _ ’l"2’ ( )

En la aproximacion de orden cero cada electrén estéd en el potencial Coulombiano
—Ze?/r y el estado de energfa mas baja es aquel en el cual los dos electrones estdn
en el estado 1s de ese potencial, que resulta ser un singlete:

Wo(1,2) = ¢1s (1) P15 (12) Too (51, 52) (4.86)

donde 3o

L (2N ~2ra
J(r)=— (2 r/a 4.
oulr) = = () e (4.57)
y ag es el radio de Bohr,
h2

ag = — (4.88)
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Dentro de la misma aproximacién, la energfa del estado fundamental es?

Z2 2
EY =2, = -2 — 972 Ry. (4.89)
Qo

La correccion de primer orden se obtiene del valor medio de Vj5 para el estado (4.86):

62

AE, = /d1d2 Th(1,2)———Ty(1,2), (4.90)
71— 7o
donde
/dl = Z dry. (4.91)
s1
Como
S YL (s1,82) Tsar (s1,82) = 1 (3.39)
S$182
obtenemos: ) . 2 Z(rstra))
Z — r1T7r2)/ap
AEO = i <> /drldTge (340)
72 \ag |7y — 7o
Para hacer la integral usamos la relacién:
1 dk e (ri=r2)
— = —— 4.92
‘7‘1 — 7‘2’ / 272 k2 ( )
y entonces
ZN\® [ dk onl
2 —27r/aog+ik-r
AEO =€ (ao) /27‘(’"%2 /d?"e /ao (493)
Como ademas,
/dre—QZr/ao-i-ik-r _ 167TZ/a0 . (494)
(k2 + (27 /ay)]
resulta: Wz e g 5 702
AE, = -2° / 22 (3.44)
mao Jo (22+1) 8 ag
Es decir que la energia del estado fundamental en primer orden perturbativo es:
Ze? 5
EVY =B 4 Ay = -2% (Z - 8) (4.95)
ap

Para el &tomo de helio Z =2y E’él) = —5,5 Ry = —74,8 eV, mientras que el valor

exp __

experimental es £, = —78,8 eV.

2El Ry es una unidad de energia que corresponde a 1 Ry = €2/2a¢ = 13,6056923 eV.
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Consideremos ahora el estado excitado que resulta de promover un electrén del
estado 1s al sstado 2s. De acuerdo a (4.82) las correspondientes funciones de onda
son:

\I]SZO,MZO(17 2) = (I)S (’l"l7 7"2) TO,O (81, 82) (496)
\IJS:LM(LQ) = (I)A (’I"l,’l"Q) TS:LM (81,82) (497)
donde
{ii o ’;23} = e (610 (1) 62, (72) £ 61, (72) 93, (1)
y

3/2
(r) = Z 9 _ ) - 4.98
% (T) 4\/% (CL()> ( ag 7 ( )
La energia perturbada es: Efl)(S) =g 4 AFE;(S) donde?

2.2
EIO) = €15 + €25 32
4 agp
y
62
AE(S) = <> —D=+1,
71— 72
con
62
D = /drld’”zéﬁs (1) ¢35 (72) m%s (1) ¢2s (72) (4.99)
11— 72
2
(&
1= [drdrai, (r) 65, () o ) o) (350)
1— 72

El signo + corresponde a los estados de S =0yel —a S =1.

Los elementos de matriz D e I se denominan, respectivamente, directo y de
intercambio. D es necesariamente positivo y los calculos muestran que I tambieen
es positivo. Vemos por lo tanto que Efl)(S =0) > EF)(S = 1), o sea que la energia
del estado singlete es mayor, como se muestra en la figura ?7. Para el atomo de helio

los valores experimentales son:

—4,182 Ry = —56,87 eV singlete - parahelio

P — ) _ (4.100)
—4,350 Ry = —599,16 eV triplete - ortohelio

de donde se obtiene que D = 23,58 ¢V y [ = 1,14 €V.

3La perturbacién es diagonal porque no conecta estados con distinto spin.
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La interpretacién fisica es la siguiente. En el caso del singlete la funcién de onda
espacial es simétrica y los dos electrones tienden de estar juntos. Luego el efecto de
la interacciéon Coulombiana es mayor, lo que hace que el estado singlete este menos
ligado. Es importante notar que, aunque el Hamiltoniano (4.83) no depende de spin,
la energia si depende del spin total de los dos electrones; esta dependencia proviene
de la estadistica de Fermi-Dirac.



Capitulo 5

Segunda cuantificaciéon

Queremos considerar ahora el caso de muchas particulas cuanticas. Normalmente
este es un problema que sabemos muy bien como tratar en mecanica cuantica: si
conocemos el espacio de Hilbert H; de una sola particula y una base completa |a)
ortogonal,

(ala’) = 0o, D lad(al =1, (5.1)

sabemos que para N particulas tenemos un espacio de Hilbert que se construye como
el producto directo (tensorial) de los espacios individuales:

N
HN:H1®H2®"'®HN:®Hi> (5.2)

i=1

y que una base completa de tal espacio es simplemente
|Oé1,062,...,OéN) = |O{1>®‘062>|OKN>, (53)

el estado factorizado de N particulas independientes. Aqui utilizamos a notacion
| --+) para indicar que el estado no posee ninguna simetria frente al intercambio de
particulas.

Debemos resolver entonces una ecuacion de Schrodinger con una funciéon de onda
que depende de las N variables r; correspondientes a las N particulas,

\11(7“1,7“2, . ,’l"N) = (Tl,?"Q, ce ,’I"N‘al,()ég, c. ,OéN). (54)

Aunque este es un programa perfectamente aceptable cuando el nimero de particulas
es pequeno, es particularmente inadecuado para abordar el caso de muchos fermiones
o bosones cuanticos interactuantes, por varias razones.

La primera razon tiene que ver con la indistinguibilidad de las particulas. Inclu-
so si son libres entre ellas, no todos los estados son aceptables para las funciones

110
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de onda de N particulas indistinguibles, para las que sélo se permiten las funcio-
nes de onda totalmente simétricas (para bosones) o antisimétricas (para fermiones).
Esto significa que incluso para particulas que no interactian no podemos usar di-
rectamente estados producto de la forma (5.3) y debemos lidiar con sus versiones
simetrizadas o antisimetrizadas,

|Oél .. .OéN>S

1

= > Pai...an), (5.5)
N

1

|011...CXN>A: WZ(—].)SVPACH...O&N), (56)

v

que se obtienen del estado factorizado (5.3) aplicando los operadores de simetrizacion
o antisimetrizacion (4.29), al igual que las funciones de onda (3.28) y (3.28). En
cierto modo, el hecho de que tengamos que tratar con particulas indistinguibles
ya introduce correlaciones en la funcién de onda incluso cuando las interacciones
no estan presentes. La funcién de onda se vuelve bastante complicada ya que deben
estar correctamente (anti-)simetrizadas y normalizadas, lo que las hace muy dificiles
de manejar. que se escriban en la forma de un determinante ayuda un poco para los
calculos practicos, pero no mucho. En resumen, incluso para los electrones que no
interactiian, jhabria que tratar con funciones de onda que contienen 10%*! términos,
lo cual es realmente desagradable.

El segundo problema esta relacionado con la forma en que representamos a los
operadores en la mecanica cuantica estandar. Si consideramos, por ejemplo, un ope-
rador que mide el momento total de un sistema de particulas, este tiene que escribirse
como una suma de operadores que actiian sobre cada particula individualmente:

N
Pt =) P, (5.7)
=1

donde P; es el operador que actiia sobre la particula i-ésima. Téngase en cuenta que
esto es un abuso de notacion ya que Py es un operador de Hy, que rigurosamente
se debe escribir como

P=11®..PR...®1, (5.8)

donde 1 es la identidad y P se inserta en la posicion i-ésima. El operador y las fun-
ciones de onda dependen asi explicitamente del niimero de particulas. Por lo tanto,
uno deberia cambiar completamente todo el cdlculo dependiendo de si miramos 2
0 20000 particulas, lo que nuevamente es particularmente molesto. También impide
tomar de manera directa el limite termodindmico N — oo cuando el volumen de los
sistemas también tiende a infinito. Dada la gran cantidad de particulas, estd claro
que tomar este limite es lo deseable ya que simplificaria mucho los célculos!.

!Trabajar en el limite termodindmico es deseable, ademds, porque es alli donde ocurren verda-
deramente las transiciones de fase.
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Una tercera razon, quizas mas profunda y mas fisica, y que definitivamente liqui-
da la posibilidad de utilizar la mecanica cuantica usual, es que jen muchos sitemas el
numero de particulas no se conserva! Esto puede ocurrir por varias razones, por ejem-
plo, en sistemas de altas energias, porque buscamos describir sistemas de particulas
que pueden aniquilarse y convertirse en otras, tales como electrones y positrones. O
para un ejemplo mas ligado a los materiales, mencionemos el modelo BCS para un
superconductor, que discutiremos en el capitulo siguiente. Veremos que las cuasi-
particulas fermiénicas que son responsables de la superconductividad se forman por
una superposicion de electrones y huecos y no se conservan en nimero.

Por estas razones, debemos buscar una reformulacion de la representacion estandar
de la mecdnica cudntica (también conocida como primera cuantificacién) para siste-
mas de varias particulas indistinguibles. Idealmente deberiamos hallar un formalismo
que se ocupe automaticamente de lo siguiente:

1. Que la simetrizacion o antisimetrizacion se realizara de manera automatica sin
tener que tratar explicitamente con N! términos.

2. Que la forma de describir el sistema no dependa explicitamente del niimero de
particulas presentes en él. Esto deberia permitir tomar el limite termodindmico
facilmente y también abordar situaciones mas generales en las que el ntimero
de particulas puede cambiar.

Esto lo proporciona el llamado método de “segunda cuantificacién” que describire-
mos en este capitulo.

5.1. Espacio de Fock

La idea bésica es convertir el hecho de que las particulas sean indistinguibles en
una ventaja. De hecho, si este es el caso, significa que no es necesario conocer el
estado cuantico de cada particula individual, sino simplemente cuantas particulas
hay en un estado cudntico dado. Supongamos que uno tiene una base completa |a)
de estados para una sola particula. En general, esta base es infinita, pero tomemos
por conveniencia un espacio de dimension finita d y un nimero finito de estados.
Siempre podemos tomar d — o00%.Asi, denotamos todos los estados en esta base
como

), |az), ... Jaq), (5.9)

2La terminologia usual de “primera” y “segunda” cuantificacién es bastante desafortunada. Da
a entender que hay otro objeto que ahora se esta cuantificando, més especificamente la funcién de
onda, pero esto es incorrecto, como veremos mas adelante.

3Por supuesto que siempre existen sistemas donde d es finita. Por ejemplo, un spin %
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Téngase en cuenta que el tamano de la base no esta relacionado con la cantidad
de particulas que estan presentes en el sistema. Para los bosones, por ejemplo, uno
podria tener una base completa de los estados de una particula que contienen solo dos
estados y tener 10000 bosones presentes en el sistema (ya que varios de ellos pueden
ir en el mismo estado cuédntico). Para los fermiones, por supuesto, el nimero total
de particulas siempre es menor que el ntmero total de estados disponibles debido
al principio de Pauli. Podemos describir completamente el sistema y reconstruir su
funcién de onda si conocemos el nimero de particulas n; en cada estado |«o;) de
la base completa de estados de particulas individuales, y por lo tanto, podemos
caracterizar completamente la funcién de onda del sistema mediante el conjunto de
nameros nq,no, . .., ng. El nimero total de particulas en el sistema es, por supuesto,
N =ny +ns + -+ + ng, y puede variar si uno varia uno de los n;.

Definamos entonces un espacio en el que puedan existir un nimero arbitrario de
particulas. Si llamamos Hy al espacio de Hilbert con N particulas, como en la ec.
(5.2), podemos definir

+0o0
F=Ho®Hi ®Ha...=PH, (5.10)
j=0

que es la suma directa de todos los espacios de Hilbert con 0, 1,2, etc. particulas.
Tal espacio se llama espacio de Fock. En este espacio definamos ahora el estado

|n1,ng,n3, ..., ng) (5.11)

como los estados simetrizados o antisimetrizados (5.5) y (5.6). Es. decir, en lugar de
rotular a esos estados mediante el conjunto «; de estados estados de particula inde-
pendiente en el que esta cada. particula, los rotulamos por el nimero de particulas
que contiene cada uno de ellos. Dos estados de la forma (5.11) que tienen un nimero
diferente de particulas N pertenecen a dos espacios de Hilbert diferentes y, por lo
tanto, son obviamente ortogonales en el espacio de Fock. Para sistemas con el mismo
nimero total de particulas, se puede verificar usando (5.5) y (5.6) que los estados
(5.11) para una base ortogonal y normalizada satisfacen

(n1,ma, - malny, nG, o ng) = Oy Oy, O, (5.12)

Por lo tanto, podemos usar la base (5.11) para caracterizar cada operador y elemento
de matriz en el espacio de Fock. Como se mencioné antes, esta base es extremada-
mente conveniente ya que se basa en la cantidad minima de informacién necesaria
para describir un sistema de particulas indistinguibles. En particular, el niimero de
“contadores” n; necesarios no crece con el nimero total de particulas.
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5.2. Operadores de creacién y destruccion

Introduciremos a continuacién un conjunto de operadores que nos permitira ge-
nerar todos los elementos de la base (5.11). Para cada estado «; de la base completa
de una sola particula, definimos un operador de creacién y destruccion, que aumen-
tard o disminuird en uno el niimero de particulas en este estado particular. De este
modo, podremos usar estos operadores para modificar el contador n; dando el niime-
ro de particulas en un estado cuantico dado, y asi abarcar todo el espacio de Fock.
La definicién practica de estos operadores es diferente dependiendo de la estadistica
de las particulas.

Bosones

Introducimos los operadores de creacion aI. y destruccién a; por su accion sobre
todos los estados de una base completa en el espacio de Fock, en la forma

a1|n1,...,ni,...,nd> =+ 1ng, ... ong 4+ 1,000 ng),

ai|ny, .o My Mgy = /i, oo ng — 1,000 ng).

(5.13)

Estas definiciones determinan por completo a los operadores por sus elementos de
matriz en la base de niimeros de ocupacion (5.11). Comprobemos que los operadores
alT y a; son efectivamente hermiticos conjugados uno del otro. Dado que (5.11) es
una base ortogonal, el tinico elemento de matriz distinto de cero para aj» es

<n1,...,ni+1,...,nd\a“nl,...,ni,...,nd) =+v/n; + 1. (5.14)

Tomando el complejo conjugado de esta expresion se obtiene

(N1, ... ngy . oynglaing, .o ong + 1,000 ng) = Vg + 1, (5.15)

que de hecho es exactamente la definicién del operador a; en (5.13) (con el reemplazo
de n; por n; + 1). Otra propiedad importante de los operadores es que solo abarcan
el espacio de Fock. De hecho, aunque parece formalmente de (5.13) que el operador
a; podria operar en un estado que tiene n; = 0 particulas en el estado «; el prefactor
en la definicion asegura que el elemento de matriz correspondiente es cero:

aijni,...,ni=0,...,ng) =0, (5.16)

y asi, si uno intenta aplicar el operador de destruccién en un estado que no tiene
ninguna particula en el estado cuantico correspondiente, obtiene un resultado trivial,
lo que significa que no se pueden generar estados no fisicos con nimeros de ocupacion
negativos.
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Si definimos el estado que no contiene particulas en ninguno de los estados cuanti-
cos (a veces denominado vacio) en la forma

]0>:|n1:O,n2:O,...,nd:0>, (517)

se verifica que a partir de este vacio |0) y los operadores alT podemos construir todos
los vectores de la base completa del espacio de Fock, ya que

Tnl Tnd
‘nl>---,ni,...,nd>_(a’1) ...(ad)

V! Vg

Por lo tanto, uno puede generar completamente el espacio de Fock desde el estado
tnico |0) mediante los operadores de creacion (y destruccién ya que son conjugados
hermiticos). El vacio verifica la propiedad de que para cualquier i

10). (5.18)

a;|0) =0 (5.19)

Debemos tener cuidado de no mezclar el vacio |0), que es un vector del espacio de
Fock, y uno sobre el que los operadores pueden actuar para dar otros estados del
espacio de Fock, con el cero 0.

Los operadores de creacion y destruccion constituyen asi una manera muy conve-
niente de describir el espacio de Fock. En lugar de definirlos a partir de sus elementos
de matriz en una base dada, tal como (5.11), es mas conveniente definirlos a par-
tir de sus propiedades intrinsecas. Mostremos que la definicién (5.13) implica que
los operadores aj- y a; poseen ciertas relaciones de conmutacién especificas. Y a la
inversa, si se obedecen estas relaciones de conmutacién, entonces los operadores, y
el vacio correspondiente definido por (5.17), servirdn para construir un espacio de
Fock a partir de (5.18) en el que tendran los elementos de matriz (5.14) y (5.15).

Calculemos primero la acciéon de un producto de dos operadores de creacion azT
y a; en estados distintos (i # j) sobre un estado arbitrario de la base:

i) _ T
ajag|ng, ..., i, Mgy, Ng) = ajy/ng + 1 ng, oo ng, g+ 1 ng)

(5.20)
=vni+1yn;+1ny,...on+ 1,000 0+ 1,000 ng).

y es facil comprobar que la accién de a} a} producira exactamente el mismo resultado.
Asi, para cualquier elemento de la base se tiene
)

[a!,aﬂ N1, Ny gy, ng) =0, (5.21)

lo que significa que
lal,al] = 0. (5.22)
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Dado que un operador conmuta consigo mismo, esto también es cierto cuando 7 = j.
Tomando el hermitico conjugado del conmutador anterior obtenemos

[a;, a;j] = 0. (5.23)

Veamos ahora qué ocurre si calculamos la acciéon del producto de un operador
de destruccion con uno de creacién, siempre con (i # j):

a;raj|n1,...,ni,...,nj,...,nd> :agw/nj|n1,...,ni,...,nj—1,...,nd> (5.24)
=vn+1ynjny,....on+ 1,00 —1,... ng)

y de manera similar la accién de ajaj
asi {ag, aj} = 0 cuando i # j. El caso i = j es especial. Por un lado tenemos que

(con i # j ) darfa el mismo resultado. Se tiene

a;-rai|n1,...,ni,...,nd> :aj\/n_i|n1,...,ni—1,.._,nd>
=\/(n; — 1)+ 1y/ngng, ..., niy ..., ng) (5.25)
Zni\nl,...,ni,...,nd%

y por otra parte
aiaﬂnl,...,ni,...,nd) =aivn; + 1ny, ... oni+ 1,000 ng)

=vn;+1vn; +1ng, ... .0, .. ng) (5.26)

= (n; + D|n, ... iy ..o ng).
Concluimos entonces que
[ai, aﬂ P 7 PR o3 B 17 SRy PR (F) (5.27)
Juntando los dos resultados, encontramos finalmente que el conmutador es
|ai,ab] =41 (5.28)

Se puede entonces resumir las propiedades de los operadores de creacién y des-
truccion mediante el conjunto de relaciones fundamentales

|:CLZ', aﬂ = (51'7]',

{a},aﬂ =0, (5.29)
[CL,‘, aj] = 0

llamado también algebra de los operadores. Junto con la accién de los operadores de
destruccién sobre el vacio (5.19), son equivalentes a las definicién de los elementos
de matriz (5.15) y (5.14). Esto implica que si disponemos de
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1. Una base completa |a;) de estados de particulas individuales (y las funciones
de onda correspondientes (r|a;))

2. Operadores de creacion y destruccion, a;r v a;, para cada uno de estos estados,
que obedecen relaciones conmutacion canénicas (5.29).

3. Un vacio |0) que es destruido por los operadores de destruccién a;|0) = 0,

podemos construir completamente un espacio de Fock para bosones. La idea es
entonces explotar directamente las propiedades anteriores y utilizar las relaciones de
conmutacion canoénicas entre los operadores bosénicos para calcular las propiedades
fisicas, en lugar de las funciones de onda. Esta descripcion se conoce como segunda
cuantificacion.

Tomemos por ejemplo el siguiente estado de dos particulas:

) = ala}|0) = |ny = 1,ny = 1). (5.30)

y reconstruyamos la expresion para la funcién de onda usando. Se obtiene

W1, ) = (r7ald) = = (oo (r)g(ra) + om(ro)ems(r], (53D
que es la funcion correctamente simetrizada que describe dos bosones. Sin embargo,
el interés de la segunda cuantificacion es apegarse a los operadores y sus relaciones
de conmutacién y evitar volver a las funciones de onda, que en general son bastante
intratables. Por ejemplo, los operadores de creaciéon conmuntan entre si, y por lo
tanto a1a£ = aga} Entonces

aIa%]O) = a%a“O), (5.32)

y asi la funcién de onda [1) resulta ser simétrica por permutacion de las particulas.
Los operadores de creacion y destruccion estan asi directamente disenados para tener
en cuenta adecuadamente la simetrizacion de las funciones de onda y la indistingui-
bilidad de las particulas. De hecho, las relaciones de conmutaciéon permiten obtener
directamente la informacién sin pasar por ningtin proceso de simetrizacién. En par-
ticular, los promedios se pueden calcular directamente. [lustrémoslo calculando la
normalizacién de la funcion [¢). Queremos calcular

(¥[1) = (0]asaralab|0). (5.33)

Aunque este es un ejemplo especifico, veremos que generalmente todos los observa-
bles fisicos se reducen al promedio en el vacio de un determinado producto de los
operadores de creaciéon y destruccion, por lo que el método que describimos se puede
aplicar de manera general. Para calcular el promedio, lo inico que necesitamos usar
es el hecho de que el vacio es destruido por tods los a;. Por tanto, utilizando las
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relaciones de conmutaciéon, deberiamos llevar los operadores a; a la dereha, de modo
de hacerlos actuar sobre el vacio. para actuar sobre el vacio. Primero escribimos
alcﬂ =1+ aJ{al de la relacién de conmutacién. Tenemos entonces

(¥[1) = (0]as(1 + alar)ad|0),

5.34
0lagal|0) + (0lasalaial]0 (584
(0]azas|0) + (Olagajaiay0).

En el segundo término podemos usar ahora la relacién de conmutacién alag = agal

para reescribirlo como (0|asalaba;|0) que inmediatamente da cero. Para el primero
usamoe de nuevo las relaciones de conmutacion, y obtenemos

(Y1)

(0]azab|0) = (0[(1 + alaz)[0),
(0[1]0y, (5.35)
1

Aunque los célculos pueden volverse tediosos cuando crece el niimero de operadores,
la mecanica siempre es la misma, y con un poco de practica se pueden acelerar.
Fermiones

Pasemos ahora a los operadores de creacion y destruccion de fermiones. De ma-
nera similar que para los bosones, definimos

cng, . n o ong) = (1 —n)(=1)%ng, ... ni+1,...,ng),
(5.36)
cilng, ..o smiy oo yong) = ng(=1)%ng, oo ng — 1,000 ng),
donde ¢; = ;;11 n; vy € = 0. El orden de los elementos en la base debe fijarse una

vez, y utilizar siempre la misma convencién, pero, por supuesto, es arbitraria.

En estas definiciones, algunos términos son bastante transparentes: dado que
para los fermiones el principio de Pauli impide que dos fermiones estén en el miso
estado, los nimeros de ocupacion n; estan restringido a toar los valores 0 o 1 . Por
lo tanto, es importante que el operador de creacién no pueda crear dos particulas en
un estado, lo cual queda asegurado por el factor 1 —n; que garantiza que si cg actua
sobre un estado con n; = 1 entonces la accion del operador dara cero. De manera
similar, el factor n; asegura que el operador de destrucciéon no puede destruir una
particula en el estado para el cual n; = 0. La fisica del factor extrano (—1)% no es
obvia por el momento, y uno podria tener la tentacion de definir los operadores sin
tal factor de fase. Veremos su utilidad un poco mas adelante.

Procedemos ahora exactamente como con los bosones: comprobemos primero
que los operadores ol y ¢; son efectivamente hermiticos conjugados uno del otro. De

()
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hecho, los calculos con fermiones son més simples en cierto sentido, ya que para cada
estado «; solo hay dos posibilidades n; = 0 o n; = 1 para el estado correspondiente.

El tnico elemento de matriz distinto de cero para el operador c;r es

(ny,....ni=1,... ngcl|ny,....n; =0,... ng) = (=1)%. (5.37)
mientras que para c¢; el inico elemento de matriz distinto de cero es
(ni,...,n; =0,...,n4lcilny,...,n; = 1,...,ng) = (—=1)“. (5.38)

que obviamente es el complejo conjugado del otro.

Para continuar con las relaciones de conmutacién y comprender el papel de los
coeficientes (—1)%, veamos primero la accién de ¢;¢l. Como esto solo afecta al estado
a;, podemos simplemente considerar su acciéon sobre los dos estados con n;, = 0y
n; = 1:

cic;r|n1,...,ni =0,...,nq9) = (=D%¢|nq,...,n; =1,...,nq)
= (=1)*ny,...,n; =0,...,nq) (5.39)
=ny,...,n;=0,...,nq)

Por otro lado,
cgci|n1,...,ni:(),...,nd> =0. (5.40)

Noétese que en este resultado los factores (—1)“ no juegan ningin papel, y podriamos
haber definido los operadores sin incluirlos. En forma similar,

cicllng, ... oni=1,....ng) =0 (5.41)
cleng, i =1, ng) = |ng,...,ng=1,...,ng).

Se observa entonces que [ci, cﬂ no tiene ninguna expresion simple. En cambio, el
anticonmutador

{ci, c;r} = el 4+ cle; (5.42)
conduce a
{ci,cl} N1y My ey M) = N1y Ngy e Ng), (5.43)
y por lo tanto
{ci,cZT} =1 (5.44)

Por lo tanto, se puede adivinar que en lugar del conmutador, es el anticonmutador el
que jugard un papel importante. El rol del factor (—1)% serd, por lo tanto, asegurar
que para las otras combinaciones también se obtengan relaciones simples para el
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anticonmutador. [lustrémoslo con la accién de cic} con ¢ # j. Suponiendo que ¢ < 7,

tenemos que

cic}|n1,...,ni,...,nj,...,nd> =1 —ny)(=1)%|n,...,n4...,n;+1,...,n4)

(5.45)
Por otro lado,

c}ci|n1,...,ni,...,nj,...,nd> = ni(—l)eicﬂnl,...,ni —1,...,n5,...,nq)
, (5.46)
=(1—ny)(=1)%n(=1)%nqy,....,n; — 1,...,n; +1,...,n4).

El término e;» corresponde al factor de fase en un estado con n; — 1 en lugar de n;.

Asi, € = ¢; — 1. En ausencia de dichos términos de fase, las dos expresiones (5.45) y
(5.45) serfan idénticas y tendriamos que [c;, cT-] = 0. Gracias a los factores de fase ¢;

ahora tenemos un signo menos entre los dos términos y la relacion se convierte en
{ci, CT} =0, (5.47)

lo que permitira definir los operadores ¢; sélo en términos de sus anticonmutadores.
Es facil comprobar las restantes relaciones, y asi se tiene, de forma similar que para

los bosones,
{Ci, CT} = 52',]"

{c},c}} =0, (5.48)

{Ci; Cj} =0.
Por otro lado, de la misma forma que para los bosones, se puede construir todos los
estados del espacio de Fock a partir de un vacio |0) que es destruido por todos los
¢i(¢;|0) = 0) usando la relacién (5.18)
Las funciones de onda y los promedios se pueden calcular también con las mismas
técnicas que antes,, veamos como ejemplo la funciéon de onda de dos fermiones en
los estados a; y ap:

) = clcb|0). (5.49)

y entonces, de (??) la funciéon de onda resulta

1
(rimo|y) = ﬁ (a1 (r1)aa(re) — ar(ra)aa(ry)], (5.50)

que es, por supuesto, la funcién de onda correctamente antisimetrizada para fermio-
nes. Sin ir a la funciéon de onda, se puede ver directamente la antisimetrizacion a
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nivel de estados y operaores: usando la relacién de anticonmutacion {cy, co} = 0 se
encuentra que
clch|0) = —clel|0), (5.51)

y asi la funcién de onda |¢) es obviamente antisimétrica por permutacién de las
particulas.

El hecho de que el operador ¢; se ocupe automaticamente de la antisimetrizacion
hace que sea muy conveniente escribir incluso funciones complicadas. Por ejemplo, el
mar de Fermi, que corresponde al estado de N fermiones de menor energia posible,
se escribe

|F) = 1_1 ci0) (5.52)

Los promedios en el vacio se pueden calcular exactamente con la misma técnica
descripta para los bosones. Por ejemplo, si tomamos |¢) = ¢}]0), entonces (usando
las relaciones de anticonmutacion),

(¥[1) = (0lect|0)
= (01 = cle;l0) (5.53)
= (01]0) = 1.

Generalizando el calculo anterior puede mostrarse el mar de Fermi esta crrectamente
normalizado, (F|F) = 1.

5.2.1. Operadores de un cuerpo

Ahora que tenemos definidos a los operadores que permiten construir todo el
espacio de Fock, lo que queda por resolver es expresar los observables fisicos que
queremos calcular en términos de estos operadores. Para hacerlo, debemos tener en
cuenta que los observables deben actuar sobre particulas indistinguibles, lo que esta-
blece algunas restricciones sobre su forma. Antes de dar sus expresiones en segunda
cuantificacion, es conveniente clasificarlos de acuerdo al nimero de particulas sobre
las que actuan. Hay observables fisicos que miden solo los nimeros cuanticos de una
particula a la vez (tales como el momento, la densidad, etc.) y otros que necesitan
tratar con los ntimeros cuanticos de dos de las particulas para determinar sus ele-
mentos de matriz. Este es caso, por ejemplo, del operador que mide las interacciones
entre las particulas. El primer tipo se llama operadores de un cuerpo, mientras que
el segundo es de dos cuerpos. En principio, se pueden tener operadores que invo-
lucren més de dos particulas (tales como colisiones de tres cuerpos y mas), pero
son de poca utilidad practica en la fisica del estado solido, por lo que discutiremos
principalmente aqui los de uno y dos cuerpos. Las formulas dadas aqui se pueden
generalizar facilmente si es necesario.
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Definicion

Comencemos primero con los operadores de un cuerpo. De manera bastante
general, llamemos O a un operador que representa alguna propiedad de una particula
a la vez. Por supuesto, si O actia en el espacio de Hilbert con N particulas, debe
actuar sobre cada particula del sistema. Llamemos O al operador que acttia en
el espacio de Hilbert de una sola particula; el operador O correspondiente a las N
particulas debe ser

0=0"21,®.. 9ly+1, 007 ®.. . ®@1y+..+1,®...00V (5.54)

donde Oi(l) es el operador que actua sobre la particula ¢-ésima. El hecho de que
en la suma anterior, todos los coeficientes sean idénticos, es la consecuencia directa
del hecho de que las particulas son indistinguibles, y no podemos distinguir en una
medida si un cierto conjunto de nimeros cuanticos corresponeden a una u otra
particula del sistema. La forma (5.54) es por lo tanto la forma més general posible
de un operador de un solo cuerpo para particulas indistinguibles.

Para expresar (5.54) en segunda cuantficacién, debemos comenzar por analizar
qué sucede si tenemos un sistema con una sola particula (si no hay ninguna particula,
un operador de un cuerpo es trivialmente nulo). En ese caso O = O y usando la
base completa a podemos escribir

0= Z[; ) (a]OW[B)(4], (5.55)

y luego utilizamos que |a) = cf.|0) para obtener

0= 25:<a|0(1)lﬂ>03|0><0\65- (5.56)

La interpretacion fisica de esta féormula es bastante simple: el operador cg destruye
una particula en un estado 3; como solo tenemos una particula en el sistema, nos
vemos obligados a ir al vacio, luego, desde el vacio, el operador ¢, recrea la particula
en el estado a. El resultado neto es que todavia tenemos una particula en el sistema
pero ha cambiado su estado cuantico al pasar del estado [ al estado a.. La amplitud
de dicha transicion esta dada por los elementos de matriz del operador O entre
los estados 8y a.

Si en lugar de una particula tuviéramos ahora un nimero arbitrario de particulas
en el sistema, tendriamos que hacer exactamente lo mismo para cada una de ellas,
dejando invariantes los niimeros cuanticos de las deméds, como sugiere (5.54), y hacer
la suma. Un operador que logra esto estda dado por la expresiéon

O = (a|OW|B)cl s (5.57)
o,
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que es idéntica a (5.56) excepto que no estamos obligados a ir al vacio después de
la destruccion de la particula en el estado . De hecho, si hay varias particulas, el
operador ¢! cs cambiard el niimero cudntico de una particula del estado 3 al estado a
y dejard intactos los niimeros cuanticos de todas las demas particulas del sistema. Sin
embargo, el operador cg operara en todas las particulas del sistema y, por lo tanto,
hara esa transicion para la primera, segunda, etc. realizando automéaticamente la
suma en (5.54). La interpretacion de (5.57) se muestra en la figura ?7?.

La expresion (5.57) permite asi representar cualquier operador de un solo cuerpo
en segunda cuantificacién, conociendo sélo la accién del operador O en el espacio
de una sola particula. Nétese que las funciones de onda provenientes de la eleccion
de la base completa « sélo intervienen en el calculo de los elementos de matriz
(a]OW|B). Una vez que se calculan estos elementos de matriz, todo el operador se
reduce a una combinacion lineal de operadores de creacion y destruccion y, por lo
tanto, todos los promedios fisicos se pueden calcular mediante las técnicas descriptas
en la seccién anterior, sin tener que volver a las funciones de onda. Por supuesto,
todos los aspectos de su simetrizacion o la antisimetrizacion son tenidos en cuenta
automaticamente por la naturaleza de los operadores de creacion o destruccion.

Ejemplos

Comencemos con el operador que mide la densidad de particulas en un punto
T9, que para una particula se escribe

P (1) = |mo) (ol (5.58)

debido a que (1[p™)(ry)|¥) = |[¢(ry)[>. En segunda cuantificacién la forma del ope-
rador dependera de la eleccién de la base completa a que tomemos. Empecemos
tomando la base de autoestados de posicién |r), en cuyo caso, el operador cl. es el
operador que crea una particula en el punto 7. Usando esta base y la relacién (5.57)
se obtiene

p(ry) = /d’rdr’ (r\r0><r0]r’)ci,c,,/,

= /drdr’ 5(r —1r0)d(ro — ')chey, (5.59)

= clo Cro-

La expresion CI,O cr, €s particularmente simple de interpretar. El operador c;f,oc,nO
destruye y recrea una particula en el mismo estado cuantico. Por lo tanto, no ha
cambiado nada en el sistema. Sin embargo, la accién del operador c,, darad cero si
no hay ninguna particula a destruir en el estado cudntico correspondiente (aqui una
particula en el punto 7). El operador C;EO ¢r, da cero si no hay ninguna particula en el
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estado cudntico correspondiente y uno si hay una particula. Por tanto, simplemente
cuenta el nimero de particulas en el punto ry. Generalmente, el operador

flo = €l Ca, (5.60)

cuenta el nimero de particulas en el estado a n,lpha. El operador que cuenta el
numero total de particulas en el sistema esta dado entonces por

N = /d’rcic,,. (5.61)

La generalizacion al caso de particulas con spin es inmediata. Para ello la base
completa serd o« = (7, 0) y el operador densidad solo actiia en la parte espacial, por
lo tanto

p (o) = [ro)(ro| © Lopin , (5.62)

y asi (5.57) da lugar a

p(rg) = Z drdr’ <r0|r0>(rglr’a’)ciacrzaf,

=> / drdr' (1 — 70)6(ro — 7')80e/ChyCrr o, (5.63)

— 1
- CTQTC"'OT + C'I‘o¢c7'0¢'

También podriamos calcular la densidad de spin a lo largo del eje z en el punto 7.
En ese caso el operador de una particula es

Sz(,l)(’l"o) = ‘7‘0><T0’ & SZ, (564)
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y usando (5.57) se obtiene?

S.(ro) = Z/d’rdr’ (rolre)(ro| ® S.|r'o’)el cpror,

= Z<O_’SZ‘OJ>CI’00'CTOU/7

oo’

1
T 1
§<C'FQTC"'OT - CTO\LC"'O\L)'

De manera similar, la densidad de spin a lo largo de la direccion x es

Se(rg) = Z/drd’r’ (ro|re)(ro| @ Sy|v' o’ cpyt Crior,

= Z<U| Sx|0-,>c;r'oacmﬂ’>

oo’
1
_ T {
- §(CTOTC7’0¢ + Croic’f‘oT)’
y para la direccién vy,

S,(r) =Y / drdr’ (ralre)(ro| @ S,|'0"Yepot oo

0,0

= Z<U‘Sy|o-/>cioac’r‘00”
oo’

_ b t

- 5(_CT0TCTO\L + CTO\LCTOT)7
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(5.65)

(5.66)

(5.67)

Alternativamente, podriamos haber usado la base de los autoestados del operador

momento, |k), cuyas funciones de onda son

1 .
(r|k) = —=e'*.

VQ

4Recordemos que las expresiones de los operadores de spin en la base |+) son

S = 5 )1+ )]
Sy = gL+ )
5. = S0+ = =) (+]

(5.68)
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Dado que el spin y la parte orbital son independientes, solo daremos las expresiones
para el caso sin espin. Incorporar el spin se realiza exactamente de la misma forma
que en la base de coordenadas. El operador ¢, ahora destruye una particula momento
k (es decir, en un estado de onda plana con momento k). La ecuacién (5.57) da lugar
a

p(ro) = > (Fea|ro) (ol ka)ch, ek

kik2

(5.69)

1 . .
_ —ik1ro Jikoro .t
=3 > e e™2M0ey Cp,.
kiko

La expresién (5.69) no es tan simple como (5.59) ya que el operador densidad no es
diagonal en la base de momentos. Sin embargo, tanto (5.69) como (5.59) represen-
tan el mismo operador. Esto nos da una conexion directa entre los operadores que
crean una particula en el punto r y los que crean una particula con momento k.
Comparando las ecuaciones (5.69) y (5.59) se obtiene

Cr kT (5.70)

1
:ﬁzk:e

Esta expresion constituye un ejemplo de una transformacion, en este caso lineal
y dada por una transformada de tipo Fourier, entre operadores de creacion. Esta
transformacion preserva los conmutadores, como puede verificase en forma simple,
y por lo tanto constituye un ejemplo de transformacion canénica. Discutiremos mas
sobre este tema mas adelante.

Usando la expresién (5.69) también podemos calcular el nimero total de particu-
las en el sistema:

1 . .
N = /dr 9 S emthireiterel o

kik2

- Z 5’4:1]620;;;16’627 (571)

kiko

= ZCLCk,
k

y si tenemos en cuenta que chk cuenta el nimero de particulas en el estado cuantico

k, se obtiene nuevamente que el nimero total de particulas es la suma de todos los
nimeros de particulas en todos los estados cuanticos posibles. Finalmente se puede
usar (5.69) para obtener una expresién simple de la transformada de Fourier de la
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densidad:
pla) = [ dreroir),

o1 » .
_ /d’r’e zqr5 Z e ZleeleTCLleQ,
kik2

(5.72)

_ T
- Z 5k2,k1+qck1 Cky)s
kiko

=> CL—qC’“
k

Otro operador importante es, por supuesto, la energia cinética de las particulas.

2

Para una particula se tiene H() = o,y de manera mds general, podriamos tener
cualquier funcién del momento HY = ¢(p). Por lo tanto, es muy conveniente utilizar

la base de momentos. La energia cinética se expresa asi como

H = Z k1|€ |k32 Ckzlck2’

kik2

= Srirac(hks)ch crs, (5.73)

k1ko

_ T

= EkCLCE,
k

con g, = ¢(hk) = h?k*/2m que tiene la interpretacién simple de que la energia
cinética total del sistema es la suma de el nimero de particulas en cada estado k
(dado por chk ) multiplicado por la energia cinética ¢, de tal estado. La generali-
zacion para sistemas con spin es inmediata y, en general se obtiene

H = c Ckos 5.74
ko

asumiendo que la energia cinética no depende del espin (en ausencia de acoplamiento
espin-drbita).
5.2.2. Mecanica estadistica cuantica en el gran canénico

En mecénica estadistica usualmente estamos interesados en calcular la funcién
de particiéon de un sistema cuantico de N particulas

Qn(QT) =tre ¥ (5.75)

donde T es la temperatura medida en grados Kelvin, y § = 1/kgT con kg la
constante de Boltzman. Aqui H es el Hamiltoniano de N particulas.
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Debemos tener en cuenta que dado que el ntimero total de particulas es N =
>k c};ck, agregar un potencial quimico —u/N no cambia la forma del Hamiltoniano:

H =" €(k)chycho, (5.76)
ko

y simplemente reemplaza (k) por £(k) = (k) — p. A temperatura cero la energia
£(k) es cero en el nivel de Fermi, negativa por debajo, y positiva por encima.

5.2.3. Operadores de dos cuerpos

Veamos ahora los operadores que involucran dos particulas y como definir sus
elementos de matriz. Es en particular el caso del potencial de interaccion entre dos
particulas

V: ZV(Ti,Tj). (577)
1#]

Definicion

Con un espiritu similar al de los operadores de un solo cuerpo, llamemos O®) al
operador correspondiente que actua en el espacio de Hilbert de sélo dos particulas.
El operador de dos cuerpos que actua en Hy debe tener la forma

1
0=307 Q@L=5>07 QL. (5.78)

i<j ki, i#j ki,

para que el operador O® pueda operar sobre cada par de particulas en el sistema.
De manera similar que para los operadores de un solo cuerpo, los coeficientes en la
suma anterior deben ser todos iguales, de lo contrario significaria que las particulas
podrian distinguirse.

Para entender cémo escribir O en segunda cuantificacion, veamos el caso en el
que hay exactamente dos particulas en el sistema. Debemos definir el operador O
por sus elementos de matiz en el espacio fisico de las funciones (anti)simetrizadas
la, B), lo que significa que debemos conocer todos los elementos

(o, B1OP)],6). (5.79)

Tomemos primero la expresion (??) y escribamos |«, 5) en términos de los kets
ordenados (?7)
(o, O]y, 8) = (8,006, 7), (5.80)

aqui la igualdad se debe a que simplemente estamos intercambiando particulas, y
por lo tanto obtenemos

(@, 0Py, 8) = (o, B]OP|,8) £ (o, B|OP]5, ). (5.81)
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Ahora deberiamos encontrar en segunda cuantificacion un operador que reproduzca
estos elementos de matriz y, por supuesto, funcione para N particulas en lugar de
dos. Se verifica que

O = ; Z (a,5|0(2)|7,5)02020507, (5.82)

a,B,7,0

funciona tanto para fermiones como para bosones. No demostraremos esta relacion
en general, lo cual puede hacerse calculando los elementos de matriz a ambos la-
dos, sino que simplemente comprobaremos que funciona para N = 2 particulas.
Calculemos, a partir de (5.82), los elementos de matriz

1
(a0, folOlo, do) = 5 22 (0, B0y, 6){an, Bolclicheses o, o). (5.83)
o,8,7,6

Como |ay, o) = cf, cTﬁo |0) tenemos que calcular promedios de la forma

T T
<0|CBOCOCOCLCBC§CWCLOC§O|0> (5.84)
lo cual puede realizarse mediante la técnica que discutimos antes, consistente en
llevar hacia la derecha a los operadores de destruccién para que actien sobre el
vacio. Esto da

<0|CBOCGOCLC2C5CWCLOC;0|O> = [50407045507/3 + 60&075550704} [570,7550,5 + 670,555077] . (5'85)

El signo + es el habitual para los bosones y el — para los fermiones. Fisicamente
significa que cuando los operadores de destruccién actiian en la forma

cs5C+|70, 00) (5.86)

tienen que destruir las dos particulas en los dos estados cuanticos posibles y asi §
tiene que ser uno de los estados y 7 el otro con el signo adecuado dependiendo de la
(anti)simetria de la funcién de onda. Usando (5.85) en (5.83) de hecho recuperamos
los mismos elementos de matriz que (5.81).

Fisicamente, la férmula (5.82) tiene una interpretacion similar a la de los opera-
dores de un solo cuerpo. El término clcgc(;c,y destruye dos particulas con los nimeros
cudnticos 7y y 0, para esto es necesario que el sistema contenga dos particulas (que
es lo que debe ocurrir para que un operador de dos cuerpos pueda actuar). Lue-
go recrea las dos particulas con dos nuevos nimeros cuanticos o y 3. La amplitud
para este proceso estd dada por los elementos de matriz del operador O® en una
transicion donde la primera particula va del estado v al estado a y la segunda del
estado 0 al estado (3. El elemento de matriz se escribir para kets ordenados (son kets
producto y por lo tanto mas simples); los operadores de creacién y destruccion se
encargan de todas las permutaciones y de realizar esta transiciéon para cualquier par
de particulas en el sistema.
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Ejemplos

La interacciéon mas comun entre los electrones es aquella que depende de la
distancia entre las dos particulas. Los dos operadores de tal interaccion son, por lo

tanto,
O =V (7 — 1), (5.87)

donde 7y y 7 son los operadores que miden la posicion de la primera y la segunda
particula respectivamente. Exepcionalmente utilizaremos aqui la notaién con el som-
brero para indicar que son operadores. Por ejemplo, para la interaccién de Coulomb

€S 9
€

V(r) (5.88)

Amegr’

pero otros tipos de interacciones como una interaccion local V' (r) = Ud(r) también
son opciones posibles. Mantendremos V' como funcién general en lo que sigue.

Para expresar el operador en segunda cuantificacién, tenemos nuevamente que
realizar la eleccion de la base. Debido a que el operador V(#; — 73) es diagonal en
la base de posicion, comencemos con ésta. Usando (5.82) y el hecho de que « es la
base de posiciones, obtenemos

1 A A
V= 5 / dridrydrsdr, (T3T4|V(T1 - T2)’r1T2)Cich‘4CT‘QCT17

T3 T4

1
-2 / drdryd rydraV (m — 12)5(rs — 11)3(rs — a)cl b coen  (5.89)

1
= 2/dr1dr2 V(’T‘l — T2>C;f'101'207‘267’1‘

Si se incluye el espin, la base completa se convierte en aw = (r,0) y como el operador
V(71 — 72) es la identidad en el sector de espin, se obtiene

7101

1
V= 3 Z drydry V(ry — ro)c! ciZQCm@crlgl. (5.90)

0102

La expresién (5.90) puede escribirse en una forma mas familiar utilizando las
relaciones de (anti)conmutacién para fermiones

T T B | T
CT1016T2026T2U2CT101 - C’r‘lo'lc’l‘gcrzc"'la'lc"'20'2’
— _ .t _ T
- Cnal (57"1,01;7‘202 C"'lo'lcT‘QO'Q)C"'20'27

(5.91)

_ T T T
- _57’1701;?’20261"1016"’202 + Cr101Cr101CrygsCraoas

= _57’1701;7'202 Poy (7"1) + Poy (rl)pdz (TQ)v
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(para bosones se obtiene una expresion similar, con signo +). El segundo término
da lugar a la expresion

1
V= 3 S dridra V(ry — 12) pey (1) poy (12), (5.92)
0102
que es la forma familiar de la interacciéon entre dos densidades de particulas (o
cargas) en dos puntos diferentes. La diferencia es que ahora los p son operadores que
miden la densidad en lugar de variables clasicas. El primer término se reduce a

Z/drV(r = 0)py, (r1) =V (r =0)N, (5.93)

que es simplemente un término de potencial quimico. Téngase en cuenta que puede
ser infinito para algunas interacciones, como la interaccién de Coulomb. Este primer
término estd ahi para corregir el hecho de que la expresién (5.92) contrariamente a
(5.90) no contiene solo la interaccion entre dos particulas diferentes. Efectivamente,
(5.90) tiene dos operadores de destruccion a la derecha, lo que significa que los ope-
radores solo pueden actuar en estados que contienen dos particulas. Por el contrario,
(5.92) es de la forma
Cllal Crioy CI‘QO’Q Craoy) (5.94)

y por lo tanto puede actuar incluso si solo hay una particula en el sistema. Por lo
tanto, contiene una falsa “autointeraccion” de la particula consigo misma. Es esta
interaccién la que conduce al potencial quimico (5.93) que debe incluirse adecuada-
mente junto con (5.92). No obstante, si se fija el nimero de particulas del sistema,
entonces esta modificacion es irrelevante ya que simplemente se absorbe en una
redefinicion del potencial quimico y se puede usar (5.90) o (5.92) indistintamente.

Reescribamos ahora la interaccién en la base del impulsos. Usando (5.82) y una
base a = (k, o) se tiene

1 N .
V= 5 Z(kgO‘g, k40’4|V(’l"1 — ’I"2)|k10’1, kgO'Q)CLsU:a0;24040]@2026]@101. (595)

kio1,ka02,
k3og,kaos

Lo que sigue es calcular un elemento de matriz que involucra operadores de posicion
en una base de estados de momentos. Esto se realiza, como es habitual en mecéanica
cuantica, insertando resoluciones de la identidad en el espacio de coordenadas

1- /dr ) (], (5.96)

y utilizando la funciéon de onda plana (5.68). Se obtiene

1 . ,
V= 5 E d’l“ld'l"ge z(k3r1+k4r2)v(r1 — ,’,,2>ez(k1’r'1+k2'r2)
2d* 57,
kikoksky

T T
X Ck30'1 Ck40'2 Ck20'2 cklo'l ? (597)
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Figura 5.1: Visualizacién pictérica del término (3.97). Cada operador de destruccién
estd representado por una flecha entrante, cada creaciéon por una saliente. Uno ve que
la interaccion puede verse como la dispersion de una particula que va del estado kio
al k14q, o1 por otra que va del estado kyo5 al estado ks —q, 02. La amplitud de estos
elementos de matriz es la transformada de Fourier del potencial de interacciéon V(q).
Dado que el potencial es invariable por traslaciéon en el espacio, el impulso se conserva
a lo largo de la interaccién. Dado que el potencial no depende de los grados de
libertad del espin, la interaccién conserva individualmente el espin de cada particula.
Esta representacion se conoce como diagramas de Feynman. Es extremadamente ttil
cuando se construye la teoria de la perturbacion.

A continuacion aprovechamos que el potencial depende de la diferencia de coorde-
nadas de las dos particulas y cambiamos a las variables de centro de masa R =
(ry + 7r3)/2 y coordenada relativa = r; — ry para obtener

V = % Z dR ei(k1+k2—k3—k4)R/d,’, V(,r,)ei(k1—k3—k:2+k4)r/2
2d

o102
kikoksky

T T
X Ckgo‘l Ck:40‘26k520'20k10'1 (598)

Finalmente, integramos en r y R,

1
=57 D Okitkokorh V(@ = k3 — kl)cL3ach4a2ckmcklgl, (5.99)
0109

kikoksky

V

Comentemos brevemente esta expresion. La integracion sobre R da lugar al factor
Ok +k ks+ks QuE expresa la conservacion de los momentos de las dos particulas antes
y después de la interaccion. Esto es consecuencia directa del hecho de que hemos
elegido un potencial de interaccién que es invariante frente a traslaciones V(r; — ;)
y, por lo tanto, el momento total (k; + ko) y ks + k4) debe conservarse. La integral
sobre la coordenada relativa conduce directamente a la transformada de Fourier
del potencial de interacciéon con un vector de onda que corresponde al momento
transferido de una a otra de las particulas durante la interaccién. Finalmente, se
puede reescribir el operador V' teniendo en cuenta la restriccion O, 4k, ks+k, COMO

1
V= 27d Z V(Q)Clﬁ—q,alCLQ—q,azckzazchm (5100)
kikoq

0102

que se representa graficamente como se muestra en la figura 5.1
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5.3. Resolviendo con segunda cuantificaciéon

Ahora que tenemos las herramientas para expresar todos los operadores que ne-
cesitamos en segunda cuantificacion, ya sea para el Hamiltoniano u otros observables
fisicos, y que sabemos calcular promedios de un ntimero arbitrario de tales opera-
dores de creacion y destruccion en el vacio, podemos preguntarnos como resolver
en la practica un problema cuando conocemos el Hamiltoniano. En el equema usual
de la mecanica cuantica, escribimos la ecuacion de Schrodinger y, a partir de ella,
encontramos tanto los autovalores como las autofunciones, pero la esencia misma de
la segunda cuantificacion es evitar tener que lidiar con la funcién de onda, por lo
que queremos seguir otra ruta para obtener tales cantidades. Como hacer esto es lo
que examinaremos ahora.

5.3.1. Autovalores y autoestados

Veamos primero si podemos encontrar los valores propios o vectores propios de
algiin Hamiltoniano simple. Comencemos con un Hamiltoniano cuadratico general

d
H=> Aulca (5.101)

donde « es una base completa y los coeficientes A, son ntimeros arbitrarios. Varios
Hamiltonianos de sistemas fisicos tienen tales formas, por ejemplo, la energia cinéti-
ca de un sistema de particulas (5.74) y (5.76). Para Hamiltonianos cuadréticos y
diagonales de la forma (5.101) el problema esté resuelto. De hecho cada vector de p
particulas de la forma

o, clch, ..l 0) (5.102)

] o as

es un vector propio de H con autovalor

E=) A (5.103)
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Para mostrar esto, ilustremos el célculo en un estado de dos fermiones [¢0) = cf, ¢}, |0)
(se puede realizar un calculo andlogo para bosones):

HCm 1,10) = <2Aacica> cl, a2|0>
=" Aacl (8o, =l ca)cl,|0),
= Aa V) =3 Aaclel, oty [0).
= Aq, V) ZA cle a1 Oa,cz —CLQCa)|0>a

= Aa1‘w> - Oz2 a2 a1|0>

(5.104)

= Aa1w> + Aaz’w>-

La fisica de este resultado es simple de entender. El operador n,, = cl.c, no es otra
cosa que el nimero de ocpacion, y cuenta las particulas en el estado «. Asi, si en [))

hay una particula en tal estado devolvera 1 y la energia correspondiente se contara
en H.

Asi vemos que si tenemos un Hamiltoniano que estd en una forma cuadréatica
diagonal como (5.101) entonces podemos obtener todos los valores propios y vectores
propios del sistema. A temperatura cero el estado fundamental consistira simplemen-
te (para los fermiones) en ocupar todos los estados con la minima energia posible
segun el ntmero de particulas en el sistema.

N
F) = [T <o) (5.105)

i=1
si B1 < By < ... < Ey. Nétese que el mar de Fermi (?77) es un caso particular de

(5.105).

5.3.2. Valores de expectacién térmicos

A temperatura finita también podemos calcular los promedios de muchos ope-
radores. Un caso importante es el operador que da el nimero de particulas en el
estado a,
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Tr {e‘ﬂHch cap}

T _
<CapCO<p> - TI‘ [G_BH] )
T (5.106)
an,...,nd <n17 s )nd|€75 Za A&Cacacgpcaphll, Ce ,nd>
- _ T
SN, ngle B Aaalalp, " ng)

Usando el hecho de que (tanto para fermiones como para bosones) {cgca, Cv} =0 si
a # 7 y una relaciéon similar para cL, vemos que el término e # se factoriza en la
forma

d
=P = T e Pheschscos (5.107)
j=1

Como en la traza cada término n; es independiente, la media tabién se factoriza, y
el numerador se convierte en

(Z(n%‘eﬁAapCLPCapCchap|nap>) H <Z<naj‘e—ﬂAaij&jCaj’naj>) . (5.108)

Nap J#p \Noy

Todos los términos con j # p son idénticos en el numerador y el denominador y se
cancelan entre si. La traza se reduce entonces a

_ i
Yooy (Nay € BAapcapcap ch Cap|Nay,)

Znap <nap | e BAap chyConp | Na, )

: (5.109)

<CLP Cap > =

lo cual es bastante obvio fisicamente. De hecho, dado que el Hamiltoniano es diagonal
en a, solo el estado oy, puede contribuir al promedio de un operador que solo involucra
al estado ;. Como chcap|np> = ny,|n,) simplemente obtenemos

—BAa Np
2y € PP,

—BAq,
Znap e BAapnp

(ch, Cap) = (5.110)

Hasta ahora todo lo que hicimos es independiente de tener bosones o fermiones.
Sin embargo, el resultado final dependera de cudles sean los valores permitidos de
n,. Para fermiones solo n, = 0 y n, = 1 estdn en la suma, y de este modo

e_ﬁAap 1

<CLP Cap >

y se recupera el factor de Fermi. Vemos que este es un resultado totalmente general
(no limitado a autoestados del impulso) para Hamiltonianos bilineales y se esta en
equilibrio térmico.

= T = (5.111)
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Para bosones n, = 0,...,+o00, y asi la suma se convierte en

+oo

(6l Cop) = — e log | 3 emeden ||
e aﬁ np=0
p=

1 { L
= ——1lo -
ap & 1 — e Pl

)

(5.112)

y se recupera el factor de Bose.

5.3.3. Transformaciones candnicas

Con Hamiltonianos cuadraticos diagonales podemos calcular entonces esencial-
mente cualquier valor de expectacion o cantidad fisica que se necesite. Por supuesto,
en general, el Hamiltoniano del sistema no serd ni cuadratico ni diagonal. Entonces,
resolver en segunda cuantificacion significa esencialmente que tenemos que encon-
trar una transformacién de los operadores ¢ y ¢ que lleven al Hamiltoniano en una
forma diagonal cuadratica. Aunque en principio cualquier transformacién es posi-
ble, no todas las son buenas. Queremos que los nuevos operadores d y d' que son
los resultados de la transformacion sigan generando el espacio Fock. Significa que
solo podemos considerar transformaciones que conserven las relaciones canodnicas
de conmutacién. Por supuesto, encontrar tales transformaciones es, en general, una
tarea formidable. Sin embargo, hay una clase muy importante de transformaciones
cuando el Hamiltoniano sigue siendo una forma cuadrética, pero no diagonal, que
examinaremos en la siguiente seccion.

Antes de hacerlo, comentemos finalmente que incluso sin resolver el Hamilto-
niano se puede explotar la libertad de elegir diferentes operadores de creaciéon y
destruccion para usar una representaciéon mas conveniente. Como ya se menciono,
se permite toda transformacion que conserve las relaciones canénicas de conmuta-
cién. Pongamos un ejemplo sencillo, se veran mas ejemplos en la siguiente seccion.
La transformaciéon mas simple es la transformacion particula-agujero.

(5.113)

L da?
Co = df.

Para los fermiones es facil comprobar, por sustitucion de los operadores d verifican
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las relaciones candnicas de anticonmutacion. Por ejemplo
(das di]s = [ ) = bas (5.114)

Si los operadores ¢, y ¢, respectivamente destruyen y crean un electrén en el estado
a, el operador d, y dl, también son operadores de destruccién y creaciéon de “algo
mas”, que también tiene una estadistica fermionica y por lo tanto, se puede utilizar
para construir un espacio de Fock. En ese caso particular, el operador d, destruye
un hueco en el estado estado o (que es idéntico a crear un electrén) y el operador
dl, crea un hueco (que es lo mismo que destruir un electrén).

Un punto importante al hacer la transformacion es no olvidar modificar también
el vacio. De hecho, el vacio de las particulas d no es el mismo que el vacio de las
particulas c. Se tiene asi |0.) y |04). El vacio de las particulas d se define como
siempre por

da|0d> = 07

para todos los estados a. Es facil comprobar usando la relacién (5.113) que
104) = T cL10).-

Destruir una particula d sobre este vacio es equivalente a crear una de tipo c. Pero
esto no es posible, porque todos los estados estan ocupados.
Mas generalmente, consideremos un Hamiltoniano cuadratico, no diagonal, arbi-
trario:
N
H = Z C;[AijCj (5115)
ij=1
donde A;; son los elementos de una matriz hermitica A, y N, es un ntmero del
orden del volimen del sistema, d, que especifica la cantidad de estados accesibles

de particula independiente. Para simplificar la notacion conviene escribir en forma
matricial:

H=clAc (5.116)
donde
&1
c
c= :2 , cl = (ci ch o CR,S> (5.117)
CNS

es un vector de Ny elementos, donde cada elemento es un operador de creacién, y su
transpuesto conjugado. Obsérvese que hemos introducido la notacién con una barra
sobre ¢ para indicar la operacion de transposicion sobre el vector en conjunto con
el dagado de sus elementos. La utilidad de esta notacion quedard mas clara en la
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proxima seccion. La matriz A, al ser hermitica, puede ser diagonalizada por una
matriz unitaria U, 3

U'AU = A (5.118)
donde A es la matriz diagonal que contiene a los autovalores de A, A, ... AN,
y U se construye ordenando los autovectores de A en columnas. Una vez hallada

la matriz U, podemos utilizarla para definir un nuevo conjunto de operadores d,,
mediante la transformacion

d="Ulc, (en componentes, d,, Z U?ci) (5.119)

de manera tal que el Hamiltoniano, expresado en términos de los d resulta

H=dU'AUd=d'Ad =" A.dd,. (5.120)

Es decir, resulta ser de la forma diagonal (5.101).

Una condicién importante para que esto funcione es que la transformacién (5.119)
conserve los anticonmutadores entre d, que es el caso debido a su unitariedad, ya
que

i ds] Z Uil {ch 5} = 2 UsalUf; = (UTU)ga = bas. (5.121)
J

Una vez hallada la forma diagonal (5.120), el estado fundamental de N particulas
estd dado por (5.105)

N
=[] d..104) (5.122)
a=1

donde |04) es el estado de vacio de los operadores d, que satisface
do|04) =0 Va. (5.123)

Para este tipo de transformacion, el vacio resulta invariante, es decir |0.) = |04). En
efecto, debido a que los d estan linealmente relacionados a los ¢, si aplicamos algtiin
d, sobre |0.), encontramos

da]0e) Z i¢i10:) (5.124)

y viceversa, si aplicamos ¢; sobre |04) también se anula, utilizando la transformacién
inversa.

Por supuesto, en general, la matriz A,z es de tamano Ny x Ny y la diagonalizacién
sera muy dificil de realizar analiticamente. Sin embargo, hay casos simples donde
puede hacerse. En especial, obsérvese que la transformada de Fourier (5.70), utilizada
para relacionar la base de coordenadas, donde la energia cinética de los electrones
en una caja es no diagonal, con la base de momentos, donde si lo es, es un ejemplo
de tal transformacién unitaria.
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5.3.4. Ejemplo: Modelo tight binding

Veamos otro modelo que puede resolverse mediante este tipo de transformacio-
nes: el Hamiltoniano de ligadura fuerte o tight-binding que vimos en la seccion ?77.
Adicionalmente, esto nos permitira escribir este Hamiltoniano en segunda cuantifi-
cacion. Los estados en cada sitio |i) proporcionan una base completa y, por lo tanto,
podemos definir los operadores de creacion y destruccion asociados con él, es decir,
cZT es el operador que crea una particula en el sitio i. Estos son los analogos a los cf.
utilizados al estudiar operadores de un cuerpo, sélo que en un espacio discreto. La

expresion en segunda cuantificacion de H se escribe

H =3 (i|HVj)cle;,
‘7]’

donde H™W es el Hamiltoniano (??). Obtenemos asf

—echZ—thc] (5.125)

(4,9)

El segundo término describe un proceso en el que una particula en el sitio ¢ reaparece
en el sitio vecino j y viceversa. Si bien es posible hacer todo este andlisis en dimension
arbitraria, para simplificar la diagonalizacién particiéon supondremos que los sitios
electronicos se acomodan en un anillo, e identificamos el sitio en la posicion Ny + 1
con el sitio 1, es decir, introducimos un operador de destruccion fermiénico adicional

CN,+1 = Cq, (5126)

y su complejo conjugado. Este Hamiltoniano es obviamente cuadratico pero no dia-
gonal. En el lenguaje de (5.115) corresponde a una matriz tridiagonal. Para dia-
gonalizarla, primero pensamos en la fisica del problema: dado que el Hamiltoniano
es invariante frente a traslaciones, el momento debe ser un buen ntmero cuanti-
co, y vamos utilizar entonces una combinacion lineal de operadores de creacion y
destrucciéon ¢; que corresponden a su transformada de Fourier. Este es exactamen-
te el mismo razonamiento que el que conduce a (5.70), sélo que ahora utilizaremos
una transformada de Fourier discreta [véase el apéndice 6.30]. Tratados simplemente
como una combinacién lineal de operadores, podemos definir

1 Ne—l
k \/—Ze

donde hemos usado un nombre diferente d para enfatizar que se trata de nuevos
operadores, e introducido las posiciones r; = aj donde a es la constante de red, y

il (5.127)

21Ny,

L —
N,a'’

ng € 7.
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Se puede comprobar inmediatamente que los operadores dj cumplen las reglas
canoénicas de conmutacién. Verifiquemos uno de los anticonmutadores y dejemos
las otras relaciones como ejercicio:

dy., d! :i e ikTiglar cz-,cT» ,
AR :

j

1 —ikr; ,iqT;
N Eze el 5y,
i (5.128)
1 .
- ¥ 3 eithars,
J
= G-

Los operadores dj son, por lo tanto, buenos operadores de Fermiones. Hay exacta-
mente N, operadores diferentes (el tamano del espacio de Hilbert no puede cambiar)
y k esté confinado dentro de la primera zona de Brillouin k € [—7/a, 7/a] como se
discutié para la solucién en primera cuantificacién. Ademéas, como resulta obvio de
la definicion (5.127), |04) = |0.). La transformacién (5.127) se invierte facilmente

1 )
T Z —ikr; dT
Ci=—F=) € s (5.129)
J /Ns k;
y asi, reemplazando los ¢; en (5.125) y haciendo un poco de dlgebra, se encuentra

H=eY did, — " 2t cos(ka)ddy. (5.130)
k k

Ahora que el Hamiltoniano es diagonal, podemos usar los operadores dj, para obtener
el estado fundamental y los diversos promedios. A nivel fisico, hemos utilizado que,
dado que la cantidad de movimiento se conserva, se pueden diagonalizar simultanea-
mente los operadores de impulso y el Hamiltoniano. Por lo tanto, el Hamiltoniano es
una matriz diagonal por bloques en la base a los autovectores del operador impulso.
Como esta base es de tamano N, (N, diferentes k valores en la primera zona de
Brillouin) nos queda para cada valor de k& una matriz de 1 x 1 a diagonalizar, con
lo cual el problema estda completamente resuelto.

5.3.5. Términos anémalos

Estudiemos ahora un Hamiltoniano mas general, que incluya términos de la forma
c;cj. Este tipo de términos se denominan anémalos, y hacen que en el Hamiltoniano
no conmute con el operador N y por lo tanto no conserve el niimero de particulas,
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y por lo tanto no tiene una expresion simple en primera cuantificacion. Tipicamen-
te aparecen cuando uno considera teorias para superconductividad, tales como el
llamado Hamiltoniano de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) que estudiaremos mas
adelante. Consideremos el Hamiltoniano

N, N,
s 1 s
H = Z CIAijCj + 5 Z CiBijCj + h.c. (5131)
ij=1 ij=1
siendo 7,5 = 1,..., N,, A una matriz hermitica (A" = A), y B una matriz anti-
simétrica (B' = —B), ambas condiciones impuestas por la necesidad de que H sea

un operador hermitico en conjunto con la estadistica fermiénica. Para escribirlo en
forma matricial, debemos considerar ahora que existen estos dos tipos de términos.
Si buscamos utilizar una sola matriz, no serd posible que su dimensiéon sea N,. La
forma usual de hacerlo consiste en introducir la notaciéon de Nambu, en la cual se
define un vector o spinor de Nambu de dimensiéon 2N, cuyos elementos son tanto
los operadores de creacién como de destruccion:

VIS (cJ{ c},s o cNS) (5.132)
en conjunto con la matriz
A —-B*
H = (B —A*)’ (5.133)

que se conoce como Hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes. Con estas definiciones
el Hamiltoniano se escribe

1
H = §\IJTH\I! + Ey (5.134)

dénde ]
Ey=—5trA, (5.135)

Obsérvese que a matriz H continta siendo hermitica (para mostrarlo es impor-
tante la antisimetria de B) y por lo tanto diagonalizable mediante una transforma-
cion unitaria M de 2N, x 2Ng, de manera similar a como lo realizamos en la seccion
anterior, de manera tal que

MYHM = H = diag(Ay,..., Ay, Ay, ..., AN, (5.136)

donde A, y A,, son los autovalores de H. El spinor transformado ® se relaciona con
el sin transformar a través de M:

®=MTU, (5.137)

Y entonces el Hamiltoniano, en términos de los nuevos operadores, resulta

1 1 .-
H= 5<1>TMTHM<1> = 5clﬂﬂcp (5.138)
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Si escribimos al vector ® en términos de un nuevo conjunto de operadores 7,, &, en
la forma

o = (nf o om, & - €l). (5.139)
el Hamiltoniano se escribe
1Y 1
H =23 Mo+ 5 - Natléa (5.140)
a=1 a=1

Al ser unitaria, la transformacion M preserva los conmutadores y es por lo tanto
canonica, pero observemos que ahora la transformacién mezcla a los operadores de
creacion y destruccion.

La forma (5.140) del Hamiltoniano posee dos términos y a simple vista daria la
impresion de que como consecuencia de la existencia de términos anémalos debimos
duplicar el nimero de grados de libertad. Veamos que esto es sélo asi en apariencia.

Observemos que H satisface la relacion

H=—-0,H"0,, (5.141)

donde la matriz de Pauli o, actua sobre la estructura de Nambu (5.133), de 2 x 2.
Esta transformacién constituye una simetria de H, y resulta ser antiunitaria®. La
transformacion (5.141) no es méas que la simetria particula-hueco. Esto implica que
si 1 es un autoestado de H con autovalor A,

Hy = My,

entonces ¥* es autoestado de H* con el mismo autovalor (que es real, dado que H
es hermitico):
H*)* = \*

y entonces el vector ¢/ = 0,1* también es vector de H con autovalor —A\:

HY' = HoW* = —0,H*0,0,0)" = —0,H* )" = —\o0* = =\

SUna transformacién antiunitaria K entre vectores |x), |y) de un espacio de Hilbert (|y) = K|z))
es un operador antilineal (es decir, tal que K (a|z) + bly)) = a*K|x) + b*K|y) con a,b € C) tal que
transforma el producto escalar en el producto escalar conjugado:

(2| KTKy) = (z[y)*. (5.142)

Este tipo de operadores, al igual que los operadores unitarios, no cambia el resultado de una
medida, es decir que
(| KT K |y)* = (z]y)*. (5.143)
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Dado que son vectores distintos, de otro modo tendrian distinto autovalor (a menos
que A = 0), si escribimos al autovector en la forma

-6

donde u y v son vectores columna de N, elementos, entonces

-t

La matriz M, que posee los autovectores en columnas, posee entonces la forma

M = (“ “*> , (5.144)

vou*

donde u y v son matrices de Ny x N,.En otras palabras, la forma (5.144) es conse-
cuencia de la simetria particula-hueco de H, ec. (5.141). Los autovalores A, puede
tomarse como A, = —A, y la forma diagonal de la matriz de autovalores se escribe
entonces

H = diag(Ay, ..., An,,—A1, ..., —An.), (5.145)

donde A, son todos positivos. Observemos ademés la transformacién (5.137) se
escribe explicitamente

7 = UijCj + v;‘jc}, (5.146)
& = vycj + e, (5.147)

pero entonces &; no es mas que el adjunto de 7;, & = niT , v el Hamiltoniano se escribe

N
H=Y" Ajn}nj + Const. (5.148)

J=1

De modo que sélo tenemos N, grados de libertad, como se esperaba fisicamente.
Para diagonalizar el Hamiltoniano debimos duplicar el niimero de grados de libertad
introduciendo huecos, pero vimos que esta duplicacién es espuria. Sin embargo, en
determinadas circunstancias puede ser ttil mantener la duplicacion, pero en ese caso
debe recordarse que el par de niveles con energia £A; no corresponde a dos estados
cuanticos distintos, sino a uno solo, que es una superposiciéon coherente de electrones
y huecos —una cuasiparticula de Bogoliubov, el bogoliubon: tiene una energia de
excitacion A, y es creada por el operador 17;- = u;;cj+vj;c;. Llenar el estado asociado
en energia —A; es equivalente a vaciar el estado de energia positiva.
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El Hamiltoniano (5.131) no conserva el nimero de particulas, ya que no conmuta
con N = >, c;cj, aunque conserva el numero de cuasi particulas, M = 37, 77;773*
Como consecuencia de que la transformacién M mezcla operadores c; y c} el vacio
no es invariante, tenemos un vacio |0.) que satisface ¢;|0.) = 0, y un vacio |0,)
que verifica 1;|0,) = 0. Encontrar la relacién entre ambos puede ser complicado y
depende de la forma de A y B. Lo haremos en el caso especifico del modelo BCS mas
adelante. Una vez determinado |0,), el estado fundamental de M cuasiparticulas se
escribe como un mar de Fermi de bogoliubones:

M
) =TT ni10,)- (5.149)
J
cuya energia resulta
M
E=3"A (5.150)

J
El estdo de minima energia para un cierto potencial quimico es entonces aquel con
M = 0 cuasiparticulas, es decir, el vacio mismo de los Bogoliubones.
Si bien el nimero de particulas no es una cantidad conservada, el operador de
paridad global,
P=(—1)N=¢™ (5.151)

conmuta con H, y por lo tanto los autoestados de energia poseen paridad fermiénica
definida +1.

5.4. Gas de Fermi

Desarrollaremos las propiedades basicas de un gas de N fermiones no interac-
tuantes de masa m, utilizando las técnicas de segunda cuantizacion. Esto lo haremos
no so6lo por tratarse de un buen ejercicio, sino también por la enorme utilidad que
tienen los resultados que obtendremos, como una aproximacion de orden cero, en el
tratamiento de sistemas de muchos fermiones. Podemos imaginarnos que estos fer-
miones estan en una caja ctbica de volumen V', que eventualmente puede ser muy
grande, y que se imponen condiciones de contorno periédicas. La base de particula
independiente se refiere, por lo tanto, a los autoestados de de impulso hk y proyec-
cion de spin o = j:% :

1 ik-r . o
0n(rs) = ﬁe Xo(s); k={k,o} (5.152)

con energia e, = h*k?/2m y degencrados en spin o = +1.
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Para construir el estado fundamental del gas de Fermi ocupamos a cada uno
de los estados disponibles de particula independiente méas bajos con un fermion, de
acuerdo con el principio de exclusiéon de Pauli. Esta ocupacion es de a pares ya que
las energias de particula independiente no depende de spin y por cada € tenemos
un fermién con o = —|— y uno con o = —z. Los niveles llenos conforman el mar de

. . . h2k2,
Fermi y el ultimo nivel lleno, con impulso k: Fy energla ep = =L,
Fermi o superficie de Fermi (en el espacio de los impulsos). La estructura del estado
fundamental es:
IT cilo). (5.153)
k<kp,o

La energia del nivel de Fermi se halla de la condicién que el ntimero total de

particulas NV sea,

k< k
N = anazz F|ckackU|F —22{ 'k>k§ }

(5.154)
= 2 Z 1= 2 Z 0(kp —
k<kp
Convirtiendo la suma en la integral, 7. e.,
1 O(kp — k:2dk FE k2 dk?
—» O(kp —k dQ) = 1
QZk:(F )ﬁ/ @n / 5 (5.155)
se obtiene,
N = 2 /kF k*dk = @Q (5.156)
2 ), 32 ‘
o0 sea,
Nk
=—==— 1
=07 3 (5.157)

donde pg es la densidad media de particulas.
Calculemos ahora la densidad de particulas en el estado fundamental, que es

p(r) =D (F|p(ro)|F) = Y _(Flcl,cro|F), (5.158)
p(r) = é SN emE R Pl cpo | F). (5.159)

El ultimo valor medio serd nulo a menos que k = k/, ya que si removemos del estado
fundamental una particula con impulso hk’, podremos volver de nuevo a ese estado
solo creando una particula con el mismo impulso. Por lo tanto,

<F’CLng/a\F> = Okk/ Nkso (5.160)
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1
pr) =45 > Nk = po. (5.161)
ko

Como era de esperar, la densidad del gas es uniforme. Una cantidad muy 1til, como
veremos mas adelante, es la matriz densidad de una particula definida como

Go(r — 1) = (Flcl e F), (5.162)

es deicr, la amplitud de remover del estado fundamental una particula que esta en el
punto ' con spin o para luego ponerla de nuevo al estado fundamental, pero ahora
en la posicion r. Utilizando (5.70),

= —=> *"ey,, (5.163)

1 - ! /
Go(r—7') = Q S ekt Bl el o | F)
) Kk | (5.164)
_ 5 Zeflk-vdrk - 6k’knk07
kk'
0 k
1 . ’ F dk 3 !
i1y 5 e [ e
Q kg,;F o (2m)?

Evaluando la integral se tiene

_/_@ AR _i- . _le(u>
G, (r 'r)—QC'(kF|'r '[); C(u)—u3(81nu ucosu) = .

(5.169)

A la cantidad C(kp|r — 7'|) se la denomina funcion de correlacion y tiene las
propiedades de tener un méximo para r = r’, con C'(0) = 1, y de decaer rapidamente
para kg|lr —r'| > 1 (ver Fig. 5.4).

6

Go(r—7r')= /kF ﬂe_ik'(”_”/) L /kF k*dk /1 ekl = gy, (5.166)
7 B o (2m)3 Am? 0 -1 .
11 ke , ,
= ﬁm . kdk Slnk"f’ -7 | (5167)
1

= ﬁm(sin kplr —r'| — kp|lr — 7’| cos kp|r — 7). (5.168)
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Vamos a calcular ahora la probabilidad de hallar una particula del sistema en
el punto ' (con spin ¢’), sabiendo que lay otra particula en el punto r (con spin
o). Esto significa que primero removemos del sistema una particula que estd en ro,
dejando las N — 1 particulas en el estado |ro) = ci_|F). Posteriormente, calculamos
el valor medio de la densidad p(7/,0’) en ese nuevo estado. Es decir, evaluamos

2
<p20> Goor (1 — 1) = (F|cl el cpgicrq| F). (5.170)

Utilizando la representacion en el espacio k, (5.70), tenemos

2 . . . .
(PO) Goor (,r . ,’,/) — = Z e*lkil-reflkz'r/ezk:&r/ezlm-’r<F‘Clt:lo_c;rmo_/cksolck4g|F>,

2 kikoksky
(5.171)
Dado que c¢xo|F) = 0, si k > kg (i. e., no podemos destruir particulas que no
estdn), vemos de inmediato que la sumatoria estd restringida a los estados con
|ks|, |ks| < kp. Ademas, el valor de expectacion se anula a menos que las particulas
que repongamos tengan los mismos impulsos y spines que las particulas removidas.
La forma de hacerlo es emplear los anticonmutadores, y escribir

(Flelelenc| F) = (Flel(0x = cucd)eu|F) = onu(Flefe,|F) = (Fleleucle | F)
= Gy O — O pOr (5.172)
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con Kk, \, i, v < kp, y por lo tanto”

2 kr
£o / 1 —ik1-r _ —iko-r’ iks-r _iksr
(2 Joor (P —T') = % Y. e TR T T (5 Okiks — G0t Ok ks Ok )

k1kakska
(5.173)
1 kF k / k / )
=5 > [1 = Gggre=hrtr=remika (=) (5.174)
kiks
q\2
N _ , 2 !
— (2]\7) Spor Go(r 'r) (5.175)
donde hemos utilizado (5.165). Finalmente de (5.169) se tiene
Goor (1 — 7)) =1 — 0,0 C*(kp|r — 7'|). (5.176)

La cantidad g,/ (7 — ') se denomina densidad de correlacion para dos particulas y
en la Fig. 5.4 se ilustra su comportamiento.

Veamos el significado fisico de esta densidad de correlacién. Si los spines son
diferentes, la probabilidad relativa de encontrar las particulas en r y ' no depende
de la distancia |r — 7’|. Esto es lo mismo que se obtendria cldsicamente para un gas
de particulas que no interactiian entre si. En cambio, si los dos electrones tienen
el mismo spin habra una reduccién muy grande en la probabilidad de hallarlos a
distancias menores que kx'. Es decir que el principio de Pauli produce correlacio-
nes muy importantes sobre el movimiento de particulas con el mismo spin. Ocurre
como si los fermiones con la misma orientacion de spin se rechazaran entre si. Esta
“repulsion” efectiva proviene de la simetria de intercambio de la funcién de onda y
no de una fuerza real entre las particulas. Para separaciones grandes g,/ (7 — 7’) se
aproxima a uno, o sea al mismo valor que tienen dos particulas con spines diferentes.

Calculemos ahora la energia del estado fundamental del gas de Fermi. En par-
ticular, vamos a considerar que se trata de un gas de electrones de densidad media
po, que interactiian entre si por medio de la interaccién Coulombiana. Partiremos
del Hamiltoniano,

H=T+V (5.177)
donde ) ) ) 122
T = ;t(ri); t(r) = — 2mr (5.178)
es el operador para la energia cinética, y
V= lzﬁ(ri, ), 0(r, 1) = G (5.179)
2 |ry — s

]

"Notemos que, como las sumas se extienden solo sobre estados ocupados, no se pueden usar
relaciones de completitud.
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es el operador para la energia potencial. Dado que

T =Y enchyCho, (5.180)
ko
la energia cinética sera®
E© — (F|T|F) = gspN. (5.182)
Para la energia potencial, podemos utilizar la ecuacién (5.90)
EW = (F|V|F) (5.183)
= ;/d'rdr’@(r,r’) Z(F\claci,a,crxg/cm]F> (5.184)

= ; <p20)2/drdr’ﬁ(r,’r’) Zgogf(T —7') (5.185)

oo’

= <'020>2/drdr’@(r,r') [2 — C*(kp|r — 7“/|)} ; (5.186)

donde hemos usado (5.176). Escribimos ahora,

E® = EY) + EW (5.187)
con
BY = ; / drdr’|reip§/|, (5.188)
' W _ € ,C?(kp[r —r'])
E;’ = 1 drdr - (5.189)

Eg) representa la interaccién media de las particulas entre si y se denomina energia
directa 6 energia de Hartree, mientras que E}l) es la energia de intercambio y se
debe al principio de exclusion de Pauli. Haciendo el cambio de variables: » — 7' y
r —r’ — r, también resulta,

N poe? d
T

. ke dk h2k2 kS 3
FIT|F) = o = 0k —k 20 T =0 —E =N 181
(F|T|F) kzg%nk %;Ek ( F) — /0 @) 2m o 5 5€p (5.181)
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4 T

Los electrones de conduccién en un metal corresponden al gas de electrones que
estamos considerando. Notemos que en cualquier situacion fisica nunca se tiene un
gas aislado, sino que hay siempre un ntimero suficiente de cargas positivas, que hacen
que el sistema, como un todo, sea neutro. En una primera aproximacion, todos los
iones positivos dentro del metal o dentro de un plasma, se pueden reemplazar por
un fondo (o “background”) de densidad de cargas positivas poe. La autoenergia de
ese fondo es:

N poe? 2(k
gl = ¢ /drC(Fr). (5.191)

1 €2p2
Z | drdr' 0 5.192
2 / rar |r — /| ( )
que junto con la energia electrostatica media entre el fondo positivo y los electrones,
2,2
- / drdr' <20 (5.193)
- — |

cancela exactamente la energia de Hartree de los electrones. Por lo tanto, en primer
orden de aproximacion, la interacciéon neta en un gas de electrones es precisamente
la energia de intercambio (5.191), que integrando resulta:

3

EW = _ 2 2p 5.194
I 47r€ F ( )

Definiendo ahora la distancia media entre las particulas, d, por medio de

Ard?
Q=N 7; , (5.195)
resulta,
3m2N 9\ /31
j— = (= Z~1.92d7! 1
p= T = (T) g =0 (5.196)

es decir que k' = d/2. Otra longitud caracteristica es el radio de Bohr, ag = h?/me?.
Introducimos entonces un parametro sin dimensiones,

d
re = — (5.197)

Qo

por medio del cual escribimos

3 h2k? N3 /9m\%3 2 2,12 ¢?
PO _3 FN:() < N2Ee 5.198
5 2m r25 \ 4 2aq 72 2ay ( )
/3 2 2
1) N 3 (971')1 e 0,916 e
I rs 2m \ 4 2a0 rs  2ag ( )
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RPA

—0,2

2 4 6 8 10 12

Figura 5.2: Energia por particula, en unidades de Ry (e?/2ay), para el estado fun-
damental del gas de Fermi.

La energfa total (F|H|F), evaluada con una funcién de onda antisimetrizada, se
denomina energia de Hartree-Fock (HF')

221 0,916
EHF:N< -

S

o2
e | —. 5.200
Ty + > 2a ( )

De la Fig. 5.2 vemos que para ry 2 2 resulta Egrp < 0, lo que indica que el
sistema se torna ligado. El principio de exclusién juega un papael importante en
esto, evitando que los electrones con los mismos spines se acerquen y de este modo
hace disminuir su energia electrostatica. Notemos que la aproximacion de HF es solo
vélida para gases densos (r; < 1) y no para los metales con 1,8 < r, < 5, 5.

La energia se puede bajar mas todavia por el hecho de que también los electrones
con spines opuestos tienden a separarse, debido a la interacciéon Coulombiana. Esta
aproximacién se denomina de fases al azar o “random phase approximation” (RPA)
y lleva al resultado”

2

+0,0621n 7, — 0,142 + -- ) . (5.201)
Qo

2,21 0,916

2
s

Erpa = N(

r Ts

que tambi¢n se muestra en la Fig. 5.2.

9Véase D. Pines, Elementary Excitations in Solids p. 118 y M. Gell-Mann and K. Brueckner,
Phys. Rev. 106, 364 (1957).



152 5.5 Teoria cudntica de la radiacion

5.5. Teoria cuantica de la radiacion

Como ya senalamos previamente y en el curso en que aprendimos la mecénica
cuantica de Schrodinger y Heisenberg, para el tratamiento cudntico de sistemas de
particulas cargadas en interaccion con un campo electromagnético habiamos consi-
derado a este ultimo como un “fondo” (“background”) clasico. En efecto, se tomé
para el campo electromagnético una soluciéon clasica de las ecuaciones de Maxwell
(por ejemplo la de un campo coulombiano) y se la “sumergié”, como potencial ex-
terno, en la ecuacion cuantica para una o varias particulas cuanticas cargadas. Asi
se analizo el atomo de Hidrégeno: se estudio la ecuacién de Schrodinger un electron
cuantico sometido al campo eléctrico coulombiano clasico producido por el ntcleo.
En el caso del atomo de helio, también el potencial de repulsion entre los electrones
fue tomado como un potencial coulombiano clasico mientras que los electrones eran
considerados como particulas cuanticas.

También estudiamos lo que llamamos la teoria semiclasica de la radiacién. Pe-
ro ahora aprendimos el método de segunda cuantificacién y podremos considerar
al electromagnetismo también de manera cudntica (recordemos que los campos de
gauge son bosones de spin 1) y asi tener una descripcién més precisa de la radiacién
electromagnética en términos de cuantos (fotones).

Repasemos las ideas basicas de la seccion 1.9. En el gauge transversal de Cou-
lomb, y en ausencia de cargas y corrientes, las ecuaciones de Maxwell se reducen a
la ecuacién de onda para el potencial vector,

2
?A(r,t) = <V2 — ;;) A(r,t)=o0 (5.202)

cuya solucién mas general se puede expresar como una superposiciéon de ondas planas
con numero de onda k y polarizacion e,

1 ) ) ) )
A(r,t) = o 3 (bkaeaem""_w’“t + bzaeze_’k'r““”“t) (5.203)
k,a

donde av = 1,2 y € real para el caso de polarizacion lineal, y

wg = ck. (5.204)
El vector de polarizacion tiene que ser perpendicular a k,

€. k=0, (5.205)

es decir, la onda debe ser transversal. La combinacién de los coeficientes y sus
conjugados ha sido elegida para que A sea real.
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De la densidad de energfa para el campo electromagnético (1.153), obtenemos el
Hamiltoniano clasico asociado a las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes,

H:;/dr (E* + B?)

A partir de las expresiones de los campos eléctricos y magnético en términos del

potencial vector, E = —(1/¢)0A/0t y B = V x A, e insertando el desarrollo
(5.203) en esta expresion, el Hamiltoniano del sistema puede escribirse en la forma
2
H=2% (“”") b be (5.206)
ka ¢

Podemos interpretar a estos coeficientes bg, v by, como “coordenadas” con las que
se determina al campo A. Dando un determinado conjunto (infinito) de valores de
bka v by, queda determinado un potencial vector A. Dando otro conjunto, se tiene
otro A. Esto se manifiesta mas claramente si se escribe

Qb =+ (b + ) (5.207)
Pro = —wcjk (bka — ba) (5.208)
de manera que el Hamiltoniano puede escribirse
H= ; % (P2, + wiQia)

lo que corresponde claramente a una superposicion de infinitos osciladores.
Las ecuaciones de Maxwell para A pasan a ser las ecuaciones de Hamilton:

OH .
= —Pr, 5.209
d0n, ~ T (5.209)
oOH .
Ol = Qka (5.210)

Con estos P y () se puede definir a los corchetes de Poisson del problema clasico
{Pkon Qk’a’} - 5k,k’5a,a’
{Pkonpk’o/} = 07 {Qka;Qk’a/} =0

En este punto, podemos atacar el problema de la cuantificaciéon del campo electro-
magnético, siguiendo los pasos de la cuantificacién candnica. Es decir, imponemos
las relaciones de conmutacion inferidas de las relaciones clasicas (5.5)

| P Queer | = — 0k 6o
[P P] =0, [ Cu] =0
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De estas reglas es facil deducir las reglas de conmutacién las que obedecen b y b
Conviene antes adimensionalizar estos operadores definiendo

2ka
ko = \| =570 211
(407% 2h ka (5 )
ko 2h ko :
Usando el andlogo a (5.207) y (5.208)
1
Qha = (bka + Dia) (5.213)
Pra = —Z%’“ (bie — D) (5.214)

para el caso de operadores, se tiene, invirtiendo esta ecuacion

]. A A
lke = wWkOhey + 1P 5.215
k e ( kQk k ) ( )
R 1 A A
al, = (ka,m _ zP,m) (5.216)

con lo que las reglas de conmutacién para a y a' resultan

A At _
[akaaak'a/ = Okk/Oaa

[&Loﬂ &Jlfc’a’} = 07 [dkom ak’a’] =0

Vemos entonces que con este procedimiento, el campo A pasa a ser un objeto que
tiene un desarrollo en términos de operadores @ y a' que obedecen un dlgebra de
operadores de aniquilacién y creacion bosonica,

A _ 1 h ik-r—iwgt A —ik-r4iwgt AT
A(r,t) = 7 %CH@ (eae ¥ + €ne . a,m> (5.217)

Las ondas planas de la teoria clasica que representan el campo de radiacién jue-
gan aqui el rol de las funciones de onda cuando tomédbamos un sistema cuantico de
particulas, bosones o fermiones, que obedecian la ecuacion de Schrodinger y pro-
cediamos a la segunda cuantificacion del mismo.

Es importante notar que aqui el campo de radiacién no obedece una ecuacion
cudntica (como era el caso de las funciones ¢,(r) que obedecian la ecuacién de
Schrodinger), como vimos para el caso que ya discutimos para los bosones de spin
cero y los fermiones. En este caso son directamente soluciones de las ecuaciones
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clasicas de Maxwell. Pero, como en los casos anteriores, los coeficientes del desarrollo

son operadores de segunda cuantificacion, en este caso en el esquema de Heisenberg

puesto que el campo A(r, t) ha pasado a ser un operador dependiente del tiempo.
El Hamiltoniano (5.206) se vueve ahora un operador cuantico:

N . 1
H= Zh/,uk (’I’Lka + )
ko 2
donde, como antes, hemos definido el operador niimero de particula como

X A
Nka = Q. Qka

El hamiltoniano cuantico (5.5) corresponde a un sistema de infinitos osciladores de
frecuencia wy, = ck.

5.6. Emision y absorciéon de fotones por un atomo

Estamos ahora en condiciones de tratar el problema de absorcién y emisién de
radiaciéon por un atomo de manera verdaderamente cuantica. Es decir, tomando
también al campo de radiaciéon en el contexto de la segunda cuantificacion.

Vamos a trabajar en la representacion de Schrodinger en la que que los operadores
son independientes del tiempo. Es decir que flu = flu(r). A diferencia de lo que
hicimos en el caso libre, en que habiamos podido complementar la condicién de
Lorentz con la eleccion de Ag = 0 trabajando entonces en el gauge de Coulomb todo
se complica por una de las ecuaciones de Maxwell

OA, =j,

que tiene un lado derecho no trivial por la existencia de la corriente j, que repre-
senta la interaccién de la materia (los electrones en el caso que discutiremos) con
la readiacién con una componente jy; en principio no nula. Y en particular, como
Jo 7 0 no podemos elegir Ay = 0 como habiamos hecho anteriormente. Para encarar
esta situacion procederemos de la siguiente manera: - Todo vector puede descom-
ponerse en una componente longitudinal Vj(para el caso del campo de las ondas
que tratamos, por ejemplo, esta componente fue tomada como la componente en
la direccién k ) y una perpendicular V| (que para las ondas de radiacion es la del
plano perpendicular a k). El vector resultante puede escribirse como la suma del
rotor de un vector V; = V x v y el gradiente de un escalar V| = V¢,

Vi=Vxwv, V=Vo¢
Vemos que dada esta definiciéon, se tiene

V.V.=0, VxVj=0
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Luego, si descomponenos al potencial vector A en sus partes transversa V| de di-
vergencia nula por ser un rotor y longitudinal Ade rotor nulo por ser un gradiente,
tendremos

A=A, + A

con

VALZO, VXA”:O
En tal caso el campo magnético solo dependera de A,

B=VxA=VxA +0=B=DB(A,)

O sea, que el campo magnético “no se entera” de la existencia de Aj. En cuanto al
campo eléctrico, tenemos que en la ecuacion de Maxwell VE = p solo aparecera la
su componente paralela

V- E=0+VE|=4mp= V- -E =4np

Las ecuaciones de Maxwell que ligan a £ y B y con j = j, + jjtoman la forma

E
VxB(A)+ a&f N (5.218)
8E||
ot = 471—]“ (5219)

De aqui concluimos que el campo Ejes creado por las cargas y corrientes mientras
que el campo magnético solo depende de A, y E). Es decir que para B en ningun
momento necesitamos hacer referencia a Ajpara determinar cantidades fisicas. Es
por ello que, si se elige desde un principio el gauge de Coulomb,

V-A=0

resulta que Ajtiene rotor y divergencia nulos. Es decir, es idénticamente nulo (o
una constante irrelevante). Lo tomaremos entonces como nulo. O sea que este caso
Aj = 0 reemplaza a la condicién Ay = 0 cuando discutimos la ecuacién de ondas
homogénea.

El hamiltoniano clasico de nuestro sistema completo (dtomo y radiacién) es

B g () TS L R

1>]

Hyog = ;/dr ((v x A ) +5 (ag‘;) )

Zel

rad
41 r;

| _xJ’

con
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Proceder a la segunda cuantificacién de este hamiltoniano implica promover p;, r; y
A, ala categoria de operadores, dejando solamente a los potenciales coulombianos
de repulsion entre los electrones y de atraccién del nicleo (segundo y tercer términos
en (22.30) como objetos clasicos. Podemos entonces reescribir (22.30) en la forma
cuantica
H= HO + Hrad + Hint
con
1

Ze2 1
|z — xj\

47 T

>

%

)+ Z:r (5.220)

1>]
A 2

A 1 A 2 1 8AL

g = 2/dr ((V x A) +02< = ) ) (5.221)

~ e? . e . N A .
Hiyy = ( AT — — (pj CA G+ A ~pj)) (5.222)
J J

Om>
I
<. M

m

2mc? 2me

Si Hiy, fuera nulo, las autofunciones del hamiltoniano podrian escribirse como |
Atomo ) | radiacién ) Aqui es natural identificar —radiaciéon ) con un ket en el
espacio de los nimeros de ocupacion de fotones,

| radiacién ) = [ning...n;...)

Podemos ahora pensar que Hi, produce, como perturbacion, transiciones entre los
niveles no perturbados descriptos por (22.34). Como trabajaremos en la represen-
tacion de Schrodinger en la que los operadores no dependen del tiempo, se trata
de una perturbacion constante pero como ya lo discutimos, puede ser tratada en
el marco de la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo. Dado que la per-
turbaciéon corresponde a una constante de acoplamiento suficientemente pequena,
e?/(hc) ~ 1/137, calcular la primera correccién al problema libre es una buena
aproximacion por lo que trabajaremos al primer orden.

En términos de operadores de creacién y aniquilacién a' y @ tendremos entonces
una perturbacién lineal en la que se crearan o destruiran fotones. Para obtener la
probabilidad de transiciéon entre un estado inicial ¢ y uno final f utilizaremos la
formula dada por la regla de oro que obtuvimos oportunamente,

Weey = S0 [(F Bl )] 0 e = )

h

Supongamos estudiar un proceso de absorciéon de un fotén de impulso hk y polari-
zacion a. En tal caso

i) =] Atomo A + ng, fotones ) (5.223)
|f) =| Atomo B + (ngo — 1) fotones ) (5.224)
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donde A indican el estado incial del atomo y B el estado final luego de absorber un
foton. Es facil entonces calcular

<Bu Nga— 1 ‘I:Imt’ Ay nka> = (5225)
e N h ) (@)
e Bing, — 1 jz::l c 2wVaka exp (ik-7;)p; - €| A;ngs ) (5.226)

No aparece en esta féormula el término del desarrollo que contiene el operador de
creacion d;m ya que su accion implicaria crear un estado con ng,+ 1 fotones mientras
que el bra que apareceria a la izquierda corresponde a ng, — 1 fotones. En contraste,
el apq que si debe ser incluido, acttia sobre el bra como uno de creaciéon por lo
que que el producto en el espacio de numero de fotones resulta ser 1 quedando por
calcular solamente el elemento de matriz atémico

<B;nka -1 ’f[mt‘ A;n,m> — _% ZZI;;

> <B ‘eXp (ik-7;)p; - e(o‘)‘ A>

J
El factor que multiplica el elemento de matriz atémico corresponde a la contribucion
de la radiacién. El factor que aparecia multiplicando a la delta de Dirac en (22.36)

A

Hiy ’L>‘2 0 (Ef —€)

Coincide con el que habiamos calculado de manera semiclasica en el que cuando
elevabamos al cuadrado el elemento de matriz era en el caso semiclasico
4mlc

hLdQ

Wiy = (s

I

con
w? 2
=" ZO]
2me

Basta identificar a la amplitud clasica de la onda Z()

Ao — 3\/ LB
0 m\ 2wV

para que la férmula que habiamos obtenido (14.30)

43¢

Wi = T|ol, 6 (B + hw — By)  Absorcid
i = 5ol |vr s ) sorcién

coincida con la actual, en que la intensidad de la radiacion es ahora proporcional al
numero n; de fotones.
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El calculo para el caso de emision de fotones se trata de manera analoga. Podemos
representar el proceso para un atomo en el estado A de la siguiente manera

A+ngy — B+ (nga + 1)

En este caso, es el operador &La el que contribuye en la expansion pues actuando
sobre el ket |A;ng,) lo transformaria en |A; ng, + 1). Se obtiene entonces

% fi(na + 1) (n;j‘j_ Y EJ: <B ‘exp (—ik-rj)pj- e(a)‘ A>

(Bi e+ 1| Hing| Ao ) = —

Notemos que en este caso, atn si ng, = 0 (es decir, cuando no hay fotones en el
estado inicial) el 4tomo puede puede emitir un fotén. Se trata en tal caso de una
emision espontanea que es observable experimentalmente y que no puede obtenerse
cuande se trata a la radiacién de manera clasica. Cuando ng, # 0 habra emision
inducida por los fotones de la radiaciéon incidente.

La contribucién de emisién espontanea corresponde a un fenémeno puramente
cuantico que se obtiene limpiamente al tratar a la radiacion de manera cuéantica.

Finalmente, también existe la llamada emisién estimulada. Para comprenderla,
comencemos por recordar que cuando un electrén se encuentra en un estado excita-
do, tiende a decaer a un nivel mas bajo emitiendo un fotén portador de una energia
que es la diferencia entre la de los dos niveles. Para lograr tener muchos electrones
en un dado nivel excitado de los dtomos debe existir una fuente de energia exterior
de manera de que los estados excitados estén mas poblados que los del mas bajo.
Se habla de “bombeo de poblacion” y de “inversién de poblaciéon” que puede ser un
generador eléctrico o la accion de otro laser (bombeo éptico). En respuesta al cam-
po electromagnético externo que corresponde a la misma energia, la probabilidad
de transicion al estado méas bajo es grandemente aumentada, méas alld de la emi-
sion espontanea. Esos atomos pueden desexcitarse emitiendo fotones de frecuencias
extremadamente proximas. en un proceso que se conoce como emision estimulada.

Los caculos relativos a la emision y absorcion de fotones en los atomos fueron
hechos en 1916 por Einstein °. Estos resultados, que *° Einstein, A., 18 (1916) 318
“Strahlungs-emission und -absorption nach der Quantentheorie”. Verhandlungen der
Deutschen Physikalischen Gesellschaft. Einstein, A., Physikalische Zeitschrift. 18
(1917) 121. “Zur Quantentheorie der Strahlung”

Einstein obtuvo en su incansable bisqueda de contradicciones de la mecanica
cudntica tuvieron una confirmacién trascendental a principios la década de 1950
cuando Charles Townes pudo generar experimentalmente luz amplificada por emision
de radiacin estimulada con un aparato precursor de lo que hoy llamamos Laser.
No pudo hacer este experimento en los laboratoriosde llamados por entonces “Bell
Laboratories” donde trabajaba porque los directivos no vieron una posible utilidad
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en su propuesta.Logré construir el aparato cuando paso a trabajar en la academia
(la Universidad de Columbia en New York) y por ello comparti6 el premio Nobel con
los por entonces soviéticos Nikolay Basov and Alexander Prokhorov, que también
trabajaban en instituciones académicas.



Capitulo 6

Mecanica cuantica Relativista

6.1. La ecuacion de Klein-Gordon

A partir de las reglas de cuantificacién canoénica se puede obtener la ecuacion
cudntica (no relativista) que describe la dindmica de una particula libre de masa
m. En efecto, de la relacién de la mecanica clasica no relativista entre energia E y
momento p, )

P iv=g (6.1)

2m

y de las reglas de cuantificacién canénical

p— (—ih)V, (6.2)
E — mgt, (6.3)

se obtiene la ecuacién de Schrodinger para la funcién de onda (7, t) que contiene
toda la informacién posible sobre el estado de una particula libre de masa m,

h? 0

—— V(7. t) = ih=—1(r, t). 6.4

VA1) = i (1) (64)
Esta ecuacion es obviamente no covariante relativista (i.e. frente a trasnformaciones
de Lorentz): el tiempo y las coordenadas espaciales no son tratados en un pie de
igualdad; incluye una derivada primera en el tiempo y derivadas segundas espaciales.

Conviene aqui precisar lo que entendemos por una ecuacion covariante relativista.

Dada una funciéon f(r,t) y un operador diferencial D,.; diremos que la ecuacién

D, 1 fs(r,t) =0, (6.5)

IEstas reglas pueden ser enunciada de varias maneras, la elegida es la més simple para los
presentes fines.

161
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es covariante relativista si, dada una solucién fs(z,t) en cierto sistema de coorde-
nadas de espacio-tiempo, cuando por ejemplo hacemos una rotaciéon espacial o un
boost (i.e., transformacién del grupo deLorentz propio) para pasar a otro sistema
de coordenadas, la funciéon transformada satisface la misma ecuacion, expresada en
términos de las nuevas coordenadas r’, ¢/

Dr/,t’fs (’I"/, Zf/) = 0. (66)

Si a una solucién ¢(r, t) de la ecuacién de Schrodinger (6.4) le asignamos el cardcter
de escalar (complejo) frente a transformaciones de Lorentz, un célculo sencillo con-
firma que ¥, (7',t") no es solucién de la correspondiente ecuaciéon transformada.

El cuarto trabajo de la serie de articulos que Schrodinger publicé en 1926 [1] pre-
senta una version covariante relativista de la ecuacién que rige la dindmica cuantica
de una particula masiva, ecuacion que fue obtenida independientemente por Os-
kar Klein, Vladimir Fock y Walter Gordon en el mismo ano, [2]-[4]. En su trabajo
Schrodinger considerd el caso de un electron de masa m sometido a la acciéon de un
campo eléctrico coulombiano pero su idea puede presentarse de manera muy simple
para el caso de una particula libre. La propuesta de Schrodinger es muy natural: para
llegar a una ecuacion relativista que describa la dindmica cuantica de una particula
libre, en lugar de partir de la férmula de la mecénica cldsica newtoniana (6.1), debe
hacérselo a partir de la relacion de energia-impulso de la mecanica clasica relativista,

p? + m?ct = E2 (6.7)

La aplicacion de las reglas de cuantificacién canénica (6.2) y (6.3) lleva a una ecua-
cién cuantica relativista, la ecuacion de Klein-Gordon [2]-[4] para una particula libre
(i.e. sin potencial) de masa m,

R*V2p(r,t) — m2cip(r,t) = ZEW

No es inesperado que, habiendo partido de la ecuacién relativista (6.7), se llegue
a una ecuacion en la que el orden de las derivadas espaciales y temporal sea el mismo.
Si introducimos el operador d’Alembertiano? [

(6.8)

O=—-— — V? (6.9)

entonces la ecuacién(6.8) se puede escribir de manera compacta como

m2c?

]:LQ
2Este operador diferencial lleva el nombre de Jean Le Rond d’Alambert quien lo introdujo en
1747 en un trabajo sobre cuerdas vibrantes.

Oi(r,t) + w(r,t) = 0. (6.10)
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Es evidente ahora que si el caracter de ¢ ante transformaciones de Lorentz es el de
un escalar, esta ecuacion no solo es covariante sino también invariante relativista ya
que tanto la funcién ¢ como el operador [ lo son.

Es facil encontrar una solucién de la ecuacion de Klein Gordon para la particula
libre. Basta hacer un “ansatz” como el que se hace en el caso no-relativista, de la
forma

U(r,t) = Ae!Pr=E/ (6.11)

y ajustar las constantes p y E), (asociadas con el impulso y la energia de la particula
respectivamente) de manera que se satisfaga (6.8). En efecto, si se inserta el ansatz
(6.11) en la ecuacién (6.8), para que se satisfaga la ecuacién debe satisfacerse la

condicién:
E, = £c\/p* + m2c?, (6.12)

que coincide con la relacion clasica relativista entre el impulso y la energia.
Recordemos que en la mecanica relativista clasica, al escribir (6.12) solo se retiene
el signo positivo. Si bien ambos signos son aceptables, de incluir a ambos se tendria
un espectro de energia que no seria continuo: habria un “salto” entre el valor minimo
positivo Fg+ = mc?y el valor maximo negativo Ey- = —mc?. Como en mecanica
clasica no hay ninguna razoén para aceptar discontinuidades en la energia, debe
elegirse un signo y resulta natural, por tratarse del caso de una particula libre, el
seleccionar la rama positiva (Recordemos que en el caso no-relativista los niveles con
energa negativa corresponden a estados ligados y aqui se trata de particulas libres).
Con lo anterior, el desarrollo para valores pequenos (en comparacién con mc )
del impulso conduce, si no se tiene en cuenta la energia en reposo, a la conocida
expresion clasica del Hamiltoniano no-relativista de una particula de masa m,

~ 2

E, ~ . (6.13)
En contraste con las argumentacion de la fisica clasica y de la cuantica no relativista
para desechar el signo negativo de la energia de una particula libre, notemos que
las discontinuidades en los valores posibles de la energia son precisamente una de
las caracteristicas fundamentales de la mecanica cudntica, por lo que en este caso
relativista no hay razén alguna para descartar una de las dos ramas, aun para el
caso de una particula libre.

Pero se plantea en este caso un problema serio: de no descartarse la solucion
con signo negativo la energia de la particula libre no estaria acotada por abajo y se
podria entonces extraer una cantidad arbitrariamente grande de energia tomando
simplemente una particula en reposo con energia +mc? y perturbandola de manera

3 Ansitze: del aleméan, propuesta.
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de que saltara el “gap™ de 2mc? y cayera en un estado con méas y mas energia
negativa. Volveremos a este asunto mas adelante.

Ahora bien, utilizando la ecuacion relativista propuesta por Schrodinger (y que
hoy se conoce ecuacién de Klein Gordon), se obtienen resultados razonables para
las series de Balmer y Lyman del dtomo de hidrégeno pero los resultados eran
inaceptables para la constante de estructura fina a determinada ya en esa época
con bastante precision por F. Paschen y E. Back en el estudio de la accién de
un campo magnético intenso sobre los niveles de energia del atomo de hidrégeno
(a = €2/ (4meghe) .

Es importante aqui recordar que Schrodinger no ignoraba la existencia del spin
del electrén, sugerido por G. Uhlenbeck y S. Goudsmit en 1925 para dar cuenta del
desdoblamiento de niveles atémicos en un campo magnético externo (efecto Zee-
man). Comprendia correctamente que las discrepancias que encontraba provenian
de que su ecuacion no tenia en cuenta el spin del electréon. De tenerlo, la funcion
de onda asociada al electrén no debia tomarse como un escalar frente, en particu-
lar, a rotaciones, y la ecuacion que rija su dinamica cudntica tendria que incluir
interacciones que tengan en cuenta a este momento angular intrinseco.

Existia ademés un problema conceptual méas basico que mostraba la invalidez de
la ecuacion de Klein-Gordon para describir la dindmica del electréon en el contexto
de la fisica cudntica en la que || se interpreta como una densidad de probabilidad.
Fue este problema, que tiene que ver con la imposibilidad de definir una densidad de
probabilidad consistente a partir de la ecuacion de Klein-Gordon, el que llevo a Paul
Dirac a cambiar radicalmente el frente de ataque y proponer la ecuacién que lleva
su nombre y que si daba cuenta de todos los resultados experimentales conocidos al
momento (1928) sobre el dtomo de hidrégeno.

Para comprender la contradicciéon entre la ecuacién de Klein-Gordon y una den-
sidad de probabilidad consistente, recordemos que en el caso no relativista descripto
por la ecuaciéon (6.4), a partir de la funcién de onda ¢ (r,t) se puede construir la
densidad de probabilidad p y la corriente de probabilidad J. La densidad p(r,t) re-
sulta ser una funcién real, semidefinida positiva y de caracter escalar que satisface,
junto a J(r,t), que tiene cardcter vectorial, una ecuacién de continuidad:

dp

Ved+ g =0 (6.14)

donde
p =0l (6.15)
= 2:;2 [W* (r, ) Vab(r, 1) — (e, ) V™ (r, t)] (6.16)

4gap: del inglés, hueco, brecha.
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Esta ecuacién confirma la interpretacién de [¢(r,t)[?dr como la probabilidad de
encontrar, en el instante t, a la particula en el diferencial de volumen dr centrado
en el punto r. Como siempre, de tal ecuacién de continuidad se prueba facilmente
la conservacién de una “carga”, en este caso probabilidad, siempre que el flujo de J
se anule adecuadamente en el infinito. Se obtiene

d

pr p(r,t)dr =0, (6.17)

d
dcf =0, Q= /p(r,t)dr. (6.18)

En el parrafo anterior el entrecomillado de la palabra “carga” se debe a lo siguiente.
La definicion de @) dada por (6.18) corresponde a la probabilidad de encontrar al
sistema descripto por 1 en el volumen de integracion. Pero vista a la luz del teorema
de Noether, () puede interpretarse como la carga conservada asociada a la invarianza
de la ecuacion de Schrodinger frente a un cambio de fase constante o de la forma

(x,t) — explia)(z,t). (6.19)

Es decir, existe en la mecénica cudntica una invarianza global U(1) (el grupo unitario
U(NN) representado por matrices es el grupo de las matrices U unitarias de N x N —i.e.
U'U = UU' = I. El caso N = 1 puede identificarse con el de los ntimeros complejos
de médulo 1. que es el caso de la transformaciéon (6.19). Cuando se trata de una
particula cargada eléctricamente en interaccion con el campo electromagnético, esta
invarianza pasa a ser una invarianza local (es decir, &« = a(r,t) ) donde un cambio
con fase a(z) en la funcién de onda va acompanado de un cambio de gauge en el
campo electromagnético.

Planteada la ecuacién de conservacion (6.18), la interpretacién de p, definida
positiva, como densidad de probabilidad se vuelve natural. A ello se agrega que la
probabilidad de encontrar a la particula en algiin lugar de todo el espacio resulta
constante en el tiempo —conservada— (e igual a 1 con una adecuada normalizacién
de la funcién de onda).

Para obtener tal ecuacién de continuidad se multiplica la ecuacion de Schrodinger
por ¥*(r, t) y se resta el resultado de multiplicar la ecuacién conjugada por ¥ (r, t). Si
procedemos de la misma manera con la ecuacién de Klein-Gordon (6.8), obtenemos

dpr .
V-JR-FW—O (6.20)

donde Jg (con R indicamos que se trata del caso relativista) tiene la misma forma
que en el caso no relativista mientras que la densidad de carga pr cambia radical-
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mente:
PR = 2212 W’"»QW - w(r,t)aw*a(:’t) : (6.21)
JRZQZ¢WWﬁﬂvww¢>—w0nwvw%nwy (6.22)

Haber forzado la covarianza implica que pg tenga una forma funcional andloga a las
componentes de Ji con ¢ jugando un rol idéntico al de las coordenadas.

Es evidente que pg es una funcion escalar real pero, a diferencia de p = |i(7r, t)
puede ser negativa y por ello se pierde la posibilidad de asociarla con una densidad
de probabilidad. Esto es consecuencia de que siendo la ecuacién de Klein-Gordon de
segundo orden en el tiempo, es en principio necesario dar dos condiciones iniciales
(para ¢ (r,t)y para Oi(r, t)/Ot) para determinarla y no queda excluida la posibilidad
de elegir la funcion y su derivada de manera que pr < 0. De hecho, dada una
eleccion de o (r,t) y 0(r,t)/0t en el instante inicial que haga a pg positiva, la
eleccion igualmente aceptable de ¥ (r,t) y —0i(r,t)/0t como condicién inicial hard
que pr < 0.

Otra manera de ver el problema senalado arriba es la siguiente: si se considera
un estado estacionario, puede reemplazarse en (6.21) ihdy(r,t)/0t por Ev(r,t),
obteniéndose

%

E

WW("“J)F (6.23)
y las soluciones con energia negativa (rama negativa de la raiz (6.12)) correspon-
deran, evidentemente a pr < 0. De esta ultima férmula vemos que, en el limite no
relativista, cuando E — mc?, pr deviene la densidad de probabilidad no relativista

habitual,

PR =

pr = [(r. 8 = p. (6.24)

6.2. La ecuacion de Dirac

P.A.M. Dirac (1902-1984) logré resolver en 1928 el problema de como compati-
bilizar la necesaria covarianza relativista de una ecuacion de ondas, con la necesidad
de tener una densidad de probabilidad definida positiva asociada con la funcién de
onda cudntica que describe el estado de un electrén®.

5Segtin G. Gamow, Dirac entrevié la solucién una noche del invierno de 1928 , mientras meditaba
sentado frente al fuego en el St. John College de Cambridge. Cuenta Dirac que en esa noche jugaba
con matrices de 2 X 2 con propiedades muy notables que habia inventado y que no son otra cosa
que las que llamamos matrices de Pauli. En ese relato comenta que él ignoraba que Pauli habia
encontrado esas matrices y que suponia que Pauli igualmente ignoraba que él también las habia
inventado.
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Dirac hizo hincapié que el hecho de que la densidad de probabilidad no tuviera
signo definido provenia de que la derivada temporal en la ecuacion de Klein-Gordon
era de segundo orden (y no de primero como en la ecuacién no relativista). Cambid
entonces radicalmente el punto de partida de Schrodinger para la obtencién de una
ecuacion de ondas relativista que describiera correctamente la dindmica cuantica de
particulas de spin 1/2 como el electrén. Publicé un trabajo con su propuesta [6] y
desde entonces la ecuacion basica de la mecanica cuantica relativista para el electron
ha tomado su nombre.

Quedé claro en el andlisis previo que la ecuacion de Klein-Gordon conduce a una
densidad de probabilidad negativa por tratarse de una ecuacion de segundo orden en
el tiempo. Esto ultimo, a su turno, es obligado por requerimientos de la covarianza
relativista: las derivadas espaciales que resultan de la cuantificaciéon canoénica de la
energia cinética

son de segundo orden.

Dando un corte drastico a la contradiccion, Dirac propuso una ecuacién de primer
orden tanto en las variables espaciales como en las temporales. En cierto modo, en
lugar de aplicar las reglas de cuantificacion candnica a la relacién entre el cuadrado
de la energia y el impulso,

E? = p?c® + m*c (6.25)

Dirac lo hizo con la idea de que relativisticamente la energia se elaciona con la
masa y el impulso a través de una raiz cuadrada,

E = +/p?c® + m?ct (6.26)

Pero como no era razonable abandonar la linealidad de la ecuacion de ondas
escribiendo para la ecuacién de ondas una en que ) apareciera dentro de raices cua-
dradas, lo que violaria el principio de superposicion), Dirac no plante una ecuaciéon
con raices cuadradas sino que propuso una que, “elevada al cuadrado”, reproduje-
ra (6.25) de manera que en el limite ¢ — oo se recupera el resultado no relativista
E = p?/(2m) (El sentido de de escribir “elevar al cuadrado” una ecuacioén diferencial
quedaré aclarado mas adelante).

En este punto recordemos que cuando en la mecanica cuantica no relativista
se pretende describir al electron incluido su spin, debe considerarse una funcién de
onda que no es un escalar sino que tiene 2 componentes (més precisamente se trata
de un espinor de dos componentes x que suele llamarse espinor de Pauli),

xalr b)) (6.27)

x(r,t) = Ya(r, 1)

Por ejemplo, consideremos el caso de un electréon en presencia de un campo
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eléctrico
E=—¢——- (6.28)

con ¢ el potencial escalar. Vimos en el primer curso de mecanica cuantica que el
hamiltoniano del electrén, tratado como un espinor de 2 componentes toma en este
caso la forma

_ (PP/2m + ed(r) 0
con 2h d
w(r) = — 4;202$ (6.30)

donde o = (0!, 0?,03) son las matrices de Pauli, de 2 x 2.

(O (0T w0 0) e

Para mayor generalidad que la de los espinores de Pauli, Dirac consideré a la
funciéon de onda como un objeto no de 2 sino de N componentes, esperando que
ciertas propiedades bésicas a exigir a la teoria fijaran N y el cardcter espinorial de
1. Escribié entonces

Y(r,t) = : =), a=12...,N (6.32)

N
P (r,t)
La ecuacién diferencial lineal de primer orden con coeficientes constantes® més

general que puede escribirse para el caso de un electréon libre en un espacio-tiempo
de 3 + 1 dimensiones es entonces:

1 . imc

Cégf+algﬁ +a2§;é+adg;é+ Y =0. (6.33)
Las constantes ¢ (velocidad de la luz), m (masa de la particula) y A (constante de
Planck) aparecen por conveniencia posterior. La arbitrariedad de los coeficientes
estd dada por constantes afw Y Bee que, dado que ¢ es un vector columna de N
elementos, pueden considerarse 4 matrices de N x N a determinar por razones
fisicas. La ecuacién (6.33) puede reescribirse de manera més compacta en la forma

10y mc

5Es la homogeneidad del espacio-tiempo la que implica que sean constantes.
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Nétese que las componentes o de a = (al,a? a3) son cada una una matriz de

N x N. En este caso poner los indices arriba o abajo es solamente una cuestion de
estética pues se trata de indices “espinoriales”

En camino de obtener una ecuacién de continuidad, analicemos el resultado de
conjugar la ecuacion (6.34) (Utilizaremos la notacién f* para indicar el conjugado
de una funcién f). Para el caso de espinores, introducmos la notacién

¢T — w*T _ (?/11*7 wz*’ o ’wN*> : (6.35)

que implica conjugar y trasponer al espinor definido en la ec. (6.32). La ecuacién
que resulta de conjugar y trasponer (6.34) puede entonces ser escrita asi:

f imc
“9Y L (wol) - al — Z2Eptat — 0. 6.36
Aqui o' es la traspuesta conjugada de la matriz o.

Multiplicando (6.34) a izquierda por 9T, (6.36) a derecha por ¢ y luego sumando

ambos resultados se obtiene
10|y)?
ot

mme
+ (Wl Vot (Vo) - ade) + ==¢l (- pT) v =0, (637)
h

donde hemos introducido a la funcién real |¢|?, semidefinida positiva, de la manera
siguiente:

W2 =9I (r )y (r,1). (6.38)

Basta pedir que las matrices o' y 3 sean hermiticas para que la ecuacién (6.37) se

simplifique considerablemente y tenga las caracteristicas de una tipica ecuacion de

continuidad. En efecto, si

o =o', p=p", (6.39)
la ecuacién (6.37) toma la forma simple
iag’f +V (¢lop) =0. (6.40)
Entonces, si se define
p(r,t) = [(r, 1), (6.41)
)
J(r,t) = ' (r, t)cay(r,t), (6.42)

y se puede escribir a (6.40) como una ecuacién de continuidad e interpretar a p como
una densidad de probabilidad semidefinida positiva,
9p

i .J=0. 4
S VT =0 (6.43)
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iEl problema de la ecuaciéon de Klein-Gordon no existe entonces para la ecua-
cién de Dirac! Nétese que la definicion de p es andloga a la que resulta en el caso
no-relativista para espinores de dos componentes. En contraste, la de J es comple-
tamente nueva (volveremos a ella més adelante cuando estemos en condiciones de
ligarla con la “velocidad” de la particula cuya funcién de onda es el espinor ).
Hay una manera sugestiva de reescribir la ecuacién de Dirac (6.34)

zh(?;f = [ca - (—ih)V + 5m02] = Hy, (6.44)

que nos permite identificar al operador p con —ihV, la misma expresién que la de
la cuantificacién canodnica no relativista. En cuanto al operador H,

H = ca- (—ih)V + Bmc?, (6.45)

podemos identificarlo como el generador de traslaciones temporales infinitesima-
les, es decir con el Hamiltoniano del sistema que pretendemos describir (el de una
particula libre de masa m). Es importante notar que la hermiticidad de las 4 matrices
o v (3 garantiza que H = HT.

Para verificar que la ecuacion de Dirac es consistente con la relacion entre energia
e impulso que debe satisfacer un sistema relativista, apliquemos el operador

10 imc

- oV - — 6.46

cor @ h b (6.46)
a la ecuacién (6.34). Nétese el cambio de signo en los dos tltimos términos respecto
del operador que aparece en (6.36). La idea estd inspirada en la accién de multiplicar
por (a—b) a la cantidad (a+b) para obtener una diferencia de cuadrados. Obtenemos

10 imc 10y mc B
(cat TV M) (c‘?t toe Vg h&/}) - (6.47)
1% , , O m2c? ,  ime o, W O
S~ ahal g T - S ("3 + pa*) 5% =0 (6.43)

Dada la simetria de las derivadas del segundo término de la segunda linea se puede
escribir

k1 82 . 1 k 1 I k 82 6 49
aaaxkaxl—§<ao¢+aa>7axkaxl. (6.49)
Basta entonces pedir que
1
5 (akal + ozlozk) = (6.50)

para que el término de derivadas espaciales de la segunda linea de (6.47) corres-
ponda al Laplaciano que aparece en la ecuaciéon de Klein-Gordon como parte del
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d’alambertiano. Si adoptamos esta condiciéon y ademas imponemos

"B+ par =0, (6.51)
B =1, (6.52)

la segunda linea de (6.47) deviene la ecuacién de Klein-Gordon (6.8) y por ello se

verifica que toda solucion de la ecuacion de Dirac satisface también la ecuacién de
Klein-Gordon,

h? 0% (r,t)
¢ Ot?
y por lo tanto es consistente con la relacion energia impulso relativista que vimos
era verificada por esta ultima.
La derivacién anterior aclara el sentido que tenia la frase que se referia a “elevar
al cuadrado” una ecuacion.
Las condiciones que ya hemos impuesto a las matrices a y [ implican varias
propiedades. En particular, si reescribimos la ecuacién (6.51) en la forma

— BPV2)(r,t) + mP*c*Y(r,t) =0 (6.53)

Bar = —akp, (6.54)
calculamos el determinante,
det Ba¥ = det (—akﬁ) = (=1 det (o/fﬁ) , (6.55)
y usamos la propiedad ciclica det AB = det BA llegamos a que
(-1)Y =1= N = par. (6.56)
Si se multiplica a derecha (6.54) por 8 y luego se usa (6.52), se obtiene
Bakp = —a*, (6.57)
Si ahora calculamos la traza de ambos miembros,

tr Ba*p = —traf (6.58)

tr fa* B = tr 2af = traf = —trat. (6.59)

La propiedad ciclica de la traza implica que el lado izquierdo de la igualdad de (6,57)
es +a” mientras quee el lado derecho tiene el signo opuesto por lo que o

tra® = 0. (6.60)

Analogamente se obtiene que
tr 8 = 0. (6.61)
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Podemos ahora escribir la ecuacién de Dirac (6.34) de una manera explicitamente
covariante. Para ello introduzcamos la notacion

7’ =8, (6.62)
= pal, (6.63
que en forma compacta escribimos
P = (8,7"). (6.64)
Puede verse facilmente que
VY A = 20" I, (6.65)

con la métrica g"” definida a partir de la identidad ¢g""g,, = o4 con g,, dada matri-
cialmente por la ec. (6.72).

Si multiplicamos la ecuacién de Dirac (6.34) por ihf y usamos la nueva notaciéon
tendremos

O (r, 1)
ihyt———"—= —mep(r,t) = 0. 6.66
"5 (r,t) (6.66)
Esta es la manera compacta de escribir, de manera explicitamente covariante, la
ecuacion matricial que describe la dinamica relativista de una particula libre de
masa m. Se puoede lograr una forma més compacta utilizando la notacién (), lo

cual arroja

ihy" 0,00 — mey = 0. (6.67)
Finalmente, introducimos la notacion de Feynmann, en la que se define
P=9"0,,  A=A"A, (6.68)
y la ecuacion de Dirac resulta
(ihd — mc)y = 0. (6.69)

Resta confirmar la covarianza y determinar explicitamente las cuatro matrices v*
(lamadas matrices de Dirac). En particular, su orden (por ahora N x N es arbitrario)
o, lo que es lo mismo, cudl es el nimero N de componentes de ¥(r,t). Luego,
deberemos analizar las propiedades de ¥ (r,t) ante transformaciones de Lorentz,
determinar el spin de la particula que describe y buscar las soluciones.
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Figura 6.1: Fotografia de la placa de pizarra verde colocada en la abadia de West-
minster, a pocos metros de la la tumba de Isaac Newton, en la que fue grabada la
ecuacion de la mecanica cuéntica relativista de una particula libre de masa m para
el caso en que las unidades son aquellas en las que resulta ¢ = 1.
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6.3. Transformaciones de Lorentz

Antes de embarcarnos en la descripcién de la ecuacion de onda relativista es
conveniente mencionar brevemente las transformaciones de Lorentz (TL) que se usan
en la cinemética clésica relativista [2], para luego discutir sus andlogos cudnticos
y finalmente encontrar la generalizacion relativista para los grados de de libertad
intrinsecos.

Consideremos dos eventos en el espacio-tiempo, (z,y, z,t) y (z + dx,y + dy, z +
dz,t+dt). Podemos generalizar el concepto de distancia entre dos puntos en el espacio
introduciendo el “intervalo” ds entre dos puntos en el espacio-tiempo. Para que sea
el mismo para todos los observadores (inerciales), ds tendra que ser invariante con
respecto a las rotaciones y a las TL y por lo tanto debe estar dado por:

ds* = dt* — (da® + dy? + d=?) (6.70)

El grupo de todas las transformaciones que dejan invariante ds? se denomina el grupo
homogéneo de Lorentz’. Restringiremos nuestra discusién a este tipo de transforma-
ciones y en lo que sigue omitiremos la palabra homogéneo al referirnos al grupo de
Lorentz (GL).

En un espacio 3-dimensional (z,, z) son componentes de un 3-vector, y dr? =
dx®+ dy? + dz? se puede escribir en la forma

dr? = > (dz")?, =z =y, 3 =2 (6.71)

i=1,2,3

que resulta ser una forma bilineal definida positiva por ser suma de cuadrados,
e invariante respecto de las rotaciones en el espacio usual. Para generalizar a 4
dimensiones esta manera de escribir el intervalo ds? tenemos el problema de que ya
no resulta positivo definido, y necesitamos introducir algin objeto que contenga la
informacion del signo de cada coordenada. La forma usual de hacerlo es introducir
la “métrica” del espacio, g,,, como los elementos de la matriz diagonal

1 0 0 0
0 -1 0 0

9710 0 -1 o0 (6.72)
00 0 -1

donde las filas y las columnas corresponden a las componentes 0 ,1, 2 y 3. De esta
forma el intervalo puede escribirse

ds* = > dz* g, dz” (6.73)

1=0,1,2,3

"El grupo homogéneo excluye las traslaciones
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donde agregamos ademds la coordenada x° = ct e introducimos el tetravector (lla-
mado contravariante, con el indice en la posicién suprior)®

ot = (2° 2, 2? 2%) = (ct,x,y, 2). (6.74)

Es conveniente, para no escribir sistematicamente la métrica en todos lados, definir
un tetravector covariante, con el indice en posicién inferior, en la forma

Ty =D G’ = guor’ + gt + gur? + gusr’, (6.75)
Mirando (6.75), vemos que x° = zg, 2! = —zy, etc, de manera que el intervalo se
escribe
ds* = datdz, (6.76)
m

Finalmente, para simplificar la notacion, adoptaremos la convencién de suma de
Einstein: un indice que aparece una vez en la posicion superior y una vez en la
posicion inferior se suma automaticamente de 0 a 3 :

3
Z ViV, — VIV, (6.77)
n=0
asi, el intervalo se escribe
ds® = dz"dx,. (6.78)

Asi escrito, posee la forma de producto interno entre un vector contravariante con
otro covariante la cual arroja como resultado un escalar (o invariante).

Dado que el determinante de g, es no nulo, existe su inversa, que es g~ = g. A
los elementos de matriz de ¢g~! los llamamos ¢g*¥ Al ser inversas, satisfacen

909" = 0,.. (6.79)

Volviendo a las transformaciones homogéneas de Lorentz, ahora que hemos in-
troducido los tetravectores, podemos escribirlas en la forma

't = A" 2, A", e R (6.80)

que inducen una transformacién anédloga en los dx* (atenciéon que el orden en que
aparecen los indices p y v es importante). Dado que tienen que mantener invariante
el intervalo ds?, se debe satisfacer que

9NN =9, (6.81)

8Lo pronunciamos tetravector o cuadrivector segtin la literatura.
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Observemos que si pensamos a A*, como los elementos de una matriz A, entonces
podemos escribir (6.81) como un producto matricial?,

AgA = g. (6.82)

Esto significa que el grupo de transformaciones que dejan invariante al intervalo
ds?, 1o que se conoce como grupo de Lorentz, es lo que se denomina grupo pseudo-
ortogonal O(1,3), usualmente denotado £ para los fisicos.

Para hallar la regla de transformacion del tetravector covariante, primero subimos
su indice, luego lo transformamos de acuerdo a la regla que para tetravectroes con-
travariantes (6.80), y luego bajamos su indice:

! v __ 14 o
x/,; - guyx - guyA pgp To, (683)
Para simplificar esta expresiéon, multiplicamos (6.81) por g°*, y usamos (6.79):
(g A", A", = 5) (6.84)
y entonces observamos que

G o™ = (AT (6.85)

I

es decir, las componentes u,r de la transformacion de Lorentz inversa. Solo por
cuestiones de notacion, definimos

AJ = (A (6.86)

v

Y entonces resulta'®

z, =Nz, (6.89)

Mas generalmente, un tetravector contravariante V* es un objeto que frente a
una transformacién de coordenadas (6.80) se tranasforma de la misma manera:

Vi = A"V (6.90)

90bservemos que

(AT, = AV,

0Notemos la siguiente sutileza: La suma implicita en el lado derecho de

o, =NYe, = (A (6.87)

corre sobre un indice de fila de la matriz A~'. Luego, en términos de matrices, esta transformacién
debe pensarse como la inversa transpuesta de A actuando sobre el vector columna, . Es decir, en
notacién matricial,

o= (AT, (6.88)
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y lo mismo para un tetravector covariante.
En especial, definimos los operadores diferenciales

0 10 0 0 0 10
au - @ - (80,81,82,83) - (Cat7axaayvaz> - <c@t’v>

y su version contravariante

10
Ho__ yuz _ - _v
0 970 <cat’ )

que dan origen al operador d’Alambertiano:

1 0? (82 0? 82> 1 0?

e H e — P - .
0 =00, c? Ot? Ox? * 0y? + 0z?

que resulta invariante de Lorentz.
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(6.91)

(6.92)

(6.93)

Observemos que 8“ efectivamente se transforma como un tetravector covariante,

dado que por la regla de la cadena

5 _ 0 _ 0 0x
mQal Qv Oxlk
y de (6.80),
ot = (AT 2" = A
y entonces

&, =A\,"0,.

El tetravector energia-impulso de una particula es:

p=\-pP), pu: — D
C C

2
pQ:p“mz;—p-p:chQ

dando lugar al invariante

o, cuando ¢ =1
= B2 —p?=m?

(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

(6.98)

(6.99)

Usaremos la notacion p - x para el producto escalar de los tetravectores p, y ":

p.x:p#xV:Et_p.fr

(6.100)
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También haremos uso de los 4-tensores antisimétricos que son de la forma:

o vt vz 3
—Vlo0 A A
—v:oA 0 Al
—vE AT AN 0

T = ={V.A}:; T, ={-V,A}  (6.101)

Las componentes espaciales 732, T3 T?! constituyen, con respecto a las trans-
formaciones espaciales, un un vector axial, A, en tres dimensiones. En cambio, las
componentes T, T°? y T% forman con relacién a las mismas transformaciones, un
vector tridimensional polar V' [3]. Como ejemplos podemos citar al tensor para el
campo electomagnético:

Fr=0rAY — VA" = {—FE, B} (6.102)
donde A* = (¢, A) es el campo electomagnético y
L = atp” —a¥p* ={K,—L} (6.103)

donde
L=rxp (6.104)

es el impulso angular orbital y
K =ctp— Er/c=2"p — p’r (6.105)
El producto escalar de dos 4-tensores antisimétricos, T y T'*
T-17"=1,T" =2(A-A'-V .V’ (6.106)
es invariante con respecto a las TL. Por ejemplo, para el campo electromagnético:
F-F=2(B- E’) =iv. (6.107)

Ejemplos de Transformaciones de Lorentz

Entre las distintas transformaciones del grupo de Lorentz, encontramos las in-
versiones espaciales, o transformaciones de paridad (r — —r, t — t),

1 0 0 0
0 -1 0 0

Ar=10 0 1 ol (6.108)
00 0 -1
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inversiones temporales (r — r, t — —t),

-1 0 0 0
Ap = 8 é (1) 8 , (6.109)
0 001
rotaciones, por ejemplo de un angulo € alrededor del eje z:
1 0 0 0
AR(0) = 0 cosf@ —sinf 0 (6.110)

0 sinf cosf® 0O}’
0O O 0 1

y tranformaciones propias de Lorentz o “boosts” temporales, que afectan a una de
las coordenadas y al tiempo, por ejemplo para el caso en que la velocidad relativa
entre los dos sistemas es v en la direccion del eje x, se escriben

coshw sinhw 0 0
sinhw coshw 0 0
0 0 10
0 0 01

Ap(w) = (6.111)

donde tanhw = v/cy por lo tanto coshw = (1 — v2/c?)"? ysinhw = v/c (1 — v2/c?) 2.
Los boosts y las rotaciones pueden formarse mediante transformaciones infinitesi-
males consecutivas a partir de la identidad A; (estdn “continuamente conectadas” a

A;), mientras que A7 y Ap no pueden (estan “desconectadas” de Ay, o se dice que

son transformaciones “discretas”). Cualquier producto de boosts, rotaciénes, Ay y

Ap pertenece al grupo de Lorentz, y resulta que saturan el grupo de Lorentz.

Adoptaremos la convencién seguida hasta ahora, que corresponde a las rotaciones
activas. Esto significa que la rotacién afecta al sistema fisico, mientras que los ejes
de coordenadas quedan fijos. Lo mismo hacemos con los boosts de Lorentz, y para
una TL en la direccion x con velocidad relativa v.

Consideremos un sistema invariante relativista que obedece la ecuacién covarian-
te de Klein-Gordon. Si pretendemos que el médulo cuadrado de la funciéon de onda,
ligado a una cantidad medible, no cambie frente a este grupo de transformaciones,
la funcién de onda debera permanecer invariante a menos de una posible fase:

b, t) D (v ) = exp(ia)b(r, t) (6.112)

Supongamos que « representa una inversion espacial. Entonces, si se consideran dos
inversiones espaciales, se tendra que exp(2ia) = 1 y por lo tanto o« = 0, 7. Luego,
ante una inversion espacial

P'(=r,t) = £Y(r,1) (6.113)
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Es decir que 9(r,t ) puede ser un escalar (signo +) o pseudoescalar (signo —).
En cuanto a rotaciones, que son continuas, debemos incluir, por continuidad, a la
identidad. Al hacer una rotacion de 27 si & no se mantuviera constante tendriamos
una inconsistencia (lo mismo sucede para boosts, que pueden considerarse como
rotaciones hiperbdlicas).

Luego ¥ (r,t) es un escalar o pseudoescalar frente a reflexiones espaciales y un
escalar frente a transformaciones propias de Lorentz y rotaciones. Tal funcién de
onda sélo puede describir particulas que no tengan otros grados de libertad que
los asociados con el espacio-tiempo. Es decir, la ecuacién de Klein-Gordon describe
particulas de spin 0. Fueron Pauli y Weisskopf [5] quienes justamente propusieron
utilizar la ecuacién de Klein-Gordon para describir la dindmica cuantica de bosones.

6.4. La ecuacion de continuidad

La ecuacién de Dirac para una particula relativista de masa m se escribe de
manera explicitamente covariante [ec. (6.34)] como

iy 0 — meyp =0 (6.114)

donde las matrices 4* son cuatro matrices de N x N que, de acuerdo a su definicion
en términos de las matrices a y 5 [ecs.(6.123) y (6.63)] y de las propiedades de estas
ultimas que fue necesario imponer satisfacen

VA At = 29" Iy, (6.115)
try" = 0. (6.116)

En términos de estas matrices (llamadas matrices de Dirac), la ecuacién de con-
tinuidad (6.43) que obtuvimos a partir de la ecuacién (6.114) puede escribirse de
manera explicitamente covariante frente a transformaciones de Lorentz. En efecto,

definiendo
TO(r,t) = ep(r,t) = cp(r, )10 (r, 1) = C@/J("“ t)'y 5% (r, 1), (6.117)
J = cy(r, ) an(r.t) = cp(r, 1)y vy (r, 1), (6.118)
podemos escribir
J* = cp(r, )10 ) (r, 1), (6.119)

donde hemos usado la ecuacién (6.115) para escribir las igualdades (6.118).
Si en este punto se introduce la importante definicion

b(r,t) = ¢(r, 1)1, (6.120)
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la corriente puede ser escrita de manera compacta como

JE = cab(r )yt (r, t), (6.121)
y la ecuacion de continuidad deviene

1
giu — 9,J" = 0. (6.122)

Veremos que (7, t) jugard un papel més importante que ¢ (r,t)" en el analisis
de la mecéanica cuantica relativista. Mas aun, en el marco de la cuantificacién de las
teorfas de campos via el método de la integral funcional'! reaparecera en un pie de
igualdad con ¥ como una funcién independiente de .

Conviene por lo anterior determinar qué ecuacién satisface 1 (r,t). Para ello

conjugamos y trasponemos la ecuaciéon (6.114). Luego la multiplicamos por 7° a

derecha y usamos que'?

Py = 44, (6.127)

para obtener ) )
th 0, " +mey = 0. (6.128)

Recordemos que la ecuacién de Dirac para v, ec. (6.114) tiene la forma
ih" 0, — mey =0 (6.129)

Notemos que estas ecuaciones difieren solo en el signo relativo. De hecho, toman-
do a 1 y 1 como variables independientes, las ecuaciones pueden ser obtenidas a
partir de la accién

S = /d4x£ (6.130)

1E] método de la integracién funcional, desarrollado por R. Feynmann a partir de una idea de
Dirac provee una manera alternativa a la cuantificacién de las teorias de campos.
12A partir de las definiciones

A0 = 3, (6.123)
7' = Bal, (6.124)

con B =BTy o' =a'l, y 32 =1, obtenemos

y entonces
V710 = Ba’p? =", (6.126)

7% es hermitica, entonces 70T = 70 = 40~040,
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con el Lagrangiano de Dirac dado por
L =) (ihy"0, — me) (6.131)

Noétese que el diferencial en la integral que define a la accién (6.130)) implica la
integracién sobre el tiempo. Recordando la definicién del Lagrangiano en la formu-
lacion de la mecanica clasica deberiamos llamar a Lp;.. densidad Lagrangiana.

La ecuacion para 1 resulta de las ecuaciones de Euler-Lagrange que resultan de
variar respecto a 1;

oL oL
0= gg = (ihly"0, — mc)1, (6.133)

(la derivada respecto de 8,@ del lado izquierdo de esta ecuacion se anula porque en
el Lagrangiano no aparecen derivadas de @) Para obtener la ecuacién que obedece v
conviene integrar por partes la accién (6.130)) y luego se procede de manera anéloga
al caso de 1. Finalmente, hay otra manera de escribir el Lagrangiano de Dirac, por
ejemplo, poniendo un factor 1/2 a la suma de dos términos, uno en el que es ¥ quien
aparece derivada, el otro en el que es ¢ quien aparece derivada.

6.5. Los valores posibles de N

Dirac introdujo cuatro matrices de N x N, ~v*, independiente. Estudiando mas en
detalle sus propiedades es posible determinar los valores de N y la forma explicita
de cada una de las cuatro matrices. También se puede formar 6 productos tomando
de a 2 matrices diferentes

000 S e RS e AN 1 s MUY 0 e A 2 (6.134)

En cuanto a los 4 productos posibles de tres, se tiene
0 T 0 e e R 0 e e A B ' (6.135)

Finalmente, existe un tinico producto de a cuatro que juega un rol muy importantes
en la mecénica cudntica relativista por lo que se le asigna un simbolo especifico, 75

7y = (6.136)

asociado a una simetria muy importante que discutiremos més en detalle luego y
que se denomina “quiralidad” (del griego xetp, (kheir), mano).
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No hay mas productos distintos a los ya listados: si se tratara de armar un
producto de 5 matrices habria que repetir alguna en ese producto. usando la anti-
conmutacion de de las matrices de Dirac distintas entre si se puede ubicar de manera
contiguas a las dos que son iguales usando esta propiedad. Y siendo que el producto
de dos iguales es proporcional a la identidad el producto de 5 se reduce a uno de 3
ya incluido en la lista de las ecs. (6.134)-(6.136).

Las 11 matrices (6.134)-(6.136) junto con las 4 matrices v* y la identidad I
forman un conjunto de 16 matrices que llamaremos I'!, con [ = 1,2,...,16. A las 4
primeras las escribiremos temporariamente como

=% To=iy", I3=iy? Ty=iy (6.137)

de manera que su cuadrada sea igual a la identidad. Las 12 siguientes son las que
hemos listado en las ecuaciones (6.134)-(6.136) y también cumplen con esta propie-
dad.

Se puede verificar facilmente que las matrices I'; asi definidas satisfacen las si-
guientes propiedades

1. I'l',, = ap, Iy, ap, = £1, 12
N,=I<l=n

nr, =+r.0

Si I',, # I siempre existe I'; tal que I, I, = —T',
trI =0, I'V#A1

SIS A S

S by = 0 <= by, = OVk

Como ejemplo, probaremos las dos ultimas propiedades, comenzamos por la 5.
Por la propiedad 4, si I';, # I, siempre existe I'; tal que I)[",I', = —I',,. Tomando
traza, se tiene

tr, = —tr I, 17, (6.138)

o, usando la propiedad ciclica de la traza
trI', = —tr IV, 0. (6.139)
Pero por la propiedad 2, I'/I'; = 1, se tiene que
trl', = —trl, = tr[', =0 (6.140)

La propiedad 6 establece que

16
> by = 0 <= by = Ok, (6.141)

k=1
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Separemos uno cualquiera de los términos de la suma del resto:
bl + Y 0T =0 (6.142)
k#m

Multipliquemos a derecha por I',,, y usemos el hecho de que el cuadrado de las I''s
es la identidad,

bl + > by Ty, = 0. (6.143)
k#m
Ahora por la propiedad 1, siempre existe un [ tal que
.y, = apnly, con ap, = £1, £i. (6.144)
Se tiene
bd + > brag, I =0 (6.145)
k#m

para algun [ (nétese que por la propiedad 2, I'; # I para m # k.) Ahora tomamos
la traza de esta igualdad

tr (bml + 3 bkakmfl) =0 (6.146)

k#m
y usamos la propiedad 5,trI'; = 0, con I'; # I con lo que mostramos que
bpwN =0=b,, =0 Vm. (6.147)

Este ultimo resultado es muy importante. Por construccion, las 16 matrices I
son independientes y por ello propiedad 6 muestra que de son linealmente inde-
pendientes. El niimero minimo de filas y de columnas que deben tener 16 matrices
cuadradas para ser linealmente independientes es 4. Luego, se puede tomar a las
matrices I'; y, a fortiori, a las matrices v* como matrices de 4 x 4. Esta es una repre-
sentacion irreducible. Por supuesto, se podria tomar un orden mayor. En tal caso,
puede demostrarse que esta ultima es una representaciéon reducible a una matriz
diagonal por bloques de la forma

7" 0
I+ = o (6.148)
0 ol

donde las v* son las matrices en la representacion minima de 4 x 4.

Debe senalarse que el hecho de que las dimensiones del espaciotiempo son 4
determina que las matrices de Dirac sean 4 pero esto no estd ligado univocamente
con que sean elegidas como matrices de 4 x4. En un espacio-tiempo de 3 dimensiones,
por ejemplo, la dimensiéon minima possible para las 3 matrices v* existentes es 2 pero
también es posible representarlas como 3 matrices de 4 x 4 con 2 bloques de 2 x 2
en la diagonal.
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6.6. Teorema fundamental de Pauli

Dados dos conjuntos de matrices de Dirac, {7y*} y {3#}, existe siempre una
matriz no-singular S que los conecta por una relacién de similitud:

Ak = SIS (6.149)

La transformacién es tinica a menos de una constante multiplicativa. No daremos
la prueba, que es simple pero trabajosa. Esta basada en escribir a .S en términos de
las 16 I'; y I'; a su vez construidas a partir de las v* y 4, en la forma

16
=1

y determinar la matriz F' que lleva a que valga (6.149).

Este teorema implica que no existe un tnico conjunto de 4 matrices de Dirac
que satisfagan las condiciones necesarias que hemos ido determinando sino que, una
vez encontrado explicitamente un conjunto podremos obtener via una transforma-
cién de similitud S adecuada, conjuntos equivalentes que podran ser mas o menos
convenientes segin el problema a tratar.

Para que la condicién de unitariedad'® (6.127) de las matrices gama,

Ao = A, (6.151)

la satisfagan también las matrices transformadas,

A0 = 3, (6.152)
escribimos
STIN0S(STIS) SIS = Slans (6.153)
07
YOS STyt (ST TLGT1A0 = 1 (6.154)

vemos que necesitamos que S sea unitaria.!*

13Si las matrices gama satisfacen (6.151) entonces son unitarias. Se demuestra utilizando sélo su
anticonmutador, {y*,~v"} = 2gH¥

1La condicién de unitariedad de las matrices gama (6.151) no es estrictamente necesaria en la
teoria, y no se desprende de su anticonmutador, aunque las representaciones mas usuales de las
matrices gama la satisfacen.
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6.7. Formas explicitas de las matrices de Dirac

Muchas veces es 1til que A, ligada a la coordenada temporal y que aparece en
el término de masa del Hamiltoniano (6.45) (recordemos que =" )

o (ca- (=in)V + pme?) ¢ = Hy (6.155)

sea diagonal. Como ademas se debe tener (70)2 = I y tr7° = 0, es natural proponer
la forma mas simple:

0 O

0O 0 (I O

1 0|7 (O —Ig> (6.156)
0

)
I
coc o~
oo ~=Oo

En cuanto a las 7, es facil ver que una eleccién consistente con (6.156) y con todos
los requerimientos de las matrices de Dirac es

7i=< 0 %) (6.157)

—0

donde o son las matrices de 2 x 2 de Pauli

L (01 , (0 =i\ 4 (1 0
a-(l O)’ U—(Z. 0), =1y _1)- (6.158)

A la representacion de las v* dada por (6,156) — (6,157) se la conoce como repre-
sentaciéon de Dirac de las matrices v* pues es la que Dirac utilizé originalmente!®.
Otra representacion util es la llamada quiral. En esta representacion se tiene:

0 I
0 _ 2
A0 = <12 0) (6.159)
mientras que las v* coinciden con (6,157),
i 0 O'i
i = <_ai o) (6.160)

15Recordemos que segtin G. Gamow, Dirac entrevié la solucién una noche del invierno de 1928,
mientras meditaba sentado frente al fuego en el St. John College de Cambridge. Cuenta Dirac que
en esa noche jugaba con matrices de 2 x 2 con propiedades muy notables que habia inventado y que
no son otra cosa que las que llamamos matrices de Pauli. En ese relato comenta que él ignoraba que
Pauli habia encontrado esas matrices y que suponia que Pauli igualmente ignoraba que él también
las habia inventado.
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Puede comprobarse que la matriz S que pasa de una representacion a la otra es

1 (I, —I .
S - ﬁ (Iz 122> ) /ygirac = S 17(/;1111"3] S (6161)

Daremos finalmente una representaciéon que permite escribir a la ecuacion de
Dirac como una ecuacion real, llamada representacion de Majorana en referencia al
fisico italiano Ettore Majorana'® que las utilizé en su trabajo relacionado con los
neutrinos,

0 o? io3 0 0 —o? —ioct 0
0 __ 1 2 3 _

En esta representacion las soluciones de la ecuaciéon de Dirac son combinaciones
lineales de soluciones reales. La matriz S correspondiente resulta

f 1 (I, o f I -1
S=5"= ﬁ 0.2 _[2 ’ ’YMajorana = S’YDirac S (6163)

Esta representacion es la mas adecuada para estudiar ecuaciones relativistas para
los neutrinos, que son fermiones de caga eléctrica nula y que no solo tienen un rol
muy importante en la fisica de particula sino muy recientemente en problemas de la
materia condensada como los de los “aisladores y superconductores topologicos™.

6.8. Invarianza relativista
Frente a una transformacién de Lorentz

't = A ¥ (6.164)

las derivadas cambian segin

9, = A", 0, (6.165)

Si tomamos la ecuacién de Dirac (6.114),
ihy" 0,10 — mep =0 (6.166)
y utilizamos (6.165), podemos escribir

iy A" ,0,¢ — mep = 0. (6.167)

6Ettore Majorana (1906-1938(?)), “Teoria simmetrica dellelettrone e del positrone”, Il Nuovo
Cimento, 14 (1937) 171.
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Buscamos que la ecuacion de Dirac sea covariante, es decir, que tome la misma forma
en las variables primadas xL que en las originales x,. Para ello definiremos un nuevo
conjunto de matrices

¥ =N (6.168)

Es facil ver que, dadas las condiciones que cumple A ", las 3 satisfacen todas las
condiciones de las matrices de Dirac, de manera que podemos tomarlas como un
nuevo conjunto de matrices de Dirac y escribir

ihA" 0, — mey = 0. (6.169)

Ahora bien, por el teorema fundamental de Pauli sabemos que si {v*} y {3}
son dos conjuntos aceptables de matrices de Dirac, debe existir S tal que

At = §7ykS (6.170)
Notemos que de las ecs. (6.170) y (6.170) resulta
SIS = A* AV, (6.171)

lo que constituye una ecuacion para S dada una transformaciéon de Lorentz A. Po-
demos reescribir (6.169) en la forma

ihS™ 1S9 W — me = 0 6.172
17

il — meSp = 0 (6.173)

Basta que identifiquemos St con la funcién de onda transformada 1)’ para que
podamos escribir

i 94" — mey’ = 0 (6.174)

O sea que hemos mostrado que la ecuacién de Dirac es covariante frente a las trans-
formaciones de Lorentz (6.346) si la funcién de onda cambia segiin

Y (2') = Sy () (6.175)

Es importante notar que las v* que aparecen en la ecuaciéon de Dirac son las
mismas en ambos sistemas inerciales. De hecho, por méas que el indice p puede
inducir a pensar que v* es un tetravector cuyas componentes son matrices de 4 x 4,
hacerlo seria incorrecto. En efecto, si lo fuera, deberia transformarse como tal al
pasar de un sistema de referencia al otro, pero este no es el caso. Veremos luego,
al considerar cémo transforma la corriente j, frente a transformaciones de Lorentz
cudl es la ley de transformacion general de tetravectores.

En resumen, en la ec. (6.174) solo aparecen transformadas de Lorentz las coor-
denadas del espacio-tiempo y la funciéon de ondas. Las matrices de Dirac son un
conjunto de matrices que permanecen inalteradas.
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6.9. Transformacion de Lorentz de la corriente

Tenemos ahora que comprobar que esta interpretacion, segin la cual la funcion
de onda en el sistema primado esta dada por (6.175), es consistente. En particular,
tenemos que comprobar que |’ |2 tiene una interpretacion de densidad de proba-
bilidad, en el sistema primado, andloga a la de p = [1|* en el sistema sin primar.
Para ello, debemos comprobar que la corriente j* realmente se transforma como un
tetravector y por lo tanto la ecuaciéon de continuidad resulta invariante de Lorentz.
Antes debemos derivar nuevas propiedades de S.

Recordemos que escribimos [ec. (6.172)]

A = SIS (6.176)
Como las matrices de Dirac se relacionan con sus adjuntas segiin
P =T (6.177)
se tiene
P = At = A 400 = 40 (AA,ﬂ“)T 40 = A0 <5—17AS>T 0 (6.178)
— 405t (571) 0 (6.179)

Reemplazando de nuevo 41 a partir de la relacién (6.177),
_1\T

Pero el lado izquierdo es de hecho S~'4*S mientras que el derecho puede ordenarse
de manera que la ecuacién (6.180) se escriba:

S1AS = (VOSTVO) o (fyOST’yO)il (6.181)

(porque 7° = (7°)~1). Multiplicando ambos miembros a izquierda por S obtenemos
-1

NS =S (WOSWO) A (WOSWO) (6.182)

y a derecha por (708 T'y()) se tiene entonces
7 (SVOSWO) = (S’yOST'yO) A (6.183)

Pero para que el producto entre paréntesis conmute con todas las matrices v*, debe
ser un multiplo de la identidad!'”

SA0STH0 = b1 (6.184)

1"Podemos demostrar esta afirmacién de la siguiente manera:



190 6.9 Transformacion de Lorentz de la corriente

0

SA0ST = byY (6.185)
Tomando el adjunto en esta ecuacion,

S0ST = 40 (6.186)

de donde resulta que b = b*. Calculamos ahora el determinante en la igualdad
(6.185),
(det S)* = b* (6.187)

de manera que si elegimos que det S = 1'%, se tendra b* = 1 por lo que b = £1.

Ahora, escribamos la serie de igualdades
3
STS = 499981709708 = py0571708 = 7 OA° ¥ = bAO T — > bA% A%, (6.188)
k=1

Si tomamos traza en ambos miembros de esta igualdad y usamos que try%y* = 0
llegamos a que

tr STS = 4bA°, (6.189)
Como el lado izquierdo es definido positivo, tenemos finalmente
4bA°%, > 0. (6.190)
Luego b = +1 corresponde a A% > 0, una transformacién de Lorentz ortécronat?
mientras que b = —1 corresponde a A% < 0, una inversién temporal.
En cuanto a las propiedades de transformacién de v’, tenemos
W =S = () = pist (6.191)

Multiplicando a derecha por 7° y recordando la definicién ¢ = ¥1~° se tiene
' = PtSTy? = ¢r 510 = by S (6.192)
Dado el tetravector corriente
JH = eyt (6.193)
su transformado de Lorentz se escribira
JH = eyt = capSTINSeh = chip A* V) = DA TV (6.194)

Luego, para transformaciones ortécronas, b = +1 y J* transforma como un tetra-
vector ante transformaciones de Lorentz, lo que da la transformacion adecuada para
p = |¥|* que puede entonces ser interpretada como densidad de probabilidad.

18Esto lo podemos hacer porque S est4 definida a menos de una constante multiplicativa, aunque
no sea unitaria.
Y ortécrona: que preserva el sentido del tiempo.
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6.10. El grupo de Lorentz

Cada matriz A es real y de 4 x 4, de manera que se corresponde con un punto de
R'6. Sin embargo no todas sus componentes son independientes; éstas yacen sobre
una hipersuperficie determinada por las 10 ecuaciones algebraicas que se obtienen de
(6.82), de manera que quedan sélo seis pardmetros reales libres. Esta hipersuperficie
es la variedad del grupo®. En este caso, ademas, esta variedad resulta diferenciable
por lo que el grupo es un grupo de Lie. Un grupo se dice conexo si para cualquiera
de sus elementos, existe una curva sobre la variedad del grupo que lo conecta con
continuidad con la identidad A;. Mostremos que el grupo de Lorentz es no conexo
y esta formado por cuatro hojas no conectadas.

De (6.82), ATgA = g se obtiene que
det A = £1. (6.195)

Si det A = 41 (—1) la transformacion A se dice propia (impropia). Ademds, de
(6.82) surge que

ngAMOAVO = Y900 (6.196)

y por lo tanto
(A%)* — ANy =1, (6.197)

y en consecuencia, (A%)? > 1, y las transformaciones son llamadas ortécronas si
A% > 1, o bien no ortécronas para A% < 1. Tampoco aqui es posible pasar de unas
a otras mediante la variacién de un parametro continuo. Dado que la identidad esta
s6lo en la hoja con det A = +1y A% > 0 s6lo ésta es un subgrupo, llamado subgrupo
propio ortécrono, y denotado £ (0 SO (1,3) para los mateméticos). Este subgrupo,
sin embargo, no es simplemente conexo, ya que por ejemplo, contiene las rotaciones
que forman al grupo SO(3) que no lo es. Su grupo de cubrimiento universal?!, el gru-
po de espin indefinido Spin(1,3), es isomorfo tanto al grupo lineal especial SL(2, C)
(matrices complejas de 2 x 2 de determinante 1) como al grupo simpléctico Sp(2, C).
Estos isomorfismos permiten que el grupo de Lorentz actiie sobre un gran niimero
de estructuras matematicas distintas, en particular los espinores.

20En general, todo grupo continuo de n parametros (reales) tiene sus elementos identificados de
manera biunivoca con los puntos de una variedad n-dimensional, inmersa en R™ (con m > n) y
determinada por un conjunto de m — n ecuaciones algebraicas.

2lUna misma dlgebra de Lie puede generar grupos con diferentes variedades, y que a su vez
posean topologias distintas. Cuando un dlgebra de Lie genera varios grupos, aquel cuya variedad es
simplemente conexa se denomina grupo de cubrimiento universal: SU(2) es el grupo de cubrimiento
universal de SO(3). El grupo de cubrimiento universal es en general mas grande, y es homeomorfo
al grupo (varios elementos a uno)
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6.11. Generadores y algebra del grupo £1

Centrémonos en el grupo de Lorentz propio ortécrono. Otros elementos del grupo
de Lorentz se pueden obtener multiplicando a los de aquel por Ar, Ap v ArAp.
Mostremos que todo elemento del grupo A continuamente conectado a la identidad
puede escribirse como

A = etilsitibili (i=1,2,3) (6.198)

donde w; y #; son parametros reales y K; y L; son matrices de 4 x 4. En general
todos los grupos de Lie pueden parametrizarse de esa forma, y los operadores K; y
L; se denominan generadores del grupo. Para esto consideremos una transformacion
de Lorentz infinitesimal, es decir, cercanas a la identidad.

A=A +eQ+ O(), (6.199)

donde €2 es una matriz con elementos reales y € es pequefio. Si insertamos esta
expresion en la condicién de definicién (6.82), obtenemos

g+eQlg+egQ+ 0O =g, (6.200)

o bien
(9" = —gQ (6.201)

Es decir, ¢gf2 resulta una matriz antisimétrica. S6lo debemos entonces elegir una base
de matrices antisimétricas de 4 x 4 para descomponer ¢f2, y multiplicar por ¢! la
base para obtener la descomposicion de 2. Una eleccion conveniente y simple es el
conjunto

000 0 0 0 0 0 00 0 0

000 0 0 0 0 i 00 —i 0
Li=tg 00 —i|> 2o 0 00o|l" = |oi o o

00 i 0 0 —i 0 0 00 0 0

, , , (6.202)

0 i 00 00 i 0 000 i

i 00 0 0000 0000
K1_0000’K2_¢000’K3_0000‘

0000 0000 i 00 0

que al multiplicarlas por ¢ resultan antisimétricas. Luego, la matriz () puede escri-
birse como

i=1,2,3
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con w; y 0; parametros reales y ¢ pequeno. Las transformaciones finitas pueden
obtenerse tomando el limite n — oo de un producto de n transformaciones infinite-
simales, con € ~ 1/n:

o\ : ,
A = lim (1 + ) = (6.204)
n—00 n
Por ejemplo, la rotacién (6.110) puede expresarse como
AR(0) = et (6.205)
mientras que el boost resulta .
Ap(w) = e™51, (6.206)

Las seis matrices (6.202) satisfacen las relaciones de conmutacion:
[Li, K] = ie?* K}, (6.207)
(K, K] = —ie7* L,
lo que se denomina el dlgebra de Lie del grupo, L; y K; son los generadores del
grupo, v las constantes €% las constantes de estructura. Conocer estas constantes
(que obtuvimos analizando transformaciones proximas a la identidad) implica que

conocemos la ley de composicién de todo el grupo, ya que dados dos elementos del
grupo g; = e y g = e, su producto se obtiene aplicando la férmula de Hausdorff,

oAeB — GA+BH3IAB+... (6.208)

El algebra y las constantes de estructura garantizan que el lado derecho se puede
escribir como e¢“ con C' una combinacién lineal de elementos del algebra.

Dado que la transformacion queda caracterizada por 6 parametros, y que tenemos
6 generadores, resulta conveniente escribirla en la forma siguiente:

A = e3%aM* (6.209)
donde
Wo;i = Wi, wij = €ijk, WYap = ~Wpa (6.210)
contiene a los 6 parametros, y
My = Ki, My =epLy, MY =-M™ (6.211)

a los generadores. Nétese que cada una de las M*® es una matriz de 4 x 4. En
términos de éstas el dlgebra (6.207) se escribe

(M8 MM = —igf M +ig®" MP" 4 ig® M — ig®” MP*, (6.212)
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Por definicién, los generadores en cualquier otra representacién deben satisfacer
estas mismas relaciones. Por ejemplo, otra representacion del algebra del grupo de
Lorentz viene dada por los operadores diferenciales

L,, =i(x,0, —,0,), (6.213)
que es una representacion de dimension infinita. Cada generador actiia sobre fun-
ciones en vez de sobre un espacio vectorial de dimensién finita. Estos son los gene-
radores clasicos del momento angular generalizados para incluir el tiempo. Se puede
comprabar que L,, satisface las relaciones de conmutacién del algebra, ec. (6.212).

Para encontrar las representaciones matriciales irreducibles de £} (en realidad
de su grupo de cubrimiento universal) es conveniente considerar las combinaciones
lineales complejas de los generadores

1
JE = §(Lk +iKy), (6.214)
cuyos conmutadores se reducen a
[Jz.i, J;E] = ieiij,;t, [J;F7 Jj_] =0. (6.215)

Esto corresponde a dos subélgebras de SU(2) que conmutan entre si, caracterizadas
cada una de ellas por un entero o semientero j*, y enntonces las representaciones
matriciales irreducibles de 51 estan caracterizadas por un par de enteros o semien-
teros (ji,j_), siendo su dimension (25, + 1)(2j_ + 1). Las transformaciones estan
entonces representadas por matrices DU+J-). Una cantidad que transforma segin
D9 e llama escalar de Lorentz. Una que transforma segtin D29 corresponde a un
espinor de dos componentes (que se conoce como espinor de Weyl) de polarizacién
izquierda x y uno que transforma segtn D0:3) corresponde a un espinor de Weyl
de polarizacién derecha xg). Estos espinores de dos componentes son los que usamos
en la teoria de Pauli de dos componentes para representar a la funcién de onda en
el caso no relativista cuando se incluyé el spin. Los objetos de 4 componentes que
aparecen en la ecuacién de Dirac son, por construccion, objetos que corresponden a
la suma directa (3,0) @ (0, 3, ). El espinor resultante es un espinor de 4 componentes

)92
o espinor de Dirac,
Ur
= . 6.216
X <¢R (6.216)
11

La representacién (3, 3) es una representacion vectorial. Un objeto que transfor-
ma segun ella es entonces lo que conocemos como tetravector.

Es importante notar que los boosts del grupo de Lorentz en una dimension
espacial y la temporal estdn parametrizados por tanhw = v/c y por lo tanto la
transformacion es homeomorfa a un espacio topolégico en un intervalo abierto de R
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que es no-compacto en la topologia generada por la métrica (esto contrasta con las
rotaciones en el plano como ejemplo de un grupo compacto: estan parametrizadas
por un adngulo 0 < € < 27 en el que el 0 es identificado con 27).

6.12. El caracter de v

Hemos escrito a la ecuacion de Dirac para una particula libre de masa m de
manera explicitamente covariente en la forma

(ihy"0, — me)y = 0, (6.217)

donde las matrices v* son cuatro matrices de 4 x 4 que satisfacen lo que los ma-
teméaticos llaman un 4lgebra de Clifford??

VY 4 At = 29" Iy (6.218)

Vimos que la representacion mas pequena posible para que la ecuaciéon de Dirac para
una particula libre de masa m cumpla la relacion relativista entre energia e impulso
es la que corresponde a matrices v* de 4 x 4. Si la adoptamos, 1 serd necesariamente
un objeto de cuatro componentes, un espinor de 4 componentes?

o=l | = @) (6.219)

.Qué tiene que ver el algebra de Clifford con el grupo de Lorentz? Veamos.
Dada una transformaciéon de Lorentz para las coordenadas del espacio tiempo que
anotamos como

't = A 2", (6.220)

ya hemos mostramos que la ley de transformacién de de la funcién de onda 1) (el
espinor v ) debia estar dada por

W' (af) = S0 (), (6.221)

0, de manera compacta
P (2") = S(A)y(z). (6.222)

22El matematico y filésofo inglés William K. Clifford fue quien introdujo este dlgebra cuadratica
multilineal en la década de 1870.

23Formalmente, un espinor es un elemento de un espacio de representacién para el “grupo espi-
norial”. En en el contexto de la mecanica cuantica relativista, los espinores son elementos de un
espacio vectorial complejo asociado al espacio de Minkowski. Los espinores fueron introducidos en
la matematica por Elie Cartan en 1913 y originalmente utilizados en la fisica por Pauli, en 1920.
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Aqui S*? representa una matriz de 4 x 4 que queda determinada a través de la
relacion que resulta de combinar las ecs. (6.170) y (6.170),

A _ —1 A
A, ()5 = (S )ap (v )M (5)05, (6.223)
0, nuevamente en forma compacta
A —1_X
A =857S (6.224)

Dada una transformacion de Lorentz A, la relacién (6.224) define a la matriz S, de
alli que la hemos escrito como S(A).

Pretendemos ahora responder a la pregunta: ;Cual es el caracter de ¥7 O, en
otras palabras, jcomo se define de manera precisa al objeto que llamamos espinor? La
ley de transformacién frente al grupo de Lorentz, ¢’ (z') = S (z), nos muestra que
no es un escalar puesto que de serlo no se transformaria frente a transformaciones de
Lorentz. Tampoco es un tetravector como x* o la corriente de probabilidad J* que
se transforman segtin la relaciéon V'* = A* V¥.2* En lo que sigue determinaremos S
explicitamente para poder responder a la pregunta del parrafo anterior.

Consideremos una transformacién de Lorentz infinitesimal tal que A% > 0 de
manera que se preserve el sentido del tiempo

ot = ot + et 1t = (0 + ew”)) 2¥, (6.225)

donde € es un parametro infinitesimal asociado a la transformacién. En cuanto a
w*, quedard determinada segin el tipo de transformacién que represente A, (in-
versiones, rotaciones, boosts).

Para comenzar, las condiciones que debe satisfacer A*,, (6,81),

9N N . =9, (6.226)
imponen la siguiente relacién a orden €, cuando se escribe A¥, = 044 ew”,

A, =00 +ewt, = W = —w" (6.227)

Para la matriz S que transforma a ¢ cuando x* se transforma como en (6.225)
escribimos también a orden e,

S=1+¢l (6.228)

Se trata ahora de determinar 7" para luego escribir, como hacemos siempre en el
caso finito, S = exp(eT’). Utilizando la relaciéon (6.224),

A A= 571928, (6.229)

24Como ya indicamos, el indice a, con a = 1,...,4, de (¢*) nada tiene que ver con los indices
de Lorentz de espacio-tiempo).
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se tiene
(0F + ewt )y = (I — eT)y*(I + €T), (6.230)

y al orden € en que trabajamos resulta entonces
wh 4 =AHT — TH*. (6.231)

Esta relacion determina 7' a menos de un multiplo de la identidad (pues I es la
Unica matriz que conmuta con todas las ). Podemos entonces imponer que tr
T = 0 pues, si su traza diera otro valor, bastaria restar un multiplo adecuado de la
identidad para anularla.

Puede verse entonces que, trabajando a orden ¢, esto es equivalente a que det S =
1, (recordar el desarrollo de un determinante en terminos de la identidad, la traza,
ete.?)

det S =det(1+eT)=1+etrT + O(?) = 1+ O(€) (6.232)

Usando reiteradamente el dlgebra de las v* puede verse que la solucién de (6.231)
es

1 v v Z 174
T = gwﬂl/ (7M7 -7 ’yu) = _iwuuzu : (6233)
De este modo, la matriz S se escribe
S(A) = e~ 2% ™" (6.234)
con .
o = i [, ] (6.235)

De manera mas general, >#*” satisface el algebra del grupo de Lorentz cuando se
construye a partir de cualquier conjunto de matrices v que satisfaga el algebra de
Clifford. Es decir, se puede derivar de {v,,v,} = 2g,, que

(S, 507 = i(gPSH — ghPErT — g 4 ghTEYP), (6.236)

Es importante apreciar que las matrices X*" son diferentes de las matrices M
correspondientes a los generadores en la representacién vectorial. En especial, ¥#
son complejos. Asi que hemos encontrado dos representaciones de dimension 4 no
equivalentes. En cada caso, el elemento del grupo esta determinado por seis angulos
reales wy, (tres rotaciones y tres boosts). La representacién vectorial, o (3,1) es
irreducible y los elementos del grupo que se obtienen por exponenciacién son (6.209)

A= @%waBMaB

, (6.237)

Bdet(1+eA) =1+ etr(A) + 25 (tr* A —tr (4%) +...)
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mientras que la representacién de Dirac, o (%, 0)® (0, %) es reducible y los elementos
del grupo se escriben como en (6.234)

Ahora bien, para interpretar el significado de estas cantidades ¥,,, represen-
tacion espinorial de los generadores del grupo, notemos que se trata de un objeto
antisimétrico. En especial, sus componentes Yy; pueden escribirse como

Y= -7, 4] = =% = =pa’'B8 = —=a' 6.238

1= = b8 = — (6.238)

(recuérdese que las matrices o' anticonmutan con 3) lo cual nos indica que las

matrices o son los generadores de boosts en la representacion espinorial. De modo
que para un boost genérico tenemos

S(Ap) = e 2@ (6.239)

donde w; = wy;. Observemos que en la representacién quiral,

i 0.i 0 I 0 Ui o _O_i 0
a—77—<[ ol g 0)=\ 0o 4 (6.240)

y entonces .

S(Ap) = (620 e_gw.c,) . (6.241)
Por otro lado, definimos
Y= kit — eijkihj,yk] = eijkéyjyk (6.242)
= ieijk[ﬁozj,ﬂak] = —ieijk[ozj,ak] (6.243)
_ ; ciit ook, (6.244)
0%

Y= —;a X (6.245)

Para una rotacion en el espacio tenemos [ec. (6.210)] w;; = €;x0k ¥
S(Ag) = e 20> (6.246)

Quedan asi identificados los X, como los generadores de las transformaciones de
Lorentz mientras que los w,, son los pardmetros de las diferentes transformaciones

26Nétese que este producto vectorial, al ser entre matrices, no se anula
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En la representacién quiral,

0 o

Y= (" 0) . (6.247)

Se trata de una matriz diagonal por bloques de 2 x 2 y que cada uno de esos bloques
coincide con el generador de rotaciones de los espinores de Pauli de 2 componentes
que estudiamos en el caso de la mecanica cudntica no relativista. La matriz S(A) se
escribe en la forma sugestiva

—%9-0’ 0
S(Ag) = (e 0 6;%). (6.248)

Estas dos expresiones valen también en la representacion de Dirac, dado que, de
(6.242) X s6lo depende de las 7%, que son iguales en ambas representaciones.

Téngase en cuenta que para las rotaciones (6.248), S(A) es unitaria, mientras
que para los boosts (6.241), no lo es. De hecho, al ser un grupo no compacto, no
existen representaciones unitarias de dimension finita del grupo de Lorentz. Hemos
demostrado esto explicitamente en la representacion quiral del algebra de Clifford.
Podemos tener una idea de por qué esto es cierto para una representacion arbitraria.
De la expresién (6.234)

S(A) = e~ 29> (6.249)
la transformacion es unitaria son 3*¥ son hermiticas, pero, de (6.235)

()t = 2 [ )] (6.250)
que es igual a X* si las v* son todas hermiticas o todas antihermiticas. Pero esto no
puede cumplirse, porque 72 = 1 y entonces los autovalores de 7 son 41, reales, por
lo tanto no puede ser antihermitica, mientras que 42 = —1 y los autovalores de %,
son 47 imaginarios puros, y por lo tanto ~* no puede ser hermitica. Podriamos elegir
7% hermitica, pero v* sélo puede elegirse antihermitica. En general, no hay forma
de elegir las v* de manera que ¥*” resulten todas hermiticas. Esto explica por qué
necesitamos trabajar con 1) = 7% en la ec. (6.131) introdujimos el Lagrangiano
de Dirac, que posee un término de la forma 11, y que resulta un escalar, dado que
frente a una transformacién de Lorentz ortécrona (b= +1, A% > 0),

Y=y =Sy (6.251)
b= =S (6.252)

y por lo tanto

) — P = P (6.253)
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Por otro lado, ¥y — 11515, Como vimos, la representaciéon no es unitaria y para
algunas transformaciones de Lorentz STS # 1, y entonces 1) no nos sirve para
construir una accién invariante
.Cémo podemos estar seguros de que la representacién espinorial es nueva, y no
es equivalente a la representacién usual de los A#,? Para convencernos de que son
realmente distintas veamos ejemplos de algunas transformaciones especificas.
Consideremos una rotacién en un angulo 6 alrededor del eje z:

1 0 0 O
0 cosf sinf 0
A = 0 —sinf cosf 0 (6.254)
0 0 0 1
Mientras que, por ejemplo, en la representacién quiral, tenemos
—360° +i0/2
e 2 0 0 e 0 0
S(AR> = ( 0 6_;903> = 0 O 671‘0/2 O ; (6255)
0 0 0 e

que claramente es una matriz diferente a A. En especial, si tomamos una rotacion de
0 = 2m, jobtenemos A = I, mientras que S(A) = —I! Y entonces, bajo una rotaciéon
en 2,

v(z) = = (x) (6.256)

que definitivamente no es lo que le ocurre a un vector. Entonces S(A) es una repre-
sentacion diferente de la representacion vectorial A¥,

En el caso de un boost en la direccién del eje = con parametro tanhw = v/c ,
tenemos

coshw sinhw 0 0
sinhw coshw 0 0
A = 0 0 1 0 (6.257)
0 0 01
mientras que
1 e/ 0 0
1 1
ez’ 0 e“/2 1 0 0
S(Ap) = ( 0 eé“)al) = 0 0 1 — (6.258)
0 0 evw?2 1
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6.13. Espinores quirales

En la secciéon anterior, al necesitar una forma explicita de las matrices v* utili-
zamos la representacion quiral o de Weyl,

o_ (0 I i (0 o

En esta representacion, las rotaciones sobre los espinores S(Ag) y los boosts S(Ag)
que obtuvimos en (6.248) y (6.241) son diagonales por bloques,

@_%0"7 0 6%(4)'0’ 0
S(AR):< 0 659.,>, S(AB):< 0 6_;@0). (6.260)

Esto significa que la representacién de espinores de Dirac es reducible. Se descom-
pone en dos representaciones irreducibles, y cada una actia sobre espinores de dos
componentes yi v x_, definidos de manera que

b = <X+> (6.261)

X—

Los objetos de dos componentes x4 se llaman espinores de Weyl o espinores quirales.
Se transforman del mismo modo frente a rotaciones,

Xt = e, (6.262)
pero de manera opuesta frente a boosts,
X — €539y, (6.263)

Es decir que x,y x_ transforman bajo rotaciones y boosts como los espinores de dos
componentes que introdujimos en la mecanica cudntica no-relativista del electron.
En el lenguaje de la teoria de grupos, y. esta en la representacion (%, 0) del grupo
de Lorentz, mientras que y_ esté en la representacion (0, %) El espinor de Dirac se
encuentra asf en la representacion (3,0) & (0, 3)*".

Es s6lo cuando se incluyen reflexiones espaciales (cambio de paridad) que la
representacion deviene irreducible. El requerir que una teoria sea invariante bajo
reflexiones espaciales implica la necesidad de usar espinores de 4 componentes. En
efecto, una inversion lleva un espinor de dos componentes que pertenece a la re-

.y 1 ./ 1
presentacién (3,0) a uno que pertenece a la representacion (0, 5). Esto puede verse

2TEstrictamente del grupo de cubrimiento SL(2, C)
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facilmente recordando que para el caso de una inversion espacial se tiene que (A’\”)
son los elementos de una matriz diagonal,

1 0 0 O
0 -1 0 O
=10 o -1 o (6.264)
0o 0 0 -1
Luego, usando la relacién (6.224)
A ~1.2
A AH =878, (6.265)
para A = i, se tiene . o . A
ANt =Ny =—=5719S. (6.266)

Y entonces Sv' + 7%S = 0. Mientras que para el caso de A\ = 0 resulta que debe
conmutar. Esto implica que se puede tomar a S proporcional a v°. En la represen-
tacion quiral (que es la que permite caracterizas a las dos primeras componentes
frente a las 2 tltimas) 7° es una matriz con dos bloques en la antidiagonal (cada
uno proporcional a la identidad, ver ec. (6,159), y entonces para una transformaciéon
de paridad en la representacion quiral,

0 (0 I
S=n _<12 0 (6.267)

y por eso se cambian las componentes de arriba respecto de las de abajo e inversa-
mente.

Para el resto de las transformaciones del grupo de Lorentz, y, y x_ transforman
separadamente.

Entonces, necesitamos 4 componentes y no solamente dos porque los espinores
de dos componentes y su transformado por inversiones espaciales no se transforman
de la misma manera bajo transformaciones de Lorentz.

6.14. La solucién de particula libre

Buscaremos ahora las soluciones de la ecuacién de Dirac para una particula libre
de masa m,
ihy”ai —mep =0 (6.268)
oxH
Es facil comprobar que esta ecuacion tiene soluciones del tipo onda plana, que
describen una particula cuantica relativista de masa m en ausencia de interaccién.
Estas soluciones, como es esperable, tienen la forma

W(r,t) = uexp <—;pux“> (6.269)
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donde u es un espinor con las 4 componentes constantes y p, un tetravector cons-
tante, asociado al operador p,,.

pu = ih,. (6.270)

El autovalor p, debe ajustarse para que (6.269) sea solucién de (6.268), o sea que
satisfaga la relacién relativista E? = p?c? + m?c*. Insertando la solucién (6.269)
propuesta en la ecuacién de Dirac se obtiene la ecuacion matricial algebraica

(v'pu — mely) u = 0. (6.271)

De ahora en mas obviaremos en notacion la matriz identidad de 4 x 4 1,.
La féormula (6.271) representa a 4 ecuaciones homogéneas (una para cada com-
ponente de u ) que tendrén solucién no-trivial si se cumple

det (v*p, —mc) =0 (6.272)
Que se cumpla esta condicion implica que la inversa “formal”
(VP — me)™! (6.273)

no puede existir. Para encontrar los puntos singulares reescribamos esta inversa en
la forma

_1_

(Ypu — mc) (Y"pu — me) "t (¥p +me) " (Yp + me). (6.274)

El producto de denominadores puede reacomodarse de una manera simple:

(VP — me) (V'py +me) = ' pup, — m?e? = plp, — m?c’. (6.275)

Luego, la inversa puede escribirse como

(V'pu —me) ™ = °p, + me) (6.276)

PPy — mPc?

Establecimos que esta inversa no debe existir o, lo que es equivalente, el determi-
nante (6.272) debe anularse y la ecuacion (6.271) tendra soluciones no triviales si el
denominador de (6.276) se anula,

P'p, —mPc® =0 (6.277)

Si escribimos (p#) = (E/c, p), de manera que

Pop=—F—p, (6.278)
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Con esta notacion es claro que podemos identificar a las componentes del tetravector
py, con con la energia 'y las 3 componentes del impulso p de manera que la condicién
(6.278) deviene la relacion entre energia £ e impulso p de una particula libre de masa
m, segun la forma clasica de la relatividad restringida,

E? = p? + m*c (6.279)

Entonces, dado p, la energia E de la particula puede tomar los valores

Ey =+E, = £,/cp? + m3c¢t (6.280)

Vemos entonces que la ecuacion de Dirac libre tiene soluciones de particula libre
con energia positiva y jnegatival. Volvamos a mencionar que en la ecuacién de Dirac
la masa puede tener cualquier signo puesto que en la férmula (6.280) aparece al
cuadrado.

Resta determinar las soluciones u del sistema homogéneo (6.271). Aqui resulta
util dividir al espinor de cuatro componentes en dos espinores de dos componentes,

Y X

Uy
Uus X
Uy

con

o= (Z;) y o ox= (Zj) (6.282)

y utilizando nuevamente la representacion de Dirac de las matrices v#, la ecuacién
(6.271) se escribe en forma de dos ecuaciones para ¢ y x:

(E—mc*)p—co-px =0, (6.283)
(E+mc*)x —co-py=0. (6.284)

Dado que el determinante de este sistema es cero, sabemos que las cuatro ecua-
ciones no pueden ser linealmente independientes. Una de ellas tiene que ser una
combinacion de las tres restantes. Mostraremos mas tarde que estrictamente sélo
dos ecuaciones son linealmente independientes, debido a que existe otra cantidad
que conmuta con el Hamiltoniano dando lugar a una degeneracion. De manera que
podemos tomar solo la ecuaciéon de arriba o solo la de abajo. Es usual tomar la de
arriba para las soluciones de energia positiva y la de abajo para las negativas. De
este modo, si tomamos a ¢ como arbitrario (y complejo), con la normalizacién

Ol = wluy + ubuy = 1, (6.285)
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y E = +E,, x resulta
co-p

=——0. 6.286
X E + mc? $ ( )
y entonces la soluciéon es de la forma
_ 4
Uy = N+ ( cop ) (6287)
Ep+mc? ¥
Para £ = —FE,, la solucién que resulta ortogonal a esta es
—cop @
u_ = N_ (Ep+m02 ) : (6.288)
¥
La normalizacion se ajusta de manera que
4
S ) =1, (6.289)
a=1
y resulta
2 *p? o 2
NelffP=(14+ ————— = N 6.290
i = (14 ) = (6.290

la misma para las dos ernergias y ¢ arbitrario, y normalizado.
El limite no relativista (v/c — 0) corresponde a |E.| — mc?, y N~ 1. En este
caso las soluciones toman la forma

sy = (O(v/f) ‘ 90> ’ u- = <o<v/;> ’ @> ‘ (6.291)

Suponiendo que las componentes de ¢ y x sean de orden 1 (ambos estdn normali-
zados a 1), se distingue asi a las “grandes componente”, que son las que sobreviven
al limite v/c — 0, de las “pequenias componentes” que se anulan en este limite. Se
observa entonces que en el limite no relativista, la parte no trivial de los espinores
de 4 componentes se reduce a espinores de 2 componentes (espinores de Pauli, ¢ y
X), que corresponden, para el caso de energia positiva, a la solucién de la ecuacion
no relativista de Schrodinger para una particula libre con spin 1/2:

pr—FEt)/h

u = e X . (6.292)

6.15. Spin

Recordemos que a partir de la ecuacion de Dirac,

OY(r,t)

thy* e

—mev(r,t) =0, " =(1"7"7%7") (6.293)
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pudimos identificar el hamiltoniano relativista de una particula libre de masa m. En
efecto, escribiendo la ec. (6.293) en términos de las matrices o, 8 en lugar de las
matrices v* segun las relaciones

7 =8 (6.204)
7' = Bat, (6.295)

se tiene
ihaa:/: = (cou- (=ih)V + pmc?) ¢ = Hy, (6.296)

Escrita de esta manera senalamos anteriormente una evidente analogia de esta ecua-
cién con la ecuacion de Schrodinger no-relativista si identificamos al hamiltoniano
en la forma H,

H = ca - (—ih)V + fmc? (6.297)

Esta identificacion es consistente con el hecho de que el lado izquierdo de la ec.
(6.296) puede ser asociado a una traslacién temporal infinitesimal de la funcién de
onda con lo que el operador H del lado derecho cumple el rol de generador de dicha
traslacion.

Es facil ver que H segun la definicién (6.297) no conmuta con el operador L =
r X p, asociado al momento angular orbital segiin las reglas de cuantificacion canénica
que aceptamos en la mecanica cuantica no-relativista y que hasta aqui consideramos
que son consistentes en el caso relativista. En efecto, si reescribimos (6.297) usando
que (—ih)V = p se tiene

H = ca-p + Bmc? (6.298)
y se encuentra
dL ]
= - _% (L, H] = ca X p. (6.299)

Es decir que L no se conserva, no esta asociado a una constante de movimiento: jDe
aqui se podria inferir la ausencia de invarianza bajo rotaciones, y esto atin en el caso
de la particula libre!?®

Por otro lado, en el caso de la particula libre encontramos 4 soluciones lineal-
mente independientes, dos de energia positiva y dos de energia negativa y que, en
lo que respecta a rotaciones, ambos estaban relacionados con los espinores de Pauli
que representan a las funciones de onda para particulas de spin 1/2, con las dos
componentes distinguiendo a las soluciones con igual energia segin el el signo de la
proyeccion a lo largo del eje z.

4

28Notese que la cantidad ca jugaba el rol de “velocidad” en la interpretacién clasica de la
corriente de probabilidad de Dirac. Si la férmula (6.299) fuera cldsica, como los vectores velocidad
e impulso son paralelos resultaria que dL/dt = 0.
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Lo anterior sugiere que debe existir algiin otro operador, ligado al spin, tal que
sus autovalores distingan a estas soluciones con la misma energia. Ese operador
sumado al del momento orbital L deberia conmutar con el hamiltoniano. Es decir
que con la experiencia adquirida con la teoria de Pauli para el electron no relativista
es natural adelantar tal operador debe estar asociado con un operador momento
angular total total J, al que deben contribuir el momento angular orbital y el spin.
En analogia con el caso no relativista, en que se tiene J = L+ %a, es natural definir
en el caso relativista

h
J=L+;% (6.300)

dado que X, como fue definida en la ec. (6.247) tiene la forma

3= (" 0) (6.301)

0 o

tanto en la representacion quiral como en la de Dirac, y es el operador asociado al
subgrupo de rotaciones del grupo de Lorentz que, para el caso de angulos finitos
0 = (0, 0,,05), vimos que actiia sobre los espinores de 4 componentes en la forma

Y = e 30E (6.302)

Hemos propuesto entonces a X, que implementa las rotaciones espaciales sobre los
espinores, como el operador asociado al spin de la particula de masa m. No es casual
que cada bloque de ¥ corresponda al operador de spin de la teoria de Pauli.
Usando la ec. (6.244),
2 .
Y, = _561-]-,6041@’“, (6.303)

calculemos el siguiente conmutador:

h h. 1

[§Ei, H] = 5[—§eijkajak, ca - p + Bmc?] (6.304)
: _
= —%eijk%pl[oﬂak, o] (6.305)

Luego de un poco de algebra, se obtiene

h .

52, H| = —ihca x p (6.306)
que cancela exactamente la contribucion del lado derecho de (6.299), y resulta

[J,H] = [L + Zz, H] =0 (6.307)
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Vemos entonces del resultado de la ec. (6.307), para el caso del Hamiltoniano de una
particula libre, que J esté asociado con una constante de movimiento del sistema y
es por ello natural relacionarlo con un operador de momento angular total. Contiene
al momento angular orbital L y, en cuanto a 3, basta asociarlo al spin de la particula
libre de masa m que aparece en la ecuacién de Dirac para que todo sea consistente.

Los autovalores de ¥ son £1/2 (como lo son los de o por lo que podemos
interpretar a las soluciones de la ecuaciéon de Dirac como soluciones con spin 1/2.
Notese que el hecho de que la ecuacién de Dirac describa particulas de spin 1/2 es
una consecuencia de la estructura de la ecuacion relativista y no una imposicion
como la que hizo Pauli en el caso de la teoria no-relativista.

Vimos que en el limite no relativista las soluciones con energia positiva coincidian
con las de la teoria de Pauli para proyeccion del spin +1/2. Lo mismo sucede con las
de energia negativa. En el caso limite de una particula en reposo en que las cuatro
autofunciones lo son también de Y., podemos afirmar que estas cuatro soluciones
linealmente independientes corresponden a energia positiva y spin £1/2 y energia
negativa y spin £1/2. (ver més adelante la discusion sobre helicidad).

6.16. Helicidad

Vimos que el spin de las particulas relativistas no se conserva separadamente del
momento angular orbital, en particular 3, no lo hace atin en el caso mas simple de
una particula libre. Por ello, la proyeccién del spin sobre un eje dado (al que lla-
maremos z por analogia con la direccion que suele elegirse en la mecanica cuantica
no-relativista) no servird para caracterizar un estado dado. Sin embargo la proyec-
cién del spin en la direccion del movimiento si se conserva, como veremos ahora.
Indicaremos a tal direccion a la direccion del movimiento como el vector unitario n,

_ P

|p|
donde p es el operador vectorial momento y el denominador indica que cuando se
aplique a una funcién de onda, el resultado (pt’) debe normalizarse con el autovalor

de manera de que n sea un versor. Partiendo de la proyeccion de X en la direccion
de n se tiene

n (6.308)

h h, p <h ) p
I n==X —=|X+4+rxp|-—=J -n. 6.309
2 2 |pl \2 p| (6:309)
Luego, la cantidad
h
h = 52 ‘n (6.310)

llamada helicidad es un operador que, a diferencia de ., si conmuta con el hamil-
toniano ya que cada componente de J lo hace y, por lo tanto, se conserva.
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Los estados de una particula con valores de helicidad determinados se llaman
estados de helicidad. Fisicamente, la helicidad corresponde al spin de la particula
proyectado sobre la direccién del movimiento.

Ahora bien, es facil probar que (X -n)? = 1. En efecto, este producto escalar
puede escribirse como X;3;n;n;. Siendo que n;n; es simétrico, al producto solo
contribuira la parte simétrica de 3;3;. Recordando que para las matrices de Pauli
vale que

0,05 = (5ZJI + ieijkak, (6311)

y que eso es lo que resulta en los bloques del producto 3;3; el resultado es una
matriz cuya diagonal coincide con la de la identidad, diag (3;3;) = J;;. Luego los
autovalores de(X - m)? = (J;mm;)° = 1 y por lo tanto los autovalores de X - m son
+1 y los de h son +h/2.

Como la helicidad conmuta con el hamiltoniano, pueden buscarse autofunciones
comunes a ambos operadores. Ya mostramos que las soluciones de particula libre

(6.287),
—cop
Uy = N( coﬁ) > s U_ :N <Ep+mc2(’0> s (6312)

Ep+mc? ¥

por ejemplo, pueden ser clasificadas segin su energia (positiva o negativa). Mostre-
mos que estas autofunciones lo son también de la helicidad, y que eso determina
a ¢ y su helicidad (positiva o negativa). Si aplicamos el operador helicidad a u+
obtenemos

h o-n
huy =N 5 ( oy ¥ ) (6.313)

Ep+mc? g-ny

de manera que si tomamos al espinor de dos componentes

o= (“1> (6.314)

U2

como autoestado de o - n,
o-NnY=cp (6.315)

entonces automaticamente las soluciones de particula libre son autoestados de heli-
cidad, con autovalor efi/2. Para hallarlas, conviene expresar al versor n en término
de variables angulares (¢,0), con 0 < ¢ < 27,0 < 0 < T,

n = (cos ¢ sin @, sin @ sin 0, cos 0) (6.316)

con lo que la ec. (6,315) toma la forma

cos 6 exp(—ip)sinf\ (w)  [w
(eXP(iSO) sin 6 —cosf uy ) Ny ) (6.317)
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Los autovalores de esta ecuacion se obtienen de la ecuacion

cosf —e  exp(—ip)sinf)|
ot (exp(igo) sinf  —cosf—e | 0 (6.318)
0O,
€ — (cos® 0 +sin® ) = 0, (6.319)
por lo que se tiene
€= +1 (6.320)

En cuanto a los autovectores asociados, se encuentra

oy = (exp (—i%) ?oseg)

exp (i) in (6.321)

De este modo hemos clasificado a las cuatro soluciones de particula libre de la
ecuacién de Dirac, de acuerdo a su energia (positiva o negativa) y su helicidad,

+h/2.

6.17. Paridad

Un cambio de paridad se define a partir de la transformacion de coordenadas

r— -, (6.322)
t—t. (6.323)

Es decir, la transformacién de paridad orresponde a una reflexion espacial. Vimos
que esta transformacion de las coordenadas espacio-temporales puede representarse
como uno de los elementos del grupo de Lorentz cuando actiia sobre el tetravector
posicion

1 0 0 0
o O _1 O 0 lp/ _ j2 v
Ap = 0o 0 -1 ol = A ab. (6.324)
0 0 0 -1

No se trata de una transformacion de las catalogadas como “propias” del grupo de
Lorentz pues det Ap = —1.

Dada A*, segun (6,324), trataremos de asociarla con la matriz S, que ahora
llamamos P, segin la cual transforman los espinores utilizando la férmula (6.224)

e ) (6.325)



Mecdanica cudntica Relativista 211

de manera que se tiene, reemplazando en el lado izquierdo el valor explicito de A*,
dado por la ec. (6.324), las siguientes ecuaciones

=P P (6.326)
V' =—P7y'P (6.327)
(6]
Py =A0P (6.328)
Py = —+'P. (6.329)

Es decir que la matriz que representa una transformacion de paridad para los espi-
nores debe conmutar con 7° y anticonmutar con las 4*. Basta entonces una relaciéon
de proporcionalidad entre P y 7° para que esto se cumpla, segun vimos al estudiar
las propiedades de las matrices de Dirac

P=mn (6.330)

con 7 por ahora una constante arbitraria.
Con esto, resulta que bajo paridad los espinores transforman segiin

V(@) = Pu(a) = " (z). (6.331)

Dos transformaciones de paridad (6.322) vuelven las coordenadas a su forma
original. Sin embargo, para que los espinores vuelvan a su forma original se necesita
aplicar cuatro veces el operador de paridad?

W' (@) = Py () = Poula) = i (°) (@) = Po(a)  (6.332)

Esto debe dejar invariante a la funcién de onda a menos de un niimero complejo de
moédulo 1. Por lo que se puede elegir

=1, i, (6.333)

En caso de elegirse +i ello corresponderia a una fase exp(—im) indetectable
cuando se trata de transformaciones de cantidades medibles, por lo que que el valor
de 7 sea imaginario o real no tiene interés fisico.

29Esto es razonable, dado que frente a una rotacién en 27 alrededor de un eje el espinor cambia
en un signo —1 y es necesario hacer dos rotaciones en 27 para que el espinor vuelva a su forma
original.
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6.18. Ecuaciéon de Weyl: particulas de masa cero

Originariamente la ecuacién de Dirac para una particula de masa m y spin 1/2 se
aplico al estudio de la dindmica cuantica del electrén. Pero también puede aplicarse
al estudio de particulas de masa cero y spin 1/2. Hasta fines de la década de 1990
se pensaba que el neutrino, propuesto por Fermi para mantener la conservacion de
energia-impulso en la desintegracion beta, era una particula de masa cero y spin
1/2. De hecho, en el modelo éstandar de las 3 interacciones fundamentales (fuerte,
electromagnéticas y débiles) se lo introducia via un lagrangiano de Dirac con masa
cero.

Hoy sabemos que el neutrino tiene una masa muy pequena, pero no nula, del
orden de < 0,120eV/c? = 2,14107%" kg ) (Como comparacién, la masa del electrén
es H11keV /c? = 9,109382911073! kg). En realidad el valor consignado para la masa
de los neutrinos corresponde a un promedio: los estados de los neutrinos estan ca-
racterizados por un nimero cuantico adicional, llamado de “sabor” (flavor). Resulta
entonces que hay 3 estados de neutrinos, el asociado al electrén, al muén y al 7. Al
propagarse, los neutrinos oscilan cambiando entre estados de diferentes sabores. Lo
que se puede medir son diferencias de cuadrados de sus respectivas masas.

La ecuacion de Dirac para particulas de masa cero que, hasta 1990, era utilizada
para estudiar al neutrino, es

ihfy’”(%a(;t) =0 (6.334)

En la representacion quiral,

0 __ 0 ]2 i 0 O'i

b = <X+> (6.336)

y escribiendo

la ecuaciones devienen

L0
L 0
zh@ —iho -V | x4 =0, (6.338)

que son las ecuaciones de Weyl. Observemos que en este caso de masa cero, son
ecuaciones desacopladas para las componentes x4
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6.19. Quiralidad

Las matrices S[A] en (6.260) resultaron ser diagonal por bloques porque elegimos
una representacién especifica de las matrices v (6.259). De hecho esta representa-
cién se llama quiral porque descompone explicitamente al espinor de Dirac en la
forma (6.336). Podriamos preguntarnos qué ocurre si elegimos otra representacion
del algebra de Clifford, donde en general S[A] no va a ser diagonal por bloques.
. Existe alguna forma invariante de definir espinores quirales? Después de todo, el
hecho de que si consideramos sélo boosts y rotaciones la representacion de 4 compo-
nentes sea reducible no puede depender de la representacion de las matrices v que
elijamos.

Podemos hacer esto introduciendo la “quinta” matriz -,

7’ =i’y (6.339)
que satisface
(""" =0, v ()P=+L (6.340)
Ademas, se verifica que
(=", 7] =0 (6.341)

lo que implica que 1)7°1) es un escalar frente a rotaciones y boosts. No es invarian-
te frente a transformaciones de paridad, por ello se dice que es un pseudoescalar.
Definimos entonces los operadores

1
Py = 5(1 + ~°) (6.342)
que satisfacen P? = P, P2 = P_y P,P_ = 0, es decir, son proyectores. En la
representacion quiral la matriz v° es
-1 0
7° = ( 0 [> : (6.343)

de donde hallamos que P. proyecta el espinor 1 en sus dos componentes de Weyl y .
Pero entonces para una representacion arbitraria del algebra de Clifford, podemos
usar +° para definir los espinores quirales

Y = Pyt (6.344)

que se transforman frente a rotaciones y boosts con una representacion irreducible del
grupo de Lorentz. Estos dos espinores se intercambian mediante una transformacion
de paridad (6.324), ¥ — P, donde P = ~°,

Yr = Pz (6.345)
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Observemos que si ¥(x, t) satisface la ecuacién de Dirac, entonces el espinor trans-
formado por paridad, 7% (—x,t) también la satisface. El signo menos extra que
aparece al conmutar 7° con ¥* se compensa con el cambio de signo de la derivada,
que actia sobre —x en lugar de .

6.20. Una interpretacion fisica de las matrices de
Dirac

Vimos que las componentes espaciales de la corriente de probabilidad que resulta
de la ecuacion de Dirac tienen la forma

1 _
I =y =9Iy = vlay (6.346)

0 sea que
J(r,t) =¢(r, t) carp(r,t) (6.347)

y recordando que (7, t)"(r,t) era la densidad de probabilidad de encontrar a la
particula en el punto r en el instante ¢
En cuanto a la corriente, la ecuacion (6.347) suggeriria que ca juega el papel de
la velocidad clasica con que se mueve la particula. Esta interpretacion se ve reforzada
por el siguiente argumento: en el esquema de Heisenberg, la evolucién temporal de
un operador A esta regida por la ecuacion
dA 1
— =—-|H,A 6.348
= = 4] (6.345)
con H el Hamiltoniano del sistema. Vimos que el hamiltoniano asociado con la
ecuacion de Dirac esta dado por:

H = ¢(—ih)a - V 4+ 7'mc? (6.349)
con lo que si tomamos A = r tendremos

dr

pri cla-V,r| = ca. (6.350)

Por supuesto, esto debe interpretarse en el sentido de valores medios,

d

o dr 't (r )rip(r,t) = c/dr¢T(r,t)a¢(r,t) (6.351)

y confirma la relaciéon entre las matrices a y la velocidad de la particula.
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Ahora bien, como (o/)2 = 1, los autovalores de o' son +1 y los autovalores de
cada componente de la “velocidad”, segin la férmula (6.350) serian +c, en clara
contradiccion con el hecho de que en la mecanica relativista una particula masiva no
puede viajar a la velocidad de la luz. Ademas, dado que [a’, a?] # 0, de hacerse una
interpretacion ingenua de la ecuacién (6,350), se tendria que no es posible medir las
tres componentes de la velocidad simultaneamente.

Volvamos a utilizar la ecuacion de Heisenberg (6.348) pero ahora tomando A =
a1 = a . Se tiene

douy, )

2 21
=—-Hoa=—(p—a,H)=— (Ha, —cp;) . 6.352
% = L [H,o] = — (p, — oo H) = 5 (Ho, — cp,) (6.352)

Para escribir esta férmula hemos utilizado que

Hoy = cp - ooy + foymc? (6.353)
= Py + Py Qi + cpLaL T + Bagme? (6.354)
= 2cp, — cay (pxax + pyay, + pav, — 5m02) (6.355)
de donde
Ha, = 2cp, — o, H (6.356)
y
[H,a,] =2 (cp, — o H) (6.357)

Tanto H como p, son independientes del tiempo por lo que, derivando otra vez

se tiene P 5 4 0 4
ay ay ay
= — H=—-—H . 6.358
dt? th dt th dt ( )
Aqui hemos usado la férmula (6.356) y que d (p,) /dt = 0. Imponiendo una condicién
inicial,

doy
Sl RN (6.359)
dt |,_,
se puede integrar (6.358) y se obtiene
da, 20Ht 21Ht
% = a)exp (— Zh ) = exp ( Zh ) al. (6.360)
Luego, usando (6.352),
h 2iHt
a,H = %042 exp <_2h> + cp,. (6.361)

Si multiplicamos por cH ! = H/E? a derecha se tiene

dx  ihc 2HtN H , H
o= g e ex <— 5 )—I—cpx (6.362)
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Vemos que la velocidad corresponde a un movimiento oscilatorio con frecuencia w =
2F /h, que como minimo corresponde a w = 2mc?/h. Este movimiento, bautizado
por Schrodinger [8] como Zitterbewegung (del alemén, zitter, tembloroso, trémulo
y bewegung, movimiento), no puede ser observado en la practica. Hay una manera
alternativa de tratar al operador posicién que evita este problema [9].

6.21. La ecuaciéon de Dirac en presencia de un
campo electromagnético

Hasta aqui hemos considerado la ecuacién de Dirac para una particula de spin
1/2 libre, que cuando se incluye un término de masa describe adecuadamente la
dinamica de un electréon libre. Nos interesa por supuesto estudiar el caso en que
electrén cudntico interactia con un campo electromagnético clésico (E, B).

Sabemos que los campos electromagnéticos pueden ligarse a los llamados “cam-
pos de gauge” ¢, A segun las relaciones

B=VxA (6.363)

10A
E=-Vo¢ Y (6.364)
Ya en el caso de la mecanica cuantica no relativista las reglas de cuantificacion
canodnica se expresaban en términos de los “campos de gauge” que incluyen al po-
tencial vector A y al escalar ¢.
A estos cuatro campos se lo puede escribir en términos de un tetravector A, =
(¢, A;),0=0,1,2,3,71=1,2,3, de manera que los campos eléctrico E; y magnético
B; pueden expresarse de forma compacta en términos del “tensor de campo” F),,,

04, 9A,

ny - w ax’/ - QLA,, - 81,14“ (6365)
tal que
) 1 .. ) )
B' = §gw’€ij, E' =" (6.366)

Las reglas de cuantificaciéon candénica que para una particula libre no relativista
tomaban la forma
e
p—p—-A
c

E—FE—eop

(6.367)

con e la carga eléctrica.
Las reglas de cuantificacién (6.367) en presencia de campos electromagnéticos se
vuelven mas compactas escritas en términos del tetravector A,:

)
P = ihe = ZAN. (6.368)
I
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Notemos que al definir el tetravector contravariante p*, sus componentes espa-
ciales aparecen con el factor i y no con el habitual //i con el que se escribe en el
caso no relativista la regla de cuantificacién candnica. El cambio de signo implicito
se debe a que hemos adoptado una métrica negativa para las componentes espacio-
espacio de g, por lo que hay un cambio de signo entre componentes contravariantes
y covariantes del (tri)vector impulso.

Partiendo entonces de la ecuacién de Dirac para el caso de un electron de masa
m, libre,

ih’y“fu —mecyp = (y,p" —me)y =0 (6.369)

y aplicando las reglas (6.368) la ecuacién de Dirac en presencia de un campo elec-
tromagnético toma la forma

['m (p“ - iA“) - mc} Y =0 (6.370)

Para ver como se relaciona esta ecuacién con la de Klein-Gordon para una
particula cargada de masa m aplicamos a la ecuacion anterior el operador diferencial

Yy (p” — %A”) + mc y obtenemos
v € v 1 € I 2 2
{%%(p—cz‘l)@—c/l)—mc}wzo (6.371)
{'mu <p” - iA”) <p” - iA“) - m%ﬂ Y =0. (6.372)

Podemos descomponer al producto v*4* en sus partes simétrica y antisimétrica,

MoV = Gop — 10y (6.373)
donde hemos usado ]
o = 5 (WY + ) (6.374)
y definido »
Tup = % (VoY — VW) =250 (6.375)

Aqui X* son los generadores de las transformaciones de Lorentz en el espacio espi-
norial. Con esto, y usando que para cualquier funcién f

puAuf (@) = (—ih)0, A, f () + Aup, f(2) (6.376)

se obtiene

(- 20) (= £0) - Lm0 (oo
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El primero y tercer término de esta ecuacion coinciden con la ecuacién de Klein-
Gordon para una particula de masa m y carga e, solo que, en lugar de corresponder
a una particula escalar (compleja, como resulta natural para el caso de campos
escalares cargados®®), el operador de Klein-Gordon actia en este caso sobre un
espinor de 4 componentes. El segundo término, que es un efecto puramente cuantico
(pues se anula cuando i — 0 ) es propio de la formulacién de Dirac y veremos que
da cuenta de la interaccién de los campos electromagnéticos con, en particular, el
spin. Su apariciéon se relaciona con el hecho de que la funcién de onda de Dirac es
un espinor de 4 componentes.

Para estudiar los estados estacionarios de la ecuaciéon (6.377), proponemos fac-
torizar la dependencia temporal como habitualmente hacemos,

U(r) |
W(r,t) =exp (—;Et) iig:; = exp <—;Et> (7). (6.378)
Ui(r)

Reemplazado este ansatz en (6.377) obtenemos
[(E —ep)? — (cp—eA)* +ehe(X - B — i - E)} Y(r) = m*ctip(r) (6.379)

con ¥ la matriz de spin (ec. (6.301))

6.22. El limite no-relativista

Para estudiar el limite no-relativista de la ecuacion de Dirac en un campo elec-
tromagnético nos quedaremos con el primer orden en v?/c* en la ecuacién (6.379)
Separaremos ahora la energia en reposo mc? de la energfa total E escribiendo

E =FE +mc (6.380)

con B’ < mc?. También supondremos un campo ¢ débil, e¢p < mc?> Con esto, el
primer término en (6.376), desarrollando el cuadrado y despreciando el término E'?,
toma la forma

(E —eg)? = 2mc* (B — ep) +m?c* (6.381)
con lo que la ecuacion (6.376) puede escribirse en este limite,
1 2 h h
<p—€A) Yep— N Brilla-E|b=EY (6.382)
2m & 2mce 2mce

30Solo si el campo escalar es complejo puede extenderse la invarianza de gauge del electromag-
netismo, A, — A, + 0, A de manera de incluir a los escalares, definiendo su ley de transformacién
como ¢ — exp|(ie)/(hc)A)¢. Queda claro que la carga del campo escalar es e, la constante que
aparece en los términos de interacciéon A,¢ y A, A" ¢ entre los campos A, y ¢.
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Al orden en que trabajamos, se puede despreciar el término proporcional al
campo eléctrico E. En efecto, vimos que |ac & |v| 0 sea que a ~ v/c. Pero ademaés
tenemos

h
ep ~ |eE|a =~ e|E|— (6.383)
p

donde hemos llamado a a una distancia cuantica tipica, ligada a p por la relacion
de incerteza, a ~ h/p. O sea que se tiene,

¢eh a-E  h vEp 0°

~ ———=— 6.384
2me e 2mcc Eh 22 ( )
Entonces, en la aproximacion no relativista tendremos
1 2 h
— (p - €A> Yep— VN .B|y=E (6.385)
2m c 2mc

que no es otra cosa que la ecuacién de Pauli para el electrén norelativista3! sélo que
el término que habia tenido que ajustarse de manera ad hoc en el caso no relativista,
por provenir de un analisis semiclasico, aqui aparece automaticamente. Si s es el
momento magnético del electrén y ug = eh/(2mc) el magnetén de Bohr, se tiene la
relacion

Ps = —0 = o (6.386)

Si aceptamos por el momento que, como en el caso de la ecuacion para la particula
libre las componentes se separan en grandes y pequenas, tendremos para las grandes
exactamente la ecuacion de Pauli, con una relacién entre momento magnético y spin
dada por
s € UB
—=—=2= (6.387)
s mc h

que es el doble que la que resulta en el analisis clasico de la relacién entre momento

angular orbital y momento magnético,

H € KB
—= = 6.388
[ 2me h ( )
Pero justamente el factor 2 en (6.387) habia debido incluirse manu militari en la
formulacién de Pauli del electrén no relativista para reproducir los resultados ex-
perimentales de la época. En otras palabras, debia postularse un factor llamado
giromagnético, que se denota como g, que multiplica la férmula clasica (6.388),

Mo _ in

s h

31Recordemos que en las soluciones de la ecuacién de Dirac para una particula libre las compo-

nentes de energfa negativa eran del orden O(v?/c?)

(6.389)
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Se establecia entonces, para lograr acuerdo con la experiencia, que g = 2. La formu-
lacion de Dirac, en cambio, no necesita postular g = 2 sino que tal valor resulta una
prediccion. Esto fue considerado un triunfo importante de la formulacién de Dirac.

Sin embargo, si buscamos hoy en una tabla de valores experimentales, obtenidos
con mucha mejor precision que en los anos 30, veremos que se consigna para el factor
giromagnético del electron:

Jexp = 2 % (1,001159652193 £ 0,000000000004). (6.390)

. Quiere decir esto que la teoria de Dirac del electron es incorrecta? La respuesta es
que en realidad, la teoria de Dirac es incompleta, en el sentido de que describe la
dindmica cudntica del electrén en el campo electromagnético clasico del nicleo (en
el caso de la descripcién de un atomo).

Es recién cuando se hace un tratamiento completamente cuantico, tanto para el
electrén como para el campo electromagnético asociado al campo de gauge A, en
el que se mueve, que el valor predicho por la ecuaciéon de Dirac recibe correcciones
(llamadas radiativas). En lo que se considera uno de los grandes triunfos de la elec-
trodindmica cuéntica (la teorfa cuantica de los campos electromagneticos asociados
al nicleo y el electrén) el valor tedrico que se calcula en teoria de perturbaciones

resulta
Greor = 2 % (1,001159652459 + 0,000000000123). (6.391)

Dejemos ahora a la ecuacion de Klein-Gordon que es obedecida por las soluciones
de la ecuacion de Dirac y analicemos directamente a esta tultima ab initio

- 2) oo

Para estudiar la manera en que las componentes “grandes” (¢4) y “pequenas”
(1p) se separan, vamos a considerar una representacién explicita para las matrices
~*. Conviene elegir la representacién de Dirac que lleva a la ecuacién (multiplicando
por 4% = 3 y recordando que v = B )

K? é) o-(cp—eA)+ (é _O[> mcﬂ (jﬁﬁ) = (E —e) (Z;) (6.393)

Este sistema es equivalente al sistema acoplado para los espinores de dos com-
ponentes ¢4 y B

o - (cp — eA)YP + mc*p? = (E — ep)yp?

o - (cp — cAY — mcP = (B — o) (6384

Despejamos de la segunda ecuacién 7,
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-1
PP = (E —ep+ ch) o-(cp—eA)? (6.395)
o, escribiendo nuevamente F = E' + mc?,

PP = (E’ —ep + 2m62>_1 o (cp — A (6.396)

Para simplificar los célculos nos restringiremos al caso puramente eléctrico, A = 0,
y denotaremos e¢ = V). El limite no relativista corresponde a que

E'<me V<me p~mv (6.397)
y por lo tanto,
co-p v
VB~ o YA~ O (C> P (6.398)

Es decir que la soluciéon de 4 componentes tiene dos grandes componentes 4 y dos
pequenas componentes ? como sucedia para la particula libre. Notemos ademés
que, si bien v estd normalizada, esto no implica que cada una de las componentes
Y4y ¥p lo esté. En efecto, de la condicion de normalizacién,

Yhioa + vhvs =1, (6.399)

insertando (6.398) se desprende, a orden (v/c)?, que
1 i 1 _
< + 4m202> Yha =1, (6.400)
con lo cual podemos introducir una componente grande con la normalizaciéon ade-
cuada, ¥ (spinor de dos componentes), en la forma
2

Ya = (1 p) . (6.401)

8m?2c?

Ademas, si reemplazamos la expresién exacta para ¢ dada por (6.396) en la
primera de las ecuaciones (6.394), tendremos, luego de un poco de arreglo,

1 E—-v\'
[U-p<1+ V) oc-p+V
2m

o U (6.402)

Haremos a continuacién una expansion en el limite no relativista. Si guardamos sélo
el primer término en la expansién en potencias de (E' — V) /2mc?® tendremos

E—-v\ " E -V
1 ~1— i 6.403
( + 2mc? ) 2mc? ( )
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Si insertamos (6.401), y utilizamos el resultado??

(o-p)(o-p) =1 (6.406)

obtenemos una ecuacién para la componente grande:

2 / 2
e - . V- F 1-— U = (. 6.407
[2m 2m0 p( 2mc? )0 P+ 8m2c? ( )

Para simplificar esta ecuacion es conveniente multiplicarla a la izquierda por el
operador (1 — p?/8m?c?), y conservar términos a orden (v/c)?

2 4 1 2 2

2m C8m32 | 2m 2mc? C8m2c2 8m2e?
(6.408)
Para simplificarla atin més, recordemos el conmutador
[p',V(x)] = —ih 6V, (6.409)

que permite calcular

p*V = pipiV = piVp; + pi(—ih)O;V = Vp* — 2ihVV - p — B*V?V

(o -p)V(o-p)=00p'Vp = 6;p VY +icijpowp' V'
=Vp'p' —ihO,Vp' + icijropVp'p + +icyror(—ih)o;Vy’
=Vp* —ihO;Vp' + heyjrorOiVp’
=Vp? —ihVV -p+ ho - (VV x p)

Observamos que el término Vp? se cancela, al igual que el término —iAVV - p. Si
ademds consideramos un potencial central, V(r) = V(r), entonces,

VV = d‘;imw - d‘;ff) r (6.410)
32De la relacion entre matrices de Pauli
005 = 0i; + 1€k 0k, (6.404)
obtenemos
(0 -p)(o-p) = 0io;p'p) = 6i;p'p +icijponp’p’ = p*. (6.405)

El segundo término se anula por ser contracciéon de un tensor simétrico y uno antisimétrico.
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y para el tercer término obtenemos

1dV(r)
. — 9=
ho - (VV x p) e

S-L

donde S = (h/2)o. La ecuacién finalmente resulta

2 4 2
D p 1 1dV(r) h
— 4+ V- - S L

2m + 8m3c?  2m2c2r dr + 8m?2c?

VV|VU =ET (6.411)

Por ejemplo, para el potencial Coulombiano,

ze

Vi) =- 4dmr

tenemos que (V =e¢p, E = —V¢)
VYV = —eV - E = —ep, = Ze*6¥(r).

donde p, es la densidad de carga del nucleo, p, — Ze. Esta “ecuacion de Schrodinger”,
derivada de la ecuacién de Dirac, concuerda bien con la que usamos para compren-
der la estructura fina del 4tomo de hidrégeno. Los primeros dos términos son los
términos de energia cinética y potencial del hamiltoniano usual. El tercer término
es la correccion relativista de la energia cinética. El cuarto término es la interaccion
espin-orbita correcta, incluido el efecto de precesiéon de Thomas con el adecuado fac-
tor 1/2. El quinto término es el llamado término de Darwin, que da una correccién
adicional para los estados s que experimentalmente resulta ser correcta’?.

Si bien no trataremos de resolver esta ecuacion, conviene senalar la manera per-
turbativa de hacerlo: se resuleve la ecuacion no relativista en presencia del potencial,
sin incluir al término en p*ni a los términos que contienen derivadas de V. Obtenidas
las dos componentes de ¢4 para este problema, se forman combinaciones lineales
que sean autofunciéon de J2,J,, L?, s? y luego se considera a los tres términos no
incluidos como perturbaciones.

6.23. Invarianza de gauge

La ecuacion de Dirac (6.369) para un electrén en un campo electromagnético
asociado a un campo de gauge A, = (¢, A),

{7“ (ihﬁu - iA“) - mc} P =0 (6.412)

33Nétese que este término sélo impacta en las funciones de onda que que son finitas en el origen,
tipicamente las que tienen [ = 0.
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tiene una invarianza muy importante, llamada de gauge, asociada con las transfor-
maciones de gauge que dejan invariante al tensor de campo electromagnético. En

efecto, recordemos que
F,, =0,A, —0,A, (6.413)

permanece invariante ante el cambio del campo de gauge A,
Ay(x) = Au(x) = Au(z) + 0, (x) (6.414)

con A(z) una funcién real arbitraria. Que F), permanezca invariante frente a las
transformaciones de gauge (6.414) quiere decir que ni la medida experimental del
campo eléctrico ni la del magnético, que son las cantidades fisicas justamente medi-
bles detectan si trabajamos con A, o con A : Recordemos que

B'[A] = ;giﬂfij[A] (6.415)

E'lgp, A] = F%[¢, A] (6.416)

La invarianza de estos campos frente a transformaciones de gauge como la (6.414)
significa entonces que

BIA] = B[A], E[4; A = Elg; A] (6.417)
donde
B=VxA
0A 6.418
E=-V¢-— iat ( )

Esta invarianza implica que los campos A, y sus transformados de gauge son
todos admisibles para describir a los campos eléctrico y magnético. Por ello, segiin
el problema que enfrentemos podemos trabajar usando “un dado gauge” u otro. Por
ejemplo podemos elegir una funcién A tal que anule la componente A, simplemente
utilizando un A tal que 0yA cancele ese Ay. Ese gauge se conoce como “gauge de
Coulomb”. En otras circunstancias puede convenir elegir A tal que 0*A,, = 0 (gauge
de Lorenz3?).

Ahora bien, podria suceder que al interactuar estos campos con un electrén
descripto por una funcién de onda que obedece la ecuacién de Dirac, la funciéon de
onda detectara de una manera medible el cambio. Veremos que en general este no
es el caso®.

Para analizar lo anterior, comencemos por notar que al cambiar A, por A, en
la ecuacion de Dirac, se agrega un término, el gradiente de . Si la transformacion

34Este Lorenz no es el Lorentz de las transformaciones relativistas sino Ludvig Lorenz, un fisico
y matematico danés.
35Véase el experimento de Aharanov-Bohm para una descripcién mas precisa de este asunto
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(6.414) va acompanada de un cambio adecuado en la fase de la funciéon de onda ),
la ecuacién retoma su forma inicial.
Consideremos entonces el conjunto de transformaciones de gauge

A(w) = Ay(2) = Ayle) + A (),
0lw) = ¢ (2) = exp | i A(@)| ¥(), (6.419)

U(@) = ¥(a) = bla) exp |i-A@)|.

Ante este cambio, la ecuacion (6.412) tiene la misma forma cuando es escrita en
términos de los campos transformados segiin (6.419) que cuando lo es en términos
de los campos sin transformar. Es decir, la ecuaciéon de Dirac es invariante frente a
las transformaciones de gauge completas (6.419) que incluyen al campo de gauge y
a la funcién de onda v que describe a la materia.

o (0, = SA4,) +me| 6 =0 = |y (ih0, = SA,) +me| ' =0 (6.420)

Notemos que en la ec. (6.419) hemos incluido la ley de transformacién de ¢ que
por un lado no aparece en la ecuacién de Dirac y, por el otro, podria “deducirse” a
partir de la férmula que relaciona v con v, ¥ = ¥4, Sucede que cuando se trata a ¢
como un campo cuantico en pie de igualdad con A, (es decir, se entra en el dominio de
una de las llamadas “teorias de campos cuanticos”, en este caso la electrodinamica
cudntica) resulta que 1) debe tomarse como un campo “independiente” de . De
hecho, esto puede verse ya a nivel de mecanica cuantica, si pretendemos escribir
una accién de la cual derive la ecuacion de Dirac como ecuacion de Euler Lagrange.
De manera parecida a lo que sucede con el mismo problema para la ecuacion de
Schrodinger, es natural tomar como accién (junto con su Lagrangiano)

S = /d%ﬁ = /d%lﬁ(aj) (7“ (z’h@u — iAMx)) + mc) () (6.421)

Tomando a ¢ y 1) como variables independientes, se tiene como ecuaciéon de Euler-
Lagrange para 1 :

0, (%)) - ?i — (w (mau - iAu(a:)> + mc> b(z) = 0. (6.422)

Puede verse que no solo la accién (6.421) sino el Lagrangiano, su integrando, es inva-
riante frente a las transformaciones de gauge (6.419). Es valido entonces recurrir al
teorema de Noether que establece que, como pasa con toda invarianza de un Lagran-
giano, existe una carga conservada asociada a esa invarianza. Para encontrarla, en
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el caso de la invarianza de gauge comenzamos por construir la corriente conservada
(en el sentido de que su tetradivergencia es nula) asociada a esta invarianza. Para
ello, segtin el método de Noether, consideramos un cambio infinitesimal del campo
de materia

S = ;;Cwe(x). (6.423)

Aqui €(z) es un parametro infinitesimal. La corriente de materia asociada a la inva-
rianza viene dada, de acuerdo al teorema de Noether por

5 B
Ju(w)ela) = - 8L¢5¢ = ~Sdye(x) (6.424)

iEs decir que la corriente conservada de Noether asociada con la invarianza de gauge
coincide, a menos de un factor constante, con la corriente de probabilidad cuya
componente temporal da la densidad de probabilidad! Para ello basta reescribir a la
corriente j, como

Ju(w) = _EJ;L(:L') (6.425)

con

Ju(z) = P(x)y"p(x), 0, (x) = 0. (6.426)

Luego, la carga conservada, la integral de .Jy sobre todo el espacio, () = f dr Y*,

no es otra cosa que la expresion de que la probabilidad de encontrar a la particula
descripta por la ecuacién de Schrodinger es 1.

Volviendo a la transformacién de gauge (6,414) con pardametro real arbitrario

A(z),

Au(z) = A, = Ay(z) + 0,A () (6.427)
podriamos escribirla en una forma en apariencia mas complicada,
1
Ay(z) = A, = Ay(@) + —g7H(@)D,9(2) (6.428)
con
g(x) = exp(iA(x)) (6.429)

En esta forma, g(z) puede ser identificado como uno de los elementos del grupo
unitario U(1) formado por los complejos de médulo 1. Esto podria pensarse que es un
detalle irrelevante para las transformaciones de gauge del electromagnetismo. Pero
no es asi: La teoria de las interacciones electrodébiles, que unifican a los fenémenos
electromagnéticos con los débiles esta basado en la extension de las invarianzas de
la teoria agregando otro grupo unitario con determinante 1 , el identificado como
SU(2) cuya representacion fundamental es el de matrices de 2 x 2 (por ejemplo, dada
por las 3 matrices de Pauli). Y para describir las interacciones fuertes, también se
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utiliza un grupo unitario, el grupo SU(3) cuya representacion fundamental es de 8
matrices de 3 x 3 conocidas como matrices de Gell-Mann.

Para el caso general del grupo de Lie SU(V), la transformacién de los campos
de gauge (6.430) se complica:

A, = g Au)g + 07 (000 (a) (6.430)

Hay que notar que en el primer término a la derecha solo se puede simplificar el g—*
con el g para el caso U(1), un grupo abeliano en el que el que A es una funcién real
de x y lo mismo sucede con las componentes de A,. En el caso en que N # 1 el
grupo es no abeliano en el sentido de que A y A, toma valores en el algebra de Lie
del grupo, que se suele anotar como su(/N) y es un algebra no conmutativa.

El Lagrangiano del Modelo Estandar es el de una teoria de gauge con grupo
g € SU(3)SU(2) x U(1).

6.24. Atomos hidrogenoides

Uno de los problemas en los que se puede poner a prueba a la ecuacién de
Dirac es en el de la estructura fina de los espectros atémicos. En este asunto, la
mecanica cuantica no-relativista habia tenido sus primeros y méas resonantes éxitos.
Ya en ese caso habia sido notable el haber podido encontrar una solucién exacta
de la ecuacion de ondas para el electréon en un campo coulombiano. Veremos que lo
mismo sucede en el caso de la ecuacion relativista de Dirac para el electrén en un
potencial de Coulomb. Y que los resultados dan una descripcion excelente, superior
al de la mecanica cuantica no relativista, de los datos experimentales para atomos
hidrogenoides.

Comencemos por hacer, a vuelo de pdjaro, una enumeracion de los resultados de
la mecanica cuantica no relativista para atomos hidrogenoides. Para ello recordemos
que la ecuacién de Schrodinger para los estados estacionarios de un electrén de masa
me y carga e en el campo eléctrico Coulombiano producido por un nticleo de nimero
atomico Z toma la forma

<h2 ,  Ze?

\V4 — nl Unim =20 6.431
21 +47r7"+€>¢’l’ ( )

con el Laplaciano escrito como

2 20 1
=2t o et (6.432)

L gm = BPU1+ 1) i (6.433)

V?
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En (6.431) m es la masa reducida,

1 1 1 1
-~ (6.434)

L me  my M,

con my la masa del nicleo. La constante fundamental que aparece en la teoria es
la constante de estructura fina «
e? 1

CT Urhe 137,037

(6.435)

en la que debe notarse que en la ecuacién de Schrodinger en un potencial coulom-
biano las dos constantes fundamentales A y ¢ solo aparecen combinadas en a.
Los niveles de energia corresponden a la férmula de Balmer

m(Za)?
n=——— 6.436
con ,
T 13,66V (6.437)
y
n>1, 1=01,2..n—1, —I<m<l (6.438)
La degeneracion d(n) del estado n es
n—1
dn)=> (2l+1)=n? (6.439)

=0

Veremos que, con el tratamiento relativista, esta degeneracion decrece y aparece una
estructura fina en el espectro, no prevista por el tratamiento no-relativista.

Pasemos ahora al estudio detallado del mismo problema pero utilizando la ecua-
cién relativista de Dirac. Como se trata del potencial Coulombiano en atomos hi-
drogenoides (con un ntmero de protones Z ) tendremos

Ze
4rr

Ay = (6.440)

y, como no hay campo magnético, pondremos nuevamente A = 0.
En lo que sigue conviene utilizar la representacion de Weyl (quiral) de las matrices

de Dirac,
0 I 0 o
0o_ _ _
T <I O) ’7_(—0' O) (6.441)

En lugar de estudiar directamente la ecuacién de Dirac, escribiremos la que
resulta de aplicar a esa ecuacién el operador de Dirac (con el signo relativo entre
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derivada y masa opuesto al de la ecuacién original) a la misma. Vimos que de esta
manera se obtiene una ecuacién de segundo orden que en el caso libre coincidia con
la de Klein-Gordon actuando sobre una funcién espinorial de 4 componentes.

Las soluciones de la ecuacion resultante con derivadas de segundo orden son por
supuesto soluciones de la de Dirac de primer orden. La idea del camino que estamos
siguiendo es que, trabajando con una ecuacion de segundo orden, nos sera mas facil
utilizar como guia lo aprendido al estudiar al &tomo de Hidrégeno con la ecuacion
de Schrodinger.

Consideraremos la aproximacion en que la masa reducida del sistema se toma
igual a la del electrén. Por simplicidad trabajaremos con unidades talesque h = ¢ =1
y al final de los calculos recuperaremos estas constantes usando el hecho de que la
constante de estructura fina cuando h y ¢ aparecen en su valor del sistema métrico
con su verdadero valor que es a = €?/(4mhc), ec. (6.435). La ecuacion de segundo
orden que resulta de lo descripto mas arriba es:

[(i’y“@u — e’yvo)Q — m2] TS {(z’@u — eA05M0)2 — eV Fy; — mz} =0 (6.442)
con
—ot

am:i<% 0 ) (6.443)

Con esto, el término ligado al spin que aparece en la ecuacion (6.442) puede escribirse
seglin sea el signo con que aparecen las matrices de Pauli de 2 x 2 ¢% en la matriz
% de 4 x 4,

o-r

—%aOiFm = tiZa (6.444)

r3
(téngase en cuenta que para escribir el vector contravariante r a partir de la deri-
vada covariante 0; hay que incluir un signo — debido a la signatura elegida para la
métrica.)

En la ec. (6.444) debe tomarse el signo + cuando se trate de la componente y .y
el signo — cuando se trate de la componente y_en que descomponemos al espinor
de 4 componentes. Las componentes x4 son cada una un espinor de Weyl de 2
componentes,

b = <X+> (6.445)

X—

Tenemos entonces un par de ecuaciones que son el andlogo de la ecuacion de
Schrodinger para el atomo de Hidrogeno, para estados estacionarios, pero para el
caso relativista,
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Ecuacién de segundo orden que deriva de la de Dirac

(para estados estacionarios)

0? 20 L* Z%* Za 27 €
_—— 270' . ’," —_—

- + P
or2  ror  r? 72 72 r

— (B - m2>] Xt =0 (6.446)

donde E = mc? — € (aqui € corresponde a la energfa del electrén en los estados
ligados).

Los tres primeros términos del lado izquierdo corresponden al Laplaciano en
coordenadas esféricas. En cuanto al potencial coulombiano, cuya traza podemos
seguir a través de Z, aparece en los tres términos siguientes, en particular aquel
multiplicado por la energia e. Finalmente, hay un término con el cuadrado de la
energia y el m? que corresponde a la energia en reposo (recordar que transitoriamente
hemos puesto ¢ = 1).

Si no fuera por el término que contiene al operador de spin (i.e., a las matrices
de Pauli), esta ecuacion es exactamente la que resultarfa de plantear la ecuacién de
Klein-Gordon para una particula cargada en un campo Coulombiano:

Ecuacién de Klein-Gordon (sin spin)

0? 2 0 L? 720 2Zae 9 5
(o g - T (@)oo (6.47)

que puede compararse con la que resulta en el caso no-relativista (ecuacién de
Schrodinger (6.431))

Ecuacién de Schrodinger

2 2
0 20 | L* 2mZa )1#:() (6.445)

(@ﬂ‘rw+rz
Ahora bien, si comparamos las ecuaciones de Klein-Gordon y la de Schrédinger,

vemos que formalmente son idénticas si se hacen las siguientes sustituciones en la
de Schrodinger:

» en el término que contiene L2

L* — L? = L* — Z%a? (6.449)

= en el que contiene a «
€
a—ad =a— (6.450)
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= en el que contiene a la energia €

€2 — m2

e—€ = (6.451)

2m

Si “traducimos” las relaciones anteriores al caso de los autovalores del momento
angular orbital tendremos

+1) = 1(1+1) =222 =11 +1)

€
aan = . (6.452)

€E— ———— =¢€
2m
Con esto vemos que al pasar de la ecuacion de Schrodinger a la de Klein-Gordon, los
autovalores del momento angular orbital se corren en una cantidad que llamaremos 9;
y que se puede calcular a partir de las soluciones de la ecuacién cuadratica asociada
a la primera linea de la ecuacién (6.452) que era

(+1) =11 +1) = 22> =1 (I + 1) (6.453)
|1 —1—§ (6.454)

1 n?
Bi=l+ - (z 4 2) _ 7202 (6.455)

Por los mismos motivos, el niimero cuadntico principal n se corre en la misma
cantidad. En efecto, recordemos que en el caso de la ecuacion de Schrodinger, para
que la funcién de onda tuviera el comportamiento adecuado en el infinito su parte
radial debia ser un polinomio ( y no una serie de infinitos términos). De aqui resulta
que cierto parametro n’ ligado a [ debia ser un entero, n’ = n — (I + 1). Luego, al
cambiar [ — [’ tiene que cambiarse n — n’

Usando las relaciones (6.453) vemos entonces que podemos leer la férmula para
los niveles de energia de Klein-Gordon para una particula de masa m y carga e en un
campo coulombiano, a partir de la férmula de Balmer en término de los parametros
primados:

E? —m? m(Zao')?
& = — A4
2m 2n'? (6.456)
E? —m? _ _m22a2 Efgl 1 (6.457)
de donde, finalmente, se tiene
n (6.458)

E, = )
\/1 T (2202/ (n - 6)?)
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Esta expresién se puede desarrollar en potencias de o2, obteniéndose (recuperando
las constantes Ay ¢ )

mZ%a? mZ*a* 3mZ*at

6
— A4
2n? n3(20 + 1) * 8 nt +0) (6.459)

E, =mdc —

El primer término corresponde a la energia en reposo, el segundo término corres-
ponde a la energia de ligadura no relativista; el tercero, al depender de [, rompe la
degeneracién O(4) presente en el caso no-relativista.

No discutiremos las patologias que esconde la féormula para la energia que resulta
de la ecuacion de Klein-Gordon. Por ejemplo, la catastrofe que ocurre para Z >
137/2, cuando d;, y por ello la energia, se vuelven complejas. O la singularidad en el
origen que genera en la funcién de onda el potencial atractivo — (Z2?a?/r?). Tampoco
nos extenderemos sobre el pobre acuerdo con los resultados experimentales que tiene
la férmula (6.459). Simplemente concluiremos que los efectos del spin, que no son
tenidos en cuenta por la ecuacion de Klein-Gordon, tienen que ser importantes por lo
que los calculos en base a la ecuacién de Dirac no deberian presentar estos problemas.

En lo que sigue veremos como hacer contacto entre estos resultados de la ecuacién
de Klein-Gordon para espinores de 4 componentes con los de la ecuacion de Dirac.

6.25. Potenciales esféricamente simétricos

Consideremos la ecuacién relativista para particulas de spin 1/2 en un potencial
central, de la forma V(r) = V(|r|). Tendremos

eAy=V(r), A =0, (6.460)

Es conveniente escribir la ecuacion de Dirac en el lenguaje de las matrices a y 3, y
si buscamos soluciones estacionarias, de la forma, ¥(r,t) = 9 (r)e""*¥" tenemos la
ecuacionen la forma HV = EV, donde el Hamiltoniano de Dirac es

H=ca-p— pmc*+ V(r). (6.461)
Este Hamiltoniano es invariante frente a rotaciones y reflexion espacial,
[H,J] =[H, P] =0, (6.462)

de manera que buscaremos autofunciones de momento angular y paridad bien defi-
nidos.

Para separar la parte radial de la angular el término de momento « - p, conviente
introducir el momento radial

1
pr = —ih——r = —ih ( + ) . (6.463)
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Para escribir al Hamiltoniano de Dirac en términos de p,, hagamos lo siguiente:

dado que las matrices « satisfacen el dlgebra de SU(2), al igual que las o,

[Oéi, Oéj] = 2i€ijk05k
y el dlgebra de Clifford,
{Oéi7 Oéj} = 2(51']',
verifican la relaciéon
OliCYj = 5@']’ + Qieijkak.

De aqui se sigue que para dos vectores arbitrarios a y b se cumple que

(ax-a)(a-b)=a-b+ia-(axb)
y por lo tanto, vale para r y p:

(a-7r)(a-p)=r-p=ia-(rxp)
=7r-p+ica- L.

Si multiplicamos a izquierda por (a - 7) entonces obtenemos

a-p= ylom)rptia-L
~ L))+ Sler)a- D)
= Sl n)rp)+ Gl Lt ia(rx L))
= (e r)(rp)+ lia (rx L]
= Ll vty 250

donde usamos que r -V = rd/0r. Ademés

(rx L); = [r x (r x p)li = rjrip; — r’p;.

6.26. Potencial coulombiano

(6.464)

(6.465)

(6.466)

(6.467)

(6.468)

(6.469)
(6.470)
(6.471)
(6.472)

(6.473)

(6.474)

Pudimos conectar los niveles de energia de atomos hidrogenoides segiin resultan
de la ecuacion de Schrodinger con los que se obtienen para la ecuacién de Klein-
Gordon en el mismo potencial coulombiano. Podemos hacer 1o mismo en el caso de
la ecuacién de Dirac. Para comenzar, notemos que el momento angular total J,

J=L+8,

(6.475)
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donde el operador de spin esta representado por

S = Zz, (6.476)

conmuta con el hamiltoniano,

[H,J] = 0. (6.477)

Conviene entonces trabajar en los subespacios con de estados |jml),

T gml) = j(j + 1) [gml),  j=1/2,3/2,..., (6.478)
L2iml) =11+ 1) |jml), l=7+1/2=I4, (6.479)
S2 jml) = im jmi), (6.480)
Jo [jml) =m|jml), —j<m <, (6.481)

Es decir, calcular (jml|H|jml). Ahora bien, dado que estos autoestados tienen una
paridad definida, ligada a [*%, tendremos que los elementos de matriz del operador
hermitico o - 7 (de paridad impar) se anulan entre estados con el mismo I,

Ademas, se tiene que (o - #)* = 1. Usaremos la clausura de la base de estados
elegidos
S lgmis) (jmls| =1 (6.483)
£

para insertarla en

l=(o-7)>=) o #|jmly) (jmls|o - 7. (6.484)
-

Ahora bien, partiendo de la normalizacién 1 = (I_ | [_)y usando lo anterior se tiene

L= (1) = (1| #)?|1-) = (|- #l1) Uilo - #ll-) = (Ly|o - #[1)°

(6.485)

donde hemos usado la ec. (6.482),
(ymli|o - Plyjmle) =0 (6.486)
para cancelar los brackets entre estados + 4+ y — —y, ademas, que las matrices de

Pauli son, por supuesto, hermiticas.

36La parte angular de los kets, proyectados en la representacién de coordenadas son arménicos
esféricos que, ante un cambio de paridad r — —r, que corresponde en coordenadas esféricas a
(r,0,0) = (r,7 — 0, + ), satisfacen que Yy, (6, ) = (=1)" Vi (7 — 0, 0 + 7).
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De la ecuacion (6.485) se tiene finalmente
Uilo - #I_) =1 (6.487)

Dada la ecuacién (6.446), para los estados estacionarios de la ecuacién de segundo
orden que deriva de la de Dirac usando el “truco” (a + b)(a — b)

27 ce
[ — R 7/70 . T’ —
or2 ror r? r2 72 r

2 2 L2 Z2 2 A
( 0 0 LY L% —(EQ—m2)> Yt = 0. (6.488)

Los brackets del tercero, cuarto y quinto término puede escribirse asi:
<jmli| (L2 — 7’ FiZao - 'F) |jmli> =

((j +3) (1+3) - 222 TiZa

FiZo (G- (G+2) - ZW) - (6.489)

Calculemos los autovalores A de esta matriz. Si escribimos a A en la forma habitual
de los autovalores de momento angular, A = A(\ + 1), se obtiene

A= (j + ;) 5, (6.490)

con ¢; dado por

5—‘1\/'1222%220‘2 O (Z%* 6.491
i=IT T (‘7+2)_ T () (6.491)

Como en el caso de Klein-Gordon, el rol de [ en el caso no relativista es aqui
jugado por A, que estd corrido en d;. Para que el parametro n’ que hacia, al tomar
valores enteros, que se cortara la serie infinita de la parte radial de la funcién de
onda en el caso no-relativista siga siendo un entero, (n’ =n+ (I + 1)), como [ estd
corrido en ¢;, asi deberd estarlo n :

n'=Mn-0)—A—1 (6.492)
Como n' > 0, se tendra que
j<n—32 si A=j+1i-4; (
. . . 6.493)
jén—% si )\:j—%—éj

Podemos ahora seguir exactamente el camino que en el caso de Klein-Gordon, nos
llevé a la formula para la energia de los niveles de los a&tomos hidrogenoides. Es decir,
el mismo corrimiento (6.452) que nos permitia pasar de la ecuacién de Schrédinger
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a la de Klein-Gordon sirve ahora para pasar a la de Dirac siempre que utilicemos la
férmula (6.491) para d;, pues en ella estd tenido en cuenta el término de spin adicional
en Dirac. Entonces, tomando la férmula de Balmer y haciendo los reemplazos

n—n-—>9; (6.494)
a—a— (6.495)
m
€2 — m?
o 6.496
€ 5 (6.496)

que permitieron escribir la férmula para los niveles de energia a partir de la modifi-
cacion de la férmula de Balmer, tendremos ahora

me?

Eynj=
\/1 + (2202/ (n - 6;)%)

que formalmente coincide con la féormula (6.458) para el caso de Klein-Gordon, pero
con ¢; dado en este caso por (6.491)

(6.497)

1

1 2
5j :]+§ - \/<]+2> —Z2O£2. (6498)

Vemos que la energia no depende de [ de manera que en principio habra una
degeneracion de los niveles. Para cada valor de j hay dos valores posibles de [,1 =
j £ 1/2 excepto en el caso en que j =n — 1/2 en que [ =n — 1 (la otra posibilidad
llevaria a n = [ siendo que [ < n — 1. Salvo para este caso habra entonces una
degeneracion doble de los niveles.

Desarrollando en potencias de o tendremos

272 2 274 4 274 4
choz_choz +§choz+“. (6.499)

2n? n3(2j+1) 8 nt
conn=12...yj=1/2,3/2,....,n—1/2.

Vemos entonces que, para un dado n, diferentes valores de j implican diferentes
valores de la energia de los niveles. Esto produce la llamada estructura fina (por ello
a la constante « se la llame constante de estructura fina).

Queda, como vemos, una degeneracién de estados que se distinguen por su mo-
mento angular orbital [, que puede ser j+1/2 excepto para el caso en que j = n—1/2
enel quel=n—1.

Para tener una idea de la magnitud del desdoblamiento en niveles con el mismo
n y j diferente, consideremos el caso en que Z = 1;n = 2; j = 1/2,3/2;1 = 1
(correspondiendo este valor a la letra P en la notacién espectroscépica). Se tiene

E,;~ mc* —

4
¢ (2Py) — € (2Pn) ~ ”;—3‘ = 4,53 x 1075V — 10,9GHz (6.500)
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2P3/2—/ o
RN

2542 { estructura fina
- 10.9 GHz

2Pq2 7\
triplete |
— 1842 {J estructura hiperfina
. | 1420 MHz
singulete

En la figura se representan los niveles de energia mas bajos, utilizando la notacion
espectroscopica nl;.

6.27. Interpretaciones de las soluciones de energia
negativa

En el final de esta clase abandonaremos la ideologia del avestruz y enfrentaremos
el problema de explicar como pueden existir soluciones de la ecuacién de Dirac con
energia negativa atn para el caso de particulas libres.

Para ello, nos basaremos en la explicacién intuitiva propuesta por Dirac en los
anos 30, basada en la siguiente suposicién: Todos los niveles de energia negativa
estan ocupados en el estado fundamental, que llamaremos estado de vacio. Si ahora
consideramos un electron libre, no podra estar en ninguno de los estados de energia
negativa porque todos ellos estan ocupados y el principio de exclusion de Pauli debe
ser respetado también para estos infinitos niveles de energia negativa. Es por ello
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que el electrénm libre deberd necesariamente estar en un estado de energia positiva vy,
siendo que esta libre de toda interaccion, sera un estado estable. Mas precisamente,
escribe Dirac que:

...all the states of negative energy are occupied except perhaps a few of small
velocity.

Por supuesto, esta propuesta enfrenté inmediatamente grandes dificultades: un
problema obvio es como explicar la infinita densidad de carga implicada por los
omnipresentes electrones de energia negativa. Como respuesta Dirac propuso rein-
terpretar la densidad que aparece en las ecuaciones de Maxwell como el apartamiento
del estado de electrificacion del universo.

En la interpretacion de Dirac, los electrones que “tapan” todos los estados de
energia negativa, pueden ser eyectados de ellos si se los excita. La energia de exci-
tacion debe ser suficiente como para saltar la brecha (el “gap”) de 2mc?. Para que
ello suceda se los puede excitar por ejemplo haciendo que absorban la energia de un
fotén que choque con uno de ellos. Tal proceso se representa en la figura siguiente:

electrén de energia
negativa que es
excitado y salta a
un estado de
energia positiva

Al eyectarse un electrén de ese mar de electrones de energia negativa (“mar de
Dirac”), queda en éste un agujero (ausencia de una particula con carga negativa)
que puede interpretarse como una particula de carga positiva. Un proceso tal se
puede graficar ast:

Se puede interpretar entonces al agujero como una verdadera particula con carga
positiva.
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et

Senala Pais [10], fisico y bibgrafo de Dirac que este, inicialmente, no vio clara-
mente lo que sucedia: a principios de 1928 propuso simplemente descartar la solucion
con energia negativa. En junio de ese ano admitié en una conferencia que no se la
podia ignorar y califico por ello a su ecuacién como aproximada. Hacia principios
de 1929 , junto con Weyl, comienzé a especular que la solucién de energia negativa,
como podia verse como una particula con carga positiva, corresponderia a un proton
y penso que la masa de su ecuacion debia ser un promedio de las masas del electréon
y del protén (!!). De hecho, el titulo de su trabajo en 1930 era A theory of electrons
and protons [11]. Recién en mayo de 1931 descart6 esto y escribi6 , en lo que él llamé
a small step forward () [12]:

A hole, if there were one, would be a new kind of particle, unknown to experi-
mental physics, having the same mass and opposite charge of the electron.

Antes de fin de afio (y de que Dirac cumpliera 29 anos) Carl Anderson, que
aparentemente ignoraba la teoria de Dirac, anunci6 evidencia experimental para el
anti-electrén o positréon sugerido por Dirac. Se trataba de la observaciéon de la traza
dejada por rayos cosmicos sometidos a un campo magnético, en una camara de
Wilson. La direcciéon en que se curvaba la traza correspondia a una particula con
carga positiva y masa mucho menor que un protén.

Una vez creado el agujero, un electréon con energia positiva (el mismo que fuera
eyectado, u otro), puede “caer” al estado con energia negativa correspondiente, que
se encontraba desocupado. Se aniquilan asi el electrén que cae y el positron asociado
con el agujero; la energia disponible al desaparecer el par electron-positréon se ma-
nifiesta como emisionén de un fotén. Usando nuevamente un diagrama, tendriamos,
para el proceso completo, en el cual un fotén “crea” originalmente un par electréon-
positron, que luego se aniquila dando un foton:

De hecho, un proceso como el de la figura anterior puede suceder aun si el
fotén tiene energia menor que la minima necesaria (E,,;, = 2mc?) para crear un
par electréon-positron. Esto sucede cuando un campo electromagnético produce un
reacomodamiento de carga dando origen a una “polarizacién del vacio”. Esto, que



240 6.27 Interpretaciones de las soluciones de energia negativa

inicialmente fue una prediccion tedrica, se confirmoé experimentalmente a través de
la existencia del corrimiento de niveles al que nos referimos més arriba (de Lamb),
que puede ser descripto con precision, en el marco de la teoria cuantica de campos
cuando diagramas como el anterior son tenidos en cuenta al estudiar los niveles
de energia de un electrén (cudntico) en el campo electromagnético (cudntico) del
ntcleo.

Una vez que se acepta que particulas masivas como el electron y el positron
se pueden aniquilar, la descripcién de las particulas en términos de funciones de
onda pierde consistencia. En efecto, ;qué se hace por ejemplo con la probabilidad
de encontrar a una particula en algin lugar del espacio en un instante to, expresada
en términos de la funcién de onda, si la particula fue aniquilada en un instante
t; < ty 7 Sucede que en los términos planteados por Dirac al postular la existencia
de un mar de infinitas particulas con energia negativa, debe plantearse una teoria
de muchas particulas y no de una tinica en presencia de un potencial. Notemos que
con el abandono del concepto de funcién de onda de una particula como medio para
describir electrones relativistas, la razon por la que se descartaba a la ecuacién de
Klein-Gordon deja de existir. De hecho, como dijimos, la ecuacion de Klein-Gordon
descibe correctamente, en otro contexto, particulas relativistas de spin cero. Pero
la interpretacion de Dirac sobre los estados de energia negativa deja de ser valida
pues los bosones no obedecen el principio de exclusion de Pauli y no habria razon
entonces para que el mar de Dirac de bosones estuviera “lleno”.

Sera necesario entonces construir una verdadera teoria de muchas particulas
para acomodar a particulas y antiparticulas de manera consistente. Esto se logra
luego de la llamada “segunda cuantificacién”, que lleva a la introduccién de campos
cuantificados capaces de crear o aniquilar particulas. La formulacion de la teoria de
campos hace completamente innecesaria la interpretacion de las antiparticulas como
el positrén como agujeros en un mar. Julian Schwinger, uno de los que desarrolld
justamente la electrodindmica cudntica, escribié [13]:

La imagen de un mar infinito de electrones de energia negativa es hoy considerada
una curiosidad historica, y olvidada.

Concluimos esta seccién representando el espectro de energias que obtuvimos al
estudiar la ecuacion de Dirac para electron en el caso de un potencial coulombiano
atractivo (sin tener en cuenta las correcciones de la electrodindmica cuéntica). En
la parte de la izquierda se representan, con rectas inclinadas, los posibles estados
de un electrén (la parte inferior corresponde a los electrones de energia negativa del
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“mar de Dirac” o un electrén de Dirac libre con energia positiva. En la parte de
la derecha, cuando actia el potencial el potencial de Coulomb sobre un electron,
vemos que el espectro comprende una franja continua de energia positiva que se
extiende desde mc? hasta 400, una serie discreta de energia positiva inferior a mc?
(el espectro observado en el atomo de hidrégeno) y una franja continua de energia
negativa desde —mc? hasta —oo.

La figura muestra el espectro de energia de un electréon de Dirac: a la izquierda en
el caso libre, en el derecho en el caso del potencial Coulombiano atractivo. Nétese que
mc? = 511 KeV mientras que el nivel més bajo del 4&tomo de hidrégeno corresponde
a una energia de 13,6 eV

6.28. Conjugacion de carga

La teoria de agujeros para explicar el rol de los estados de energia negativa de la
teoria relativista de Dirac para el electrén, implica la existencia de particulas con la
misma masa, el mismo spin y carga opuesta, los electrones y positrones. La ecuacion
de Dirac debe entonces admitir una nueva simetria que corresponda al intercambio
entre particula (electrén) y antiparticula (positrén).

Busquemos entonces una transformacion que pase de un espinor v, que describa
una particula con una dada carga, a otro espinor ¥¢ que describe uno con carga
opuesta. Estos espinores deben obedecer las siguientes ecuaciones (tomamos unida-
des naturales, c=1y h=1)

(iv"0, —ey" A, —m)y =0 para el electrén (6.501)
(iv"0, + ey" A, —m)y° =0 para el positréon (6.502)

Buscamos una transformacién

Y — Y° (6.503)

que sea local y que, hecha dos veces sucesivamente deje a 1 sin cambiar, a menos
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de una fase inobservable. Conjuguemos la ecuacién de Dirac (6.501),
[V (10, + eMy) + m] Y™ = 0. (6.504)
Supongamos que logramos encontrar una matriz C' no singular tal que
A = —CTIHC. (6.505)
Al reemplazar en (6,504) tenemos
[—C7'9"Q (10, + eAy) +m| 4" =0 (6.506)
Luego, multiplicando a izquierda por —C' llegamos a
(V¥ (i0, + eA,) —m]Cy* =0 (6.507)

que es la ecuacion buscada siempre que identifiquemos al espinor conjugado de carga
con

Y= Cyr. (6.508)

Curiosamente, la forma de la matriz C' no es independiente de la representacion.
Tanto en las representaciones de Dirac como quiral, la inica matriz v imaginaria
es la 42, En esas representaciones podemos tomar entonces C' = —iy?, a menos de
una fase arbitraria. Siempre podemos cambiar de representacién usando el teorema
fundamental de Pauli.

Es importante analizar la acciéon de C' sobre una solucién con energia negativa,
spin hacia abajo y que, por simplicidad, corresponda a una particula en reposo: en
la representacion de Dirac tenemos (a menos de la normalizacién)

0
. 0
Y = exp(imt) 0 (6.509)
1
El conjugado de carga serd, de acuerdo a lo anterior
1
Y = —iy*)* = exp(—imt) 8 (6.510)
0

Luego, el conjugado de carga de un electrén de energia negativa y spin hacia abajo
es un electron de energia positiva y spin hacia arriba.
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6.29. Fermiones de Majorana

El espinor ¢ es una cantidad compleja. Debe serlo porque la representaciéon S[A]
tipicamente lo es, de manera que si ¢ fuera real en algin sistema de referencia, al
hacer una transformacién de Lorentz dejaria de serlo. Sin embargo, hay una forma
de hacer que el espinor permanezca real en todos los sistemas de referencia. Lo mas
simple es utilizar la representaciéon de Majorana (6.162),

0 o? ic® 0 0 —o? —iot 0
0 __ 1 _ 2 3 _
v = <0.2 0) y V= ( O ’i03> y V= <O_2 O ) y V= ( 0 i01> (6511)

en la que las matrices v son reales, (v#)* = ~+*. Esto significa que los generadores
(6.235) X* = {[y*,"] son imaginarios puros, y la transformacién (6.234) S[A] =

e 2 es real. Entonces en esta base del algebra de Clifford podemos trabajar
con un espinor real, imponiendo la condicién

Wy SHY

W = * (6.512)

que se preserva bajo transformaciones de Lorentz. Estos espinores se llaman espinores
de Majorana.

., Qué ocurre entonces si usamos una representacion arbitraria para las matrices
~v? ;Qué aspecto tendria la condicion de Majorana? Anteriormente definimos el
espinor conjugado de carga del espinor de Dirac como

Ve =Cyr (6.513)

y mostramos que si ¢ satisface la ecuacion de Dirac entonces ¢ también la satisface
(en presencia de un campo A, hay que invertir la carga). Es decir, que ¢ se trans-
forma como corresponde frente a una transformacién de Lorentz. Si ¢p — S(A)y
entonces ¢ — S(A)Y°. En consecuencia, podemos imponer la condicién

W= (6.514)

que define al espinor de Majorana, y que se mantiene en todos los sistemas de
referencia. En la representacién de Majorana las matrices de Dirac son imaginarias
puras, y entonces Cypajorana = 1, ¥ la condicion de Majorana i = 9 se convierte en
Y=

El espinor de Majorana da lugar, en su versién cuantica, a un fermiéon que es su
propia antiparticula, lo mismo que para un campo escalar.
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6.30. Transformada de Fourier discreta

Aunque ya la hemos usado informalmete, dedicaremos aqui unas lineas a definir la
transformada de Fourier discreta. Esta transformacion nos resultara de gran utilidad
a lo largo del libro.

Consideremos una funciéon f : R — R, definida sélo en un nimero finito n de
puntos zj, j = 0,...,n — 1, tal que f; = f(z;). En tal caso es posible definir una
transformada discreta de Fourier f;, de la siguiente forma:

1 n—1

fr=—=>" fye2mikin, k=0,...,n—1
NP>

Conocidos los n valores f, los n valores f; pueden recuperarse exactamente mediante
la transformacion inversa, dada por

1 n—1

f] \/ﬁ];)fke 5 J ) , 1

Esto puede demostrarse facilmente, reemplazando f;, por su definicién:

1 n—1 1 n=1 i - n—1 1 n—1 o,
L = f/ 6_27”] k/n e27r7,]k/n — f,/ 627”]“(]_]) — f
Vi {\/ﬁz J P> !

k=1 ny

donde hemos utilizado el resultado

"o 0 j#J

2mik(j—5")/n _

n—1 .
l Z p2mik(i—j")/n _ 5jj/ _ {1 jg=17

valido para 7, j" enteros. En efecto, si j = j', e ly

n—1
Z eQﬂik(jfj’)/n =n,
k=0
mientras que si j # j' (y [j — j'| < n)
1 — e2mili=i)

n—1
2mik(j—j')/n _ —
kzz;) € 1 i/ 0

para j — j' entero.
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