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Practica II: Caracteres, Representaciones irreducibles y Coeficientes de Clebsch-Gordan

Aspectos formales

1. i. Muestre que el producto directo de dos representaciones unitarias es también una representacién

unitaria.
ii. Muestre que los caracteres de la representacién producto directo D/®¥ (@) := (D’ @ D¥)(G)
satisfacen

x7¥%(9) = x7(9) x" (9)-

2. Teoremas de ortogonalidad de caracteres

i. Demuestre los lemas de Schur y, a partir de ellos, la relacién de ortogonalidad

|G|
> Di(9)Dii(g™") = Jim 7 07K 0udik (1)
geG

valida para los elementos de matriz de dos representaciones irreducibles D7, DX de un grupo finito G.

ii. A partir de la expresién (1) derive el primer teorema de ortogonalidad de caracteres:
—_ 5JK
@l G‘ > ®(9) ;
geG

donde x”(g) = Tr D’(g) es el caracter correspondiente a la representacién irreducible J. La suma
sobre G puede ser reescrita en términos de una suma sobre las clases de conjugacién C; (i = 1,...,Ne)

|G‘ Zd * K _ (;JK (2)

donde d; es el nimero de elementos de la clase C; y X‘c] ~ es el caracter representativo de la clase

i
i-ésima correspondiente a la irrep J. Puesto que el nimero de clases de equivalencia C; coincide con
el nimero de irreps J la tabla de caracteres resulta una matriz cuadrada

G |d,C d,Cy ... dsC,
T 1 T 1
Dol X X Xe.
D= xg, Xe, Xe,
D X, xe Xe

1 2 s

La expresién (2) implica que las filas de la tabla de caracteres son ortogonales -si pesamos cada
término del producto escalar con el niimero de elementos de la clase correspondiente.-

iii. Mostrar que las columnas también resultan ortogonales de acuerdo con
1 T g 1
— g Ny = — i 3
|G| - (X1 ) XJ dz ) ( )

iv. Utilice las relaciones de ortogonalidad para construir la tabla de caracteres del grupo D3 ~ S3.
Halle los coeficientes ny, en la descomposicién

D7EK(@) = @ n,D*(G

para todos los pares J, K de irreps del grupo S3. Halle el vector invariante de la representacién D3®3,

v. Construya la tabla de caracteres de Dy. Escriba funciones de onda que transformen de acuerdo
con cada una de sus representaciones irreducibles. Describa las posibles propiedades de
transformacién de los estados estacionarios de dos electrones ligados a una molécula con simetria Dy.



3. Operadores de proyeccién

Considere una representacién D del grupo finito G que se descompone en representaciones
irreducibles D7 definidas sobre espacios de representacion E’. Sea {ef}jzl,,,,7dim ; una base de E.

i. Utilizando la expresién (1) del ejercicio anterior calcule la accién de los operadores proyeccién

dlmJ
P =—=">"Di(g") D(g)-

e

sobre los elementos de las bases e;-’ y muestre que a partir de un elemento de la base de un espacio
E“ pueden obtenerse los restantes elementos de esa base.

ii. Estudie la accion del operador proyeccion
J J
-y
i

sobre un vector cualquiera del espacio de la representacion D y muestre que estos operadores
permiten identificar los subespacios invariantes E”. ;Cudl es la ventaja de los operadores P’ sobre
los operadores P‘] ?

iii. Descomponga la representacién regular (tridimensional) de S3 en representaciones irreducibles.
Construya los operadores proyeccién y encuentre, a partir de ellos, los subespacios invariantes y las
matrices de las correspondientes representaciones irreducibles de S3.

4. Coeficientes de Clebsch-Gordan

i. Considere la representacién producto D3®2 del grupo Ss y utilice los operadores proyeccién para
determinar los subespacios invariantes. Determine la matriz de coeficientes de Clebsch-Gordan.

ii. Considere dos representaciones irreducibles D!, D’ de un grupo finito G. Sean E!, E” sus espacios
de representacién y {el};— 1,..dim T {e‘]}] 1,....dim J bases de estos espacios. La representacién DieJ
estd definida sobre el espacio EI ® E7 -de base {lele €; 7Y}~ y se descompone en representaciones
irreducibles DX de la siguiente manera:

I®J _ K K
D'’ =P ni D
K

Sean {ekK }r=1,...dim i las bases de los espacios donde actian las representaciones irreducibles DX del
miembro derecho de la expresién anterior. Los coeficientes de Clebsch-Gordan (K, k|1,14; J, j) se
definen a partir del cambio de base!

lel,ef) = (K k|Li; J, j) eg )
K.k

Aplique los operadores proyeccién PZIJ a ambos miembros de esta expresion y obtenga la relacion

dlmK
G|

(K, k|13 J,5)(1,m; J,n| K1) > Di(g™")D(9) Dy, (9) (4)

geqG

iii. Utilice la expresion (4) para reobtener los coeficientes de Clebsch-Gordan calculados en el ejercicio
(i)

iv. Calcule los coeficientes de Clebsch-Gordan en la descomposicién de D5®5, siendo D? la
representacién irreducible bidimensional del grupo D*.

d. Algebra de un grupo finito

El dlgebra C(G) de un grupo finito G es el espacio de combinaciones lineales de elementos del grupo
con coeficientes complejos. Este espacio vectorial admite un producto lineal definido a partir de la

1Por simplicidad supondremos en este ejercicio que los coeficientes nf{J <1



composicion de elementos del grupo. Sea C; la clase de conjugacién i-sima constituida por los d;

elementos, i.e. C; = {g%i), géi), cee gc(li_)}. Definimos el elemento ¢; en el dlgebra C(G) como

c; = g§i) —‘,—géi) —i—...—‘y—g((i? .

i. Muestre que un elemento de C(G) conmuta con todos los elementos de C(G) sii es una
combinacién lineal de los elementos ¢;, i.e., el subespacio de C(G) generado por los vectores ¢; es el
centro Z[C(G)] del élgebra del grupo.

ii. Muestre que existen constantes cfj tales que
Z k
G Cj = Cij Ck
k

Por consiguiente, el centro del dlgebra es invariante ante la multiplicacién por elementos ¢;. Ademas,
la accién de dos elementos ¢;, ¢; conmuta; de modo que es posible diagonalizarlos simultdneamente.

iii. Muestre que los autovectores simultdneos de estas aplicaciones estan dados por los vectores de
proyeccién, definidos para cada representacién irreducible J de la siguiente manera:

dim J _
Pli=—mm 2 X6 g

geG

iv. Construya estos vectores para el grupo Ss y utilicelos para determinar nuevamente su tabla de
caracteres.

Aplicaciones

1.

Calcule las tablas de caracteres de los grupos S3 y D4. Escriba las matrices correspondientes a las
irreps de estos grupos.

Halle los coeficientes n, en la descomposicién D% ® DB = @izl n~, D7 para todos los pares a, 3 de
irreps del grupo S3 y calcule los correspondientes coeficientes de Clebsch-Gordan.

Sea D la representacion irreducible bidimensional del grupo D4. Descomponga la representacién
D ® D en representaciones irreducibles y calcule los coeficientes de Clebsch-Gordan.

. Polinomios e irreps: descomponer la accién de D3 sobre el espacio vectorial generado por el conjunto

de funciones

{11 () = 2°,Pa(x) = 2%y, 3(m) = 2y, Yu(x) = y°}

Suponga que un electrén en presencia de cuatro ntucleos atractores ubicados en los vértices de un
cuadrado tiene una energia Ey doblemente degenerada correspondiente a una irrep de Dy4. Si el plano
del cuadrado se describe con coordenadas cartesianas (z,y), con origen en el centro del cuadrado y
ejes paralelos a sus lados, cudl es el grupo de simetria si agregamos un potencial V (7) = A\xy?
Estudie el desdoblamiento del autovalor Fy debido a este potencial externo.

Considere la representacién tridimensional del grupo de simetria Dy de la molécula de agua
constituida por los orbitales atémicos p de cada uno de los tres ntcleos, con momento angular en la
direccién normal al plano de la molécula. Descomponga esta representaciéon en irreps e indique los
orbitales que describen los subespacios invariantes. Estudie las posibles transiciones inducidas por
una onda electromagnética plana que incide sobre la molécula de agua en estos estados.

Estudie el grupo de simetria de una molécula diatémica en el plano y a partir de sus irreps determine
sus modos normales de vibracion, rotacion y traslacion.

Considere un sistema de tres osciladores acoplados que se encuentran en los vértices de un tridngulo
equildtero. A partir de las irreps de su grupo de simetria determine sus modos normales y las
degeneraciones correspondientes.

. Describa los modos de oscilacién de una red unidimensional de ntcleos equidistantes. Para ello,

considere un numero finito de niucleos e imponga condiciones de contorno periédicas.



10. Descomponga la representacién regular de Zs X Z5 en representaciones irreducibles. Considere dos
particulas de spin 1/2 acopladas por el hamiltoniano H = —AS: - S5. Muestre que Sy es un grupo de
simetria del sistema pero que Zs X Zs no lo es. Calcule los autovectores de H y determine cémo
transforman ante Ss.

11. Considere un sistema de tres particulas idénticas de spin 1/2 y calcule los estados totalmente
simétricos y antisimétricos a partir de las irreps de S3. Estudie la simetria de los autoestados del spin
total frente al intercambio de particulas.

12. Teorema de Unsold: Unsold mostré que anzfl |Yim (0, ¢)|? es invariante frente al grupo de rotaciones.
En otras palabras, niveles de energia llenos en los dtomos tienen simetria esférica. Generalizar el

teorema, mostrando que
dim J

> W)

k=0
es invariante bajo las operaciones de un grupo G, siendo v la base de una irrep J.

Ayuda: Calcular Pr Y.0™ 7 |9/ (x)|2 y usar el gran teorema de ortogonalidad.



