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1. Simetrias del potencial coulombiano en tres dimensiones.
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Sistema cldsico

i. Mostrar que el momento angular L y el vector de Runge-Lenz M = % p AL — kT son cantidades
conservadas.

iii. Calcular L - M y M2. ;Cuéntas cantidades conservadas independientes posee el sistema?

Sistema cuantico

i. Mostrar que L y la parte hermitica M del vector de Runge-Lenz conmutan con el Hamiltoniano.
ii. Calcular el 4lgebra de estos operadores y comparar los valores L - M y M? con sus valores clésicos.

iii. Estudiar las representaciones del adlgebra para determinar las energias de los estados ligados y su
degeneracién. ;Cudl es el momento angular orbital de estos estados?

iv. Considerar el grupo SO(d) y mostrar que una rotacién infinitesimal de dngulo 66 en el plano
generado por e;, e;, 1 <7 < j < d se puede escribir como

6@k = 50 w,(flj)xl

donde w,(ij) = —(0ki61j — Ok;j0ui)-

a. Determinar los operadores diferenciales J%, i < j, que generan las transformaciones
correspondientes sobre funciones escalares de las coordenadas x*. Mostrar que las relaciones de
conmutacién de los J pueden ser escritas como

[Jkl’ Jmn] _ Z-((Skmjln _ 6knJlm _ 6lkan + 6ankm) . (1)
Para el caso d = 3 recuperar las relaciones de conmutacién usuales. Para el caso d = 4 introducir las
combinaciones
1
AY = 5 €aBy JB’Y
BY — JOA

donde los indices «, 3, toman valores de 1 a 3 y verificar que el grupo de simetria de los estados
ligados del problema de Coulomb en tres dimensiones es SO(4).

2. Simetrias del oscilador arménico en dos dimensiones.
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i. Mostrar que el momento angular L conmuta con el Hamiltoniano H.
ii. A partir de operadores de creacién y destruccién de estados con polarizacién circular, construir un

espacio de Fock cuya base sean autoestados de H y de L.

iii. En cada subespacio de energia definida, encontrar operadores de creacién y destruccién de
momento angular y mostrar que junto con el momento angular L generan el dlgebra de simetria
SU(2). Escribir el Hamiltoniano en términos del operador de Casimir para determinar las energias
del oscilador y calcular la degeneracién a partir de la dimensién de las representaciones irreducibles.

iv. Mostrar que el oscilador en d dimensiones tiene un grupo de simetria SU(d).



3. i. Considerar un sistema de tres particulas idénticas de spin 1/2 y estudiar las irreps.
unidimensionales de S3 para describir los estados simétricos y antisimétricos.

ii. Utilizando los operadores escalera calcular los posibles valores de spin del sistema y obtener los
coeficientes de Clebsch-Gordan.

ili. Calcular la medida invariante de SU(2) y utilizar las relaciones de ortogonalidad entre caracteres
—para grupos compactos— para verificar los resultados del ejercicio anterior.

4. Grupo de Lorentz ortécrono SO(3,1)" y su relacién con SL(2,C):

i. Mostrar que toda matriz hermitica X de 2x2 puede expresarse como

A:<ct+z T —1y

r+iy ct—=z ):CtHQ—FX.U’

donde o; son las matrices de Pauli.

ii. Mostrar que para toda g € SL(2,C) se tiene que gf Xg = X’ es hermitica. Expresando X’ como en
el inciso anterior, hallar la relacién (lineal) entre los coeficientes ct’, x’,y', 2" y ct, z,y, z en términos
de los coeficientes de g.

iii. Hallar el subgrupo de SL(2,C) que deja invariante t' = t.

iv. Mostrar que todo g € SL(2,C) se puede escribir como g = kh con h € SU(2) (h=! = hf,
h=e32%7) y k de la forma k = e2*7 (k € SL(2,C)/SU(2), kt = kT1). Los vectores 6 y b son reales y
el vector b se denomina vector de boost. Calcular X’ = kT Xk y mostrar que de la relacién entre
ct',x'y', 2 y ct,x,y, z resulta una transformacién de Lorentz correspondiente a un boost en la
direccién b (si se complica considerar b = (b, 0, 0)).

v. Aplicar dos transformaciones k colineales consecutivas (k(b’) luego de k(b)) y mostrar que resulta
k(b' + b), esto es, que no aparece componente en SU(2). Mostrar como se relaciona esta composicién
b con la ley de adicién de velocidades para boosts colineales deducida por Albert.

vi. Mostrar que cuando b y b’ no son colineales resulta k(b’)k(b) = k(b"))h(f). Calcular los vectores
b" y 6.

5. i. Mostrar que toda transformacién de Lorentz cercana a la identidad A%, = €* (e,, = —¢€,,,) se puede
escribir como A = I+ w donde w = §¢7?.J,,, siendo los generadores J,,

(JPU)#/ = —i(5,’577cw - 5gnpu) )

que satisfacen el dlgebra de Lorentz [J, J] =nJ + .. ..

ii. Considerar la accién del grupo de Lorentz sobre funciones escalares de z#, esto es ¢'(z') = ¢(x)
donde 2’ = Az. Mostrar que los operadores diferenciales J,,, = i(z,0, — x,,0,,) satisfacen el 4lgebra
de Lorentz y son una realizacién de la misma actuando sobre el espacio de funciones escalares.
Expresar 0¢(z) = ¢(z') — ¢(z) en términos de dichos operadores diferenciales.

iii. Considerar un campo espinorial de Dirac ¥(z) y mostrar que su variacién puede escribirse como

§U(z) = (£€r7J,0)¥(z) donde J,, = i(2,0, — 2,0,) + S ¥ S = 27, W)

6. i. Calcular la expresién para el boost en direccién arbitraria B(b) = e donde K = b - K para la
representacion (%7 %) —esto es, donde K; = 5.Jo;, con los J como en el inciso i. del problema anterior.
ii. Mostrar que el boost asi obtenido se puede escribir en términos de un boost segiin z como

B(b) = R(b)B(|b|2)R~!(b), donde R(b) es una rotacién que lleva a z a la direccién b del boost.



