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1. Cadena monoatémica

Considere una cadena unidimensional monoatémica con separacién interactémica a donde los dtomos
interactian por medio de un potencial semejante al de un oscilador arménico. Si cada dtomo tiene masa
m y la constante eldstica del potencial de oscilador es k

a) Demuestre que la relacién de dispersién es:
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Grafique w(q). Analice la dependencia de w(q) para ga < 1 {Cudl es la velocidad del sonido?
b) Encuentre la velocidad de fase y de grupo como funcién de k.
c¢) Obtenga la densidad de estados g(w)

d) Encuentre una expresién para el calor especifico tomando que cada fondn tiene energia E, = hw(n+
1/2), esta expresion estard en términos de una integral que no se puede resolver analiticamente. Haga
una expansién del calor especifico para altas temperaturas.

2. Cadena diatémica general
Considere una cadena unidimensional formada por dos tipos de atomos de masas m1 y ms. La interaccion
entre atomos es la de un oscilador arménico con constantes elasticas k1 y k2 como muestra la figurra.
a) Defina la celda unidad de repeticién y calcule w(q).

b) Grafique w(q) {A qué se denomina modos acisticos y modos 6pticos?, ;Los fonones tienen todos los
modos de vibracién permitidos?

¢) Encuentre la velocidad del sonido.

d) ;Para qué valores de ¢ se produce el valor méximo y minimo de los modos acistico y éptico? Analice
los casos limites en donde las masas y las constantes elasticas son iguales y compare con la cadena
monoatdémica.

e) Analice el cociente de las amplitudes de vibracién para ¢ = 0. ;Cudl es su dependencia con las masas
atémicas?

/) Hacer un esquema de los desplazamientos atémicos de los modos actstico y éptico para g ~ 0.

g) Para el caso m; = mq considere que la cadena se ve sujeta, en un principio, a una fuerza externa que
genera un movimiento con frecuencia wgy tal que wg no es un valor permitido dentro de los valores
de w(g) que encontré en el inciso a). Esto genera ondas evanescentes con momento k complejo.
Encuentre la longitud caracteristica de estas ondas evanescentes. Haga lo mismo para el caso k1 = ko
con miq 75 mo y K1 = kg conl 1 = My.

3. Cadena monoatémica con una impureza

Considere una cadena unidimensional en donde todos los 4tomos tienen masa m e interactian con cons-
tante elastica k excepto el dtomo en la posicién n = 0 que tiene masa M. Utilice un ansatz de la forma
dxy, = ewt=anla cop ¢ complejo y encuentre las frecuencias w(q).

4. * Red cuadrada monoatémica *

Considere una red cuadrada de lado a formada por dtomos de masa M. Cada dtomo interactia con sus
primeros vecinos con un potencial de oscilador arménico de constante eldstica ki, y con sus segundos
vecinos con un potencial con constante eldstica ks.



Si los vectores base de la red son a; = aZ y as = ay, la posicion de cualquier atomo en la red puede ser
descrita como 7,,, = na; + mas. Entonces, el &tomo en la posiciéon 7, tendra 4 primeros vecinos en las
posiciones 7, ,, + n; con

n, = azx, no = ay, n3 = —az, ng = —ay;
mientras que sus segundos vecinos estaran en las posiciones 7y, ,, + p; con
p1 = a + ay, p2 = —ai +ay ps = —ai — ay, P1 = aZ — ag.
a) A partir de la ecuacién de movimiento
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propniendo como solucién general una onda de la forma
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donde D(q) es la llamada matriz dindmica

demuestre que se cumple

_ (4k sin?(gpa/2) + 2ks [1 — cos(qqa) cos(gya)] 2ks sin(gya) sin(gya)
Dla) = < 2k sin(gga) sin(gya) 4k; sin?(gua/2) + 2ks [1 — cos(qea) cos(qya)}>

b) Para obtener la relacién de dispersién w(q) necesitamos que la ecuacién [D(q) — w?*MZ]u(q) = 0
tenga soluciones no triviales, por lo que pedimos

det(D(q) — w*MT) =0

de donde se obtienen dos fonones acusticos, longitudinales (LA) y transversales (TA), demostrar que
para el camino I' — X y ¢, ~ 0 se tiene:

ki + ko ko
wrpaA = M qz @, wraA = qua

mientras que para el camino I' — M con ¢, = ¢, = g ~ 0 se obtiene

k1 + 4ko k1
wrpA = Tqa’7 wrA = Mqa

donde I'; X y M son puntos de simetria de la primera zona de Brillouin en el espacio reciproco
I':q=(0,0), X :q=(q,0) M :q=(27/a,2n/a).

¢) Graficar w(q) para el camino I' — X — M — T, suponer que k; = 200 N/m, ko = 100 N/m y
M = 2-10726 kg. Si bien este es un modelo simplificado, puede describir los fonones de sistemas

tales como el Ne, Ar, y Kr. Comparar con los resultados tedricos y experimentales de Phys. Rev. B
75 (2007) 024101.

d) Grafique (con algin programa o lenguaje de programacion) la relacién de dispersién w(q) para ¢z, gy €
[_ﬂ-v 71']
5. Los modos normales se vuelven autoestados

Considere un conjunto de N particulas con masas m, que interactian mediante un potencial U =
5 Zaﬂ 2o Vaprg donde z, es la desviacién de la particula o de su posicién de equilibrio y tomamos
V' como una matriz simétrica.



a) Definiendo y, = \/Mas encuentre las ecuaciones de movimiento para las y,. Muestre entonces que
las soluciones son de la forma

m __ _ —iwm,t_ . m
Yo =€ "7 8q
: 2 : _ 1 1 m
siendo —w;, un autovalor de la matriz Sog = Tﬁvﬂ B s ¥ 87 SU autovector.

b) Como S es simétrica y real podemos tomar sus autovectores como reales y ortogonales. Construya
las coordenadas generalizadas
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y muestre que sus correspondientes operadores cumplen las reglas de conmutacién canénicas.

¢) Escriba el hamiltoniano en términos de estas nuevas coordenadas generalizadas.



