Seminario de Mecanica Cuantica /
Teoria de la Informacion Cuantica

Practica IV (Curso 2022)

I. Transformada de Fourier (TF) Cudntica.
1) Considerar la TF discreta de un conjunto de N ntmeros {f; € C,j =0,...,N — 1}
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a) Probar que f; = \ﬁ S Fe?mhi/N g =0 N — 1.
b) Mostrar que si se extiende el conjunto de posibles valores de k, entonces Fy;ny = Fj.
c) Probar que si f;4, = f; V j (f; periédica con periodo ), con r divisor de N = Fj, # 0
sélo si k es un multiplo de N/r ( k=mN/r, m =0,...,r — 1), y que en tal caso,

F, = @ ShZg fiem M si k = mN /.

2) a) Mostrar que si f; = \/—lﬁem”jﬂv = |Fx| = |—N§11:11[:((:f :)}N]
b) Probar que en a), |Fi| es méximo en el entero més préximo a z, y que |Fi| <

|. Interpretar.
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|z — k| < N/2. ¢) Mostrar que si x — m, con m entero entre 0y N — 1 = Fj, — Jgp.

3)a)Si{|j), 7=0,..., N —1} es una base ortonormal de un espacio V', mostrar que los
estados
1 & o /N
k) = Ulk) = R Ze NGy, k=0,...,N -1

forman también una base ortonormal de V' (es decir, U es una transformacion unitaria).
b) Probar que si [¥) = 3, ¢;]5) = |¥) = 3, Cy|k), con Cj, = i SNt ejem kN,

¢) Probar que si X es el operador definido por X|j) = j|j) y P = UXUT, T = e=?7F/N,
= Plk) = k|k), T|k) = e=?™*/N|k) y T|j) = |j + 1), con |N) = |0). Interpretar.

4) Mostrar que la TF cudntica para n qubits puede ser escrita como
on_1

2mijk /2™ |
J
\/zn Z \/

T !
Ry [|0n) + 22| 1)]

sij =7, 527" Escribirla explicitamente para uno y dos qubits (n = 1,2) y dibujar
los circuitos cuanticos correspondientes.
5) Reconocer que los algoritmos cudnticos basados en la TF se basan en el esquema
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identificando « y los pasos senalados por —.

b) En el caso de estimacion de fase, |f(j)) = €2™/N|®), con 0 < z < N = 2". Compro-
bar que si x = m, con m natural entre 0 y N — 1, el estado final serd |m)|®). Discutir
también el estado final si z no es entero.

c¢) En el caso de determinacién del periodo r, f(j) = f(j+1r) ¥V j, verificar que si N = 2"
es multiplo de r, sélo apareceran en el estado final los estados con k miiltiplo de N/r.

6) Usar la TF discreta para encontrar los autovalores y autovectores de una matriz A
de N x N con elementos A;; = f(j — i), con f(j+N) = f(5) ¥V j.



II. Algoritmo de Biisqueda de Grover

1) Considerar el estado buscado |B) = ﬁ > |7), (M denota el nimero de estados |7)
fG)=1

tales que f(j) = 1), el estado ortogonal |A) = \/ﬁ > |7) v el estado inicial (N = 2™)
f(5)=0

(@) = H®"|0) = L5 [j) = /A|B) + /A5 | A)

Probar que si O|j) = (—=1)/0)|5), la iteracién de Grover G = (2|®)(®| — I) O equivale
a una rotacion en sentido antihorario de angulo 26, con sinf = %

generado por los estados |A) y |B).

, en el subespacio

2) Si H = hw(|B)(B| + |®)(®|), mostrar que existe un tiempo ¢ independiente de |B)
tal que exp[—iHt/h]|®) = |B). El problema de bisqueda puede pues reducirse al prob-
lema de la simulacién del Hamiltoniano H.



