Seminario de Particulas y Campos — Curso 2024

Practica 1: Campo Escalar

1. Sea el hamiltoniano del oscilador arménico unidimensional,

p2 2 2
H=— 4+ -
2m+2qu,

donde p y ¢ satisfacen la relacién de conmutacién [q, p| = ih.

(a) A partir de las definiciones
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1
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a= mwq + ip), a' =

reescriba el hamiltoniano en términos del operador N = a'a y determine el conmutador [a, a'].
(b) Demuestre que N posee autovalores positivos.

(c) Demuestre que si |a) es un autoestado de N con autovalor a, entonces ala) y af|a) son
autoestados de N con autovalores @ — 1 y e + 1, respectivamente.

(d) A partir del resultado del inciso anterior muestre que el autovalor méas bajo de N es 0 y
que el espectro de autovalores esn =0,1,2,....

(e) Demuestre que si (n|n) = 1, entonces los estados |n+ 1) también quedan normalizados a la
unidad si se definen seguin las expresiones

aln) =+v/nn—1), a'ln) =vVn+1|n+1).

(f) Suponiendo que (0]0) = 1, muestre que los autoestados normalizados de N vienen dados

por
(ah)"

In) = —=[0), n=0,1,2,..
Vn!

(g) Considere ahora un conjunto de operadores a,,al, r = 1,2, .. que satisfacen las reglas de
conmutacién [a,, al] = 6,5 v [ar,a5] = [al,al] = 0. {Qué tipo de simetria tienen los estados
generados por tales operadores frente al intercambio de particulas? En base a esto, ;qué tipo
de particulas describen?.

2. A partir del desarrollo del campo escalar real en términos de soluciones de la ecuacién de
Klein-Gordon derive la siguiente expresion para el operador de aniquilacién a(k)
1 3« Jikx (]

y obtenga las relaciones de conmutacion entre los operadores de creacion y aniquilacion a partir
de las relaciones de conmutacién para los campos.

3. Sean los campos escalares complejos ¢(x) y ¢f(z).

(a) A partir de la densidad Lagrangiana
L = 0,0"0% — i 9",
donde 1 = m ¢/h, obtenga las ecuaciones de movimiento de los campos, los impulsos canénicamente

conjugados y la densidad Hamiltoniana.

(b) A partir de las expresiones de ¢ y ¢ en funcién de operadores de creacién y aniquilacién
exprese el hamiltoniano en términos de operadores niimero de ocupacion.



4. Considere nuevamente el campo escalar complejo y construya la corriente

j* = = AN[(@6)6 — (@°9)' .

(a) Demuestre que 0,j* = 0.

(b) Utilizando el teorema de Gauss muestre que la carga
0
Q= / Bx L
c

(c) Exprese el operador ) en términos de operadores de creacién y aniquilacion.

es una cantidad conservada.
(d) Calcule los conmutadores [Q,af(k)] vy [@Q,b'(k)] y utilice lo obtenido para determinar las
cargas de las particulas creadas por los respectivos operadores.

5. (a) Muestre que el conmutador entre campos reales de Klein-Gordon [¢(x), #(y)] para dos
puntos arbitrarios x e y del espacio-tiempo resulta igual a ificA(z — y) con

Ax) = — (2;)3 /% sin(kx)

Wk

(b) Demuestre que la funcién A(x) puede reescribirse como

3
Ax) = R / ge“"x sin(wyt),

(2m)? ) wk

donde x# = (ct,x). A partir de esta expresion recupere el resultado [¢(x,t), ¢(y,t)] = 0.
(c) Muestre que A(z) satisface la ecuacién de Klein-Gordon.

(d) Demuestre que la funcién A(z) es invariante ante transformaciones del grupo propio de
Lorentz. Utilice este resultado junto a lo realizado en el inciso (b) para demostrar que
[#(x), #(y)] se anula para intervalos tipo espacio ((x — y)?> < 0). Discuta las implicancias
de este resultado.

6. Muestre que la funcién Ap de Feynman satisface la ecuacion inhomogénea de Klein-Gordon:
O+ p1*)Ap(z) = =6 ()
7. Demuestre que el propagador de un escalar cargado viene dado por
(0IT{o(2)¢"(2)}]0) = ihe Ap(z — 2')

e interprételo en términos de la emisién y reabsorcion de particulas y antiparticulas.



