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DERIVACION

»La serie de Fourier nos permite obtener
una representacion en el dominio de la
frecuencia de funciones periodicas f(t).

> iEs posible extender de alguna manera las

series de Fourier para obtener una
representacion en el dominio de Ila
frecuencia de funciones no periodicas?
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DERIVACION

»Sea x(t) una senal aperiodica. Pensemos como el
limite de una senal periodica que T — ©

»Para una senal periodica las componentes
armonicas estan separadas w,=2m/T

»Como T— o, w,—0 y las componentes
armonicas estan c/vez mas cerca en f

Serie de Fourier Intesral de Fourier
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Tren de pulsos de amplitud 1, ancho p y periodo T:
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Los coeficientes de la serie compleja de Fourier en

este caso resultan puramente reales:

- _[P sen(na, )
" AT ) (nw,?b)

El espectro de frecuencia correspondiente lo
obtenemos (en este caso) graficando c, contra w =

nw,,.
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Si el periodo del tren de pulsos aumenta...
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Derivacion

En el limite cuando T—x, la funcion deja de ser
periodica:

1.5 \
1, T=w
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{Que pasa con los coeficientes de la serie de
Fourier?
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Derivacion

Si se hace T muy grande (T—>x), el espectro se

vuelve "continuo™:
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DERIVACION

* La senal periodica
X(t) = Za S e

1 kml” .
ak = T_TI/ZX(t) g ok dt = T_LX(t) g Iwot gt
* Si definimos X (jw) = jX(t) RV
a = = X (jkwo) D
T
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DERIVACION

N =1 ) . 1 & _ |
k=—o0 T 272' Koo
Dado que T — o entonces Tw, —Jdw

([ R
x)= = | X(jw)e™dw
(t) zﬂL (jw)e

X(jw) = j X(t) e "dt Ecuacion de sintesis
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RESUMIENDO

Ildentidad de

. - - Fourier
f(t)= 2 [F(@e“do - o antitrans:
—0 formada de

Fourier

0 |
F (a)) — j f (t)e‘i“’tdt . Transformada

de Fourier

Estas expresiones nos permiten calcular la expresion F(w) (dominio
de la frecuencia) a partir de f(t) (dominio del tiempo) y viceversa.
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PAR DE TF

v'Las ecuaciones anteriores son conocidas

Prof. Jorge Runco

como el par de transformadas de Fourier. Las
senales periodicas las expresamos como una
suma de exponenciales complejas de amplitud
a, Y para un conjunto discreto de frecuencias
relacionadas armonicamente. Para senales
aperiodicas, las exponenciales complejas
ocurren para una sucesion continua de
frecuencias y de “amplitud” X(jw)dw/2x
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RELACION ENTRE LOS
COEFICIENTES DE LA SFY LATF

»Supongamos que  es una senal periodica
con periodo T y coeficientes de Fourier a,.
X(t) es una senal de duracion finita que es
iguala  en un periodo, entonces

1¢ - . 1 _
— _JkWOt — _.lkWOt
ac= 1 [ x(t)e et dt - J X(t) e vet dt

»>ya que X(t) es cero fuera del intervalo T

1% ikt s L :
ac= [xOe tdt= X (jw)

w = Kk Wo
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CONVERGENCIA DE LATF

> Nos referiremos también como condiciones de
Dirichlet :

> x(t) sea absolutamente integrable
| xdt<oo

> X(t) tenga un numero finito de maximos y
minimos dentro de cualquier intervalo finito

»x(t) tenga un numero finito de discontinuidades
dentro de cualquier intervalo finito. Ademas cada
discontinuidad debe ser finita.
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siguiente:

A
——
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t

Ejemplo. Calcular F(w) para el pulso rectangular f(t)

la funcion es:

f(t) =+

Solucion. La elxpreslic'jP(ze?‘l &, dominio del tienl1po

de
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Integrando:
p/2
F (o) = I f (e “dt=[e " dt
—p/2
:ie—la)’[ p/2 :-L(e—la)p/Z _eia)p/z)
Usando la formula sen(wn/ 2) - eia)plz_-e—iwpiz
2l
de Euler:
F ()= pSEN@P/2) _ i ap/2)
wp /2
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O 2
f()y=41 >I<t<$
0

-1/2 1/2

N|o
—

F(w) = psinc(op/2)

= F(w) con p=1
o
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EJEMPLO

sinc(f)
X(1) i

C
Z
<

C
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f(t) F()

—
Sp

Mientras mas corto
es el pulso, mas
ancho es el espectro. ‘ j\
. .

Esta es la esencia del \
principio de
Incertidumbre en

mecanica cuantica. Q '
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LINEALIDAD

vSi o x(t) —— X(jw)
y

v y() ——Y(Qw)
entonces

vax(t)+by(t) —— aX(jw)+bY(jw)
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DESPLAZAMIENTO DE TIEMPO

v'Si x(t) —— X(jw)
entonces
v x(tty) - . ewio X (jw)
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DIFERENCIACION E
INTEGRACION

dx(t)

< WX (|w
it JwX (Jw)

[ @) o = X(jw) + X )5
N iw
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ESCALAMIENTO DETIEMPOY
FRECUENCIA

v Si x(@t) ——  X(jw)

entonces

v x(at)

1/|al. X(jw/a)

Prof. Jorge Runco Cu rso:l2022



DUALIDAD

x(f) X(f)
A
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Propiedad

Sefial Aperiddica Transformada de Fourier
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x(r) X|jw)
it ¥ (jw)
Linealidad ax(f)+by(t) aX|juw)+bY|jw)
Desplazamiento en el tiempo x(t— ) g 1% X (w)
Desplazamiento en frecuencia elol x () X[ jlar— ang))
Conjugacion x" (1) X" (—jw)
Inversi6n en el tiempo x(—f) X (- jw)
Escalamiento de tiempo y de frecuencia x(at) ﬁx H;E]
Convolucién x(£) * yit) X(jw) Y jw)
Multiplicacion x(B) y(r) %I [jow) = ¥ jw)
Diferenciacion en el tiempo %If!] joX|jw)
Intregracion J:;xmdr jimx[jm]+nxlﬂ]6fm}
Diferenciacion en frecuencia txit) j%}: [ jiw)
X(jw)=X(jw)’
Re|X [ jw)} = Re{X (~juw]}
Simetria conjugada para sefiales reales x(t) real

Im{X|(jw)}=—-Im{X (- jw)}

X (jw)| = | X [ jo)
LX|jw)=—£X [~ juw)




RELACION DE PARSEVAL

. E—
Lox(t)zdt — 27zL<> X (jw)” dw

La energia total se puede calcular ya sea
mediante el calculo de la energia por unidad de
tiempo integrando para todo tiempo, ¢ calculando
la energia por unidad de frecuencia e integrando
para todas las frecuencias.
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La amplitud tiene
signo negativo. En
fase corresponde
a un angulodem

grados
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* Otro ejemplo x(t)=rect(t-2)

X)) = [ x(t) e et de

. = fs/zl NEn 2Tt

e = Médulo » |e72™2| =1
= ——1 e_jznftlsﬁz = Fase - e—jZ‘n‘fZ = COS 27rf2 —jsin Zn-fz
j2nf 3/2
. @ _ tan_l_sin2nf2 N ®= —271'f2
. 5 . 3
- _; [e—]ZRfE _e—}ZRfE] CoS 2mf2
j2nf

1 o1 ,
e TI2Rf5 _pmi2nf5 ,—j2nf2

2j f

7 sinm —7 ;
—e ]21rf2n_ff —e ]zanSlnC(f)
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A faserect(f)
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COS 2nF, T ~— '4[8(F-F,)+&(F+F,)]
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SEN 2nF, T ~— 'AJ[o(F+F,)-0(F-Fy)]
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En forma mas general:
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FILTROS IDEALES ENTC

» Filtro: separa lo deseado de lo que no es
deseado.

»En sefiales un filtro separa sefiales en un
rango de f, de senales en otro rango de f.

» Un filtro ideal “pasa” toda la sefial en su

banda de paso sin distorsion y bloguea la
senal fuera de su banda.
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FILTRO IDEAL

> Un filtro ideal tiene una relacion de At
amplitudes entre entrada y salida |H(f)|
constante. Quiere decir que todas las - f
componentes son igualmente atenuadas o
amplificadas. /H(f)

» En cuanto a la fase tiene que ser lineal con i
la frecuencia. Es decir que todas las f :%
componentes son atrasadas la misma O f
cantidad de tiempo, no la misma fase. El
atraso en tiempo esta dado por la
pendiente de la fase (derivada).

_2TC
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PASA BAJOS IDEAL — PASA ALTOS
IDEAL

Ideal Lowpass Filter Ideal Highpass Filter
H(f) | | H(F) | H(f ) | | H(F) |
4 4

F |
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PASA BANDA IDEAL
BANDA IDEAL

— RECHAZO DE

Ideal Bandpass Filter

LECE X | H(F) |
F A
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Ideal Bandstop Filter
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ANCHO DE BANDA

»Rango de f.

»Rango de frecuencias que deja pasar €l
filtro 0 rango de frecuencias presentes en
la senal.
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Excitation of a Causal Lowpass Filter

X(1)
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Excitation of a Causal Highpass Filter

X(1)
i

1

i t (ms)

1 = T

Response of a Causal Highpass Filter
y(@)
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CONTENIDO EN F

x(1) X1
| |
I |
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TFTC APLICADA A SISTEMAS LIT

% Como vimos en clases anteriores, un sistema LIT se
puede modelar mediante una ecuacion diferencial con
coeficientes constantes:

>Yn=00n dnyagt) = Yn-obn = ert)

dt dt

» Ya que las senales exponenciales son funciones propias de

estos sistemas, entonces la respuesta permanente del

sistema es la senal de entrada multiplicada por el valor
propio del sistema (lo vimos con SFTC).
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% Si hacemos la TF

d™x(t)

dy(t
PN o an F{E22) = Mo b, F{E0)

datm

» Aplicando la propiedad de diferenciacion se

obtiene

> Ym=0an ()" Y(jw) = Er_obn (0)" X(jo)

»Como la sumatoria afecta a (jw)

LN _ Y(w) I by o)
>H(]w) - X(w) Y=o An(jw)"

»H(jw) Representa la respuesta en frecuencia del

sistema.
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* O sea que si conocemos la respuesta en
frecuencia de un sistema, la respuesta

permanente para una entrada x(t) especifica sera:

* Y(jw) =H(w) X(jw)
* Recordando que y(t) = h(t) * x(t)

* Podemos concluir que

F
* h(t) & H(jw) forman un par transformado

de Fourier

Prof. Jorge Runco Cu rso£2022



